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从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
及 用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
池子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编 颂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
看 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
浸 养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
便 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 . 


事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 有 数学 
家 提出 , 呐 斯 科大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 建议 将 其 中 的 一 
旦 数学 教材 组 织 翻 译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重 视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 有 助 于 扩大 
WIF, 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 . 《俄罗斯 数 
ie N 系列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 

组 织 出 版 的 . 

经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 入 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 
为 主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 
学 高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 . 但 经 多 次 修订 重 


ар 《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


版 , 面目 己 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广 泛 采 用 、 深 受 欢 迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 
方面 所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数 
学 教学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 
AE, 对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积 极 的 作用 , 并 起 着 深 
远 的 影响 , 无 疑 值得 庆贺 , 特 为 之 序 . 
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这 本 书 是 由 作者 们 在 莫斯科 大 学 数学 力学 系 不 同年 代 讲稿 的 基础 上 所 形成 的 

在 基础 课 概率 论 (第 4 学 期 ) 和 数理 统计 (第 5 学 期 ) 的 基础 上 是 在 第 6 学 期 
学 习 随 机 过 程 的 . 读者 会 发 现 这 里 所 写 的 材料 已 经 大 大 超出 了 本 学 期 课程 所 讲 的 内 
Ф. 而 我 们 进行 扩充 的 目的 就 是 要 体现 理论 的 各 个 方面 的 分 支 及 其 应 用 ， 这 里 所 述 
的 一 共 八 章 的 内 容 已 经 大 大 覆盖 了 标准 的 大 纲 . 一 些 重要 结果 的 复杂 技巧 证 明 被 放 
到 “附录 ”中 . 除 此 而 外 , 每 章 增添 了 “补充 和 练习 ”. 这 些 材 料 可 能 对 讨论 班 的 作业 
及 专业 课程 的 准备 是 有 用 的 . 

随机 过 程 的 理论 基础 乃 是 Kolmogorov 关于 给 定 的 有 限 分 布 族 过程 的 存在 性 
定理 .在 他 的 经 典 小 册子 [34] 中 被 称 为 “基本 定理 "， 直 到 发 表 以 前 , 随机 过 程 的 
研究 部 作为 单个 的 随机 变量 族 , 主要 是 从 它们 的 有 限 维 分 布 的 性 质 来 考虑 的 (例如 
SREK MASE). “基本 定理 ”给 出 了 随机 过 程 按照 轨道 来 分 析 的 可 能 
ПЕ, 从 而 莫 定 了 被 称 为 现代 随机 分 析 方 向 的 基础 ， 特 别 是 , 本 书 对 有 限 维 分 布 相 容 
性 Kolmogorov 定理 是 在 极其 广泛 的 条 件 下 给 出 了 证 明 , 并 从 不 同 的 观点 加 以 讨论 . 
给 出 了 Donsker - Prokhorov 不 变 原理 , Strassen 形式 重 对 数 律 的 基本 原理 (导致 测 
度 族 的 一 般 大 偏差 定理 )， KF Brown 运动 嵌入 到 Wiener 过 程 的 Skorokhod EH, 
Brown 运动 强 马 氏 性 的 不 同形 式 以 及 其 他 的 深刻 结果 . 作为 与 理论 相 联 系 , 有 趣 的 
应 用 是 借助 著 技 巧 所 建立 起 来 的 保险 数学 的 基本 定理 , 考虑 具有 一 般 马 氏 性 的 群众 
服务 理论 中 著名 Erlang 公式 的 推导 , 研究 Langevin 方程 导出 Ornstein — Uhlenbeck 
过 程 , 随机 微分 方程 的 基本 理论 等 . 我 们 还 可 以 发 掘 与 其 他 数学 领域 的 方法 和 结果 
有 联系 的 研究 问题 , 例如 , 用 概率 方法 去 解 经 典 Dirichlet 问题 , 利用 Hilbert 空间 工 
具 来 研究 预报 理论 , 借助 于 函数 理论 的 方法 对 Kolmogorov - Szego 公式 的 证 明 . |а] 
时 给 出 了 随机 金融 数学 问题 概念 的 初步 表述 . 

随机 过 程 是 现代 概率 论 中 一 个 具有 多 方面 应 用 的 、 正 在 广泛 、 茵 勃发 展 的 分 支 
因此 , 尽管 一 再 压缩 书 的 内 容 , 但 还 是 包括 几乎 200 多 词 条 的 名 称 . 自然 而 然 , 概率 
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论 的 资料 也 要 作为 教学 参考 书 , 如 [85]. 

下 面 我 们 将 较 详细 地 介绍 本 书 的 结构 . 

在 第 一 章 给 出 了 一 些 后 面 要 用 的 基本 概念 的 定义 , 同时 我 们 还 建立 了 一 系列 辅 
助 结果 . 第 二 章 研 究 了 一 类 独立 增 量 过 程 , 其 中 重要 的 代表 就 是 Brown 运动 . 第 三 章 
完整 地 阐述 了 这 类 重要 过 程 的 性 质 . ЕВ, ЕНОТ Ни, К 
程 理 论 和 平稳 过 程 理论 . 第 五 章 包含 了 对 于 概率 测度 的 弱 收 敛 的 一 些 结果 , 其 中 包括 
随机 过 程 轨 道 函 数 空间 的 测度 . 第 八 章 研究 了 随机 积分 (主要 是 对 Brown 运动 ) 和 
随机 微分 方程 的 问题 . 

所 有 章 都 是 分 为 许多 节 . 每 一 章 的 定义 、 推 论 、 例 子 和 公式 都 是 重新 标号 , H 
是 单独 的 标记 定义 , 单独 的 标记 定理 , 等 等 ， 这 也 包括 “附录 ”在 内 . 在 参考 其 他 章 
(或 附录 ) 的 材料 时 , 要 指出 它们 的 标号 , 例如 , (I, 10) 即 第 二 章 的 公式 (10), 而 (6,2) 
即 附 录 6 的 公式 (2). 证 明 的 最 后 要 用 符号 口 . 在 每 一 章 的 “补充 与 练习 ”和 附录 中 
的 练习 是 对 基本 内 容 的 延伸 , 所 标的 号 码 放 到 相应 内 容 的 右边 . 

应 该 指出 的 是 莫斯科 大 学 数学 力学 系 的 一 系列 概率 统计 课程 是 在 A. М. Kol- 
mogorov 和 В. У. Gnedenko 直接 指导 和 影响 下 形成 的 , 他 们 多 年 来 引导 着 概率 论 教 
研 室 的 成 长 . 在 我 们 手稿 完成 的 过 程 中 , 对 交 稿 内 容 与 教研 室 的 同事 和 研究 生 进 行 
了 有 益 的 讨论 . 在 此 同 他 们 表示 我 们 衷心 的 谢意 ! 

作者 要 向 俄罗斯 基础 研究 基金 会 对 这 套 书 的 出 版 给 予 的 财政 支持 表示 感谢 ! 


А.В. 布 林 斯 基 
А. H. 施 利 亚 耶 夫 
莫斯科 大 学 数学 力学 系 概率 论 教研 室 








= 一 ENN F, 

М 一 自然 数 集 , N = М Коо}, 

Q 一 有 理 数 集 ， 

7, 一 整数 集 ， 

Z, 一 非 负 整数 集 ， 

К 一 实数 集 , R = К( Коо}, 

C 一 复数 集 ， 

如 果 ab € В, Маль = min{a,b},a Vb = max{a,b},at = max{a,0},a = 
max{—a, 0}, 

[а] 一 Ж а 的 整数 部 分 , sen а 一 Ra WHS, 

4 一 集 4 的 补 集 ， 

14 一 集 4 的 示 性 函数 ， 

[4] 一 集 4 的 闭 包 (在 距离 空间 中 )， 

94 一 集 4 的 边界 (在 距离 空间 中 )， 

(S,p) 一 带 有 距离 р 的 距离 空间 S, 

B,(x) 一 中心 为 х 半径 为 ” ШИК, 

C(T,S) 一 在 距离 空间 Т Е, 取 值 于 距离 空间 5 的 连续 函数 空间 ， 
C0 (вт) 具有 紧 支 集 的 无 穷 可 微 函数 空间 ， 

the — 23% (Banach) ( 希 尔 伯 特 (Hilbert) ) 空间 H 的 范 数 ， 
(Q, F, P) 一 概率 空间 ， 

Е 一 数学 期 望 ， 

р 一 FE, 

cov(X,Y) 一 随机 变量 X ALY 的 协 方差， 

Е(Х |) 一 相对 于 o - 代数 27, Х 的 条 件数 学 期 望 ， 


уі 基本 符号 
OC 
XE 多 | 多 一 BI X 相对 于 o -代数 .多 和 多 是 可 测 的 ， 

o{M} 一 FARTS ARIA] $ ( 带 有 单位 S) 的 子 集 族 . 所 生成 的 最 小 o- 代数 ， 
B(S) 一 由 拓 x 扑 空 间 中 S 的 博 雷 尔 (Borel) 子 集 所 生成 的 最 小 с — 代数 ， 

Br 一 由 可 测 空 间 X,t ЕТ 所 生成 乘积 空间 中 柱 集 o- 代数 

Px (РХ-! 或 Law(X)) 一 随机 元 X 的 分 布 ， 

{Xit ET} — 由 随机 元 Xi,t ЕТ 所 生成 的 最 小 o - 代数 (在 (GF, P) Ф), 
Qn > Q 一 测度 Qn 弱 收 敛 于 测度 Q, 

Xn 一 X — Xn RAAF X, 

Xn > X — Х, 依 概率 收敛 于 X， 

mes — #7148 (Lebesgue) Ў, 

№ а, С) 一 具有 中 值 为 a 和 协 方 差 阵 C HESSA, 

W = {W(t),t > 0} 一 维 纳 (Wiener) 过 程 (布朗 (Brown) 运动 )， 

Е = (лет “TE 代数 流 ( 滤 基 )， 

Е^ = (FË Jer 一 由 过 程 = {Xi,t E T) 所 生成 的 自然 o- REC. 

P(s, x,t, В) 一 马尔 可 夫 过 程 的 转移 函数 ， 

pi,j(t) 一 齐 次 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 . 
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基本 符号 


第 一 章 。” 随机 过 程 . 随机 过 程 的 分 布 .. . 

随机 过 程 论 的 研究 对 象 , 一 些 问 题 . 随机 元 及 其 分 布 . 单调 类 定理 概率 空间 的 完 

全 化 . 可 测 映射 的 极限 . 构造 具有 给 定 分 布 的 独立 随机 变量 族 ， 部 分 和 过 程 , 经 验 测度 ， 

更 新 过 程 , 克拉 默 — 卢 恩 伯 格 保险 模型 ， 泊 松 随机 测度 . 柱 集 o 一 代数 Br. 随机 函数 

作为 随机 元 族 , 又 可 作为 一 个 随机 映射 随机 函数 的 有 限 维 分 布 . 关于 柯 尔 莫 戈 洛 夫 相 

容 性 定理 . 空间 (R",A(R")) 上 测度 的 特征 函数 ， 用 特征 函数 来 表述 在 欧 几 里 得 空间 

(KREN) 上 测度 的 相 容 性 条 件 . PERK, Bp 的 描述 . 连续 轨道 过 程 . 测度 投影 
的 相 容 性 . 等 价 的 随机 函数 . 可 测 过 程 . 
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第 二 章 独立 增 量 过 程 . 泊 松 过 Hj 程 和 高 斯 过 程 . ........... 

: 独立 增 量 过 程 存在 性 准则 . 泊 松 过 程 . 维 纳 过 程 (布朗 运动 ). 多 维 正 态 分 布 . 根据 

中 值 函 数 和 相关 函数 构造 实 高 斯 函数 . 复 高 斯 过 程 . HAMA DK, 又 作为 希 尔 伯 特 空 

М 1 89 HK OG AE A HI. 帕 尔 赞 定理 . 布朗 运动 两 种 定义 的 等 价 性 . 哈 尔 和 绍 德尔 
ШЖ. 标准 高 斯 变量 序列 的 摆动 . 构造 连续 维 纳 过 程 ， 多维 布 朗 运动 . 


ИЕ. то ses since es en 
布朗 运动 ( 维 纳 过 程 ) 轨道 的 几乎 处 处 不 可 微 性 . 维 纳 过 程 的 马 氏 性 . 滤 基 , 停 时 
及 它们 的 例子 . т 以前， 所 有 观测 的 事件 所 组 成 的 с 代数 Я... 维 纳 过 程 的 强 
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AKL. 反射 原理 . 0 一 1 律 . 在 [0,1] 上 维 纳 过 程 极 大 值 的 分 布 . CHAE. 重 对 数 局 
部 律 . 


Op Ge ee ea .........:. ое ， 


$, FR, LH. 例子 . 杜 布 分 解 . 补偿 元 ， 田中 公式 离散 变 式 ， 滤 基 的 扩充 ， 二 
次 特征 . 二 次 变 差 . 杜 布 的 自由 选择 定理 . 应 用 到 随机 游 动 (破产 问题 ). HAH FRM 
大 、 极 小 不 等 式 . 关于 穿越 数 引 理 . 下 蒜 收 敛 定理 . HRA- KAP AA. LQ, 多, P) 
空间 中 歉收 敛 定理 . KERZE. 保险 数学 的 基本 定理 . 具有 连续 时 间 蒜 和 下 款 的 一 些 不 
等 式 . 


第 五 章 ”测度 的 弱 收 敛 . 不 变 原 理 ..................... 


度量 空间 上 的 测度 弱 收 敛 . 依 分 布 随机 元 的 收敛 . 测度 的 弱 收 敛 准则 . 在 连续 映射 
FR BK RPE. 在 空间 С(Т,5) 中 测度 的 弱 收 敛 . 测度 族 的 相对 紧 性 ( 弱 列 
RE) 和 胎 紧 性 . 普罗 霍 洛 夫 定 理 . 唐 斯 克 尔 一 普罗 霍 洛 夫 不 变 原理 . 林 德 伯 格 多 维 中 
心 极限 定理 . 独立 随机 变量 和 的 极 大 值 引 理 . 柯 尔 莫 葬 洛 夫 ( 拟 合 优 度 ) 检验 证 明 的 步 
RR. 作为 条 件 维 纳 过 程 的 布朗 桥 . 一 个 概率 空间 的 方法 , 斯 科 罗 霍 德 定理 . BK E 
量化 . 莱 维 一 斯 科 罗 霍 德 距 离 . 


第 六 章 ”马尔 可 夫 过 程 . 离散 与 连续 时 间 ................ 


马尔 可 夫 过 程 的 等 价 定义 . 取 值 于 Ro 独立 增 量 过 程 的 马 氏 性 例子， 马尔 可 夫 
链 , 通过 初始 分 布 及 转移 概率 构造 马尔 可 夫 链 . 作为 马尔 可 夫 链 的 泊 松 过 程 . 马尔 可 夫 
过 程 的 转移 函数 . 寻求 d- 维 布朗 运动 的 转移 函数 . 马尔 可 夫 过 程 的 有 限 维 分 布 , 它们 
通过 初始 分 布 及 转移 概率 的 表示 . 时 齐 马 尔 可 夫 过 程 . 时 齐 马 尔 可 夫 链 的 遍历 性 定理 . 
一 些 推论 . 不 变 测度 . 随机 半 群 (P(t))t>0 HAA DBE О. 柯 尔 莫 蕊 洛 夫 向 后 、 向 前 
微分 方程 组 . 作为 Q 矩阵 的 特征 向 量 的 平稳 分 布 . 埃 尔 朗 公 式 . 导出 这 些 公式 的 群众 
服务 系统 的 模型 . 


第 七 章 ;， 平稳 过 程 . AMSER onunde 


正 交 随机 测度 及 其 o— 有 限 构造 ( 均 方 ) 测度 . 根据 给 定 的 构造 ( 均 方 ) 测度 来 构 
造 正 交 随 机 测度 . 对 正 交 随机 测度 的 积分 及 其 性 质 . 关于 相关 函数 谱 分 解 卡 重 宁 定 理 
以 及 用 对 正 交 随机 测度 的 积分 来 表示 该 过 程 . 广义 平稳 过 程 及 其 相关 函数 . них 
定理 . 博 赫 纳 一 辛 钦定 理 . 连续 和 离散 时 间 平 稳 过 程 的 谱 表 示 . 在 LO) 空间 中 的 遍 
历 性 . 滑动 平均 过 程 . 相关 函数 及 谱 密 度 的 统计 估计 . 线性 预测 问题 . 规则 和 奇异 过 程 . 
沃 尔 德 分 解 . 规则 过 程 作为 物理 上 可 实现 的 滤波 器 . 规则 过 程 的 柯 尔 莫 葬 洛 夫 准 则 . 柯 
КХК 一 塞 格 定理 . 


A FK іх · 
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内 容 摘要 : 随机 过 程 论 的 研究 对 象 , 一 些 问题 . 随机 元 及 其 分 布 . 单调 类 定理 , 概率 空间 
的 完全 化 ， 可 测 映射 的 极限 , 构造 具有 给 定 分 布 的 独立 随机 变量 族 ， 部 分 和 过 程 , 经 验 
测度 , 更 新 过 程 , 克拉 黑 (Cramer) - 2 8.48% (Luenberger) 保险 模型 ， 泊 松 (Poisson) 
随机 测度 . 柱 集 0 一 代数 Ar. 随机 函数 作为 随机 元 族 ， 又 可 作为 一 个 随机 映射 . 随机 
HRA RADA. AFMRRRBR (Kolmogorov) MSU RH. 空间 (К", B(R")) 
上 测度 的 特征 函数 ， 用 特征 池 数 来 表述 在 欧 几 里 得 (Euclid) 空间 (RAZA) 上 测度 
的 相 容 性 条 件 . 对 无 穷 大 Т, Sr 的 描述 连续 轨道 过 程 . 测度 投影 的 相 容 性 ， 等 价 的 
М Ж. 可 测 过 程 . 


$1. 现代 概率 论 最 重要 的 特点 就 是 它 的 方法 与 结果 不 仅 自 喘 有 着 独立 的 数学 
意义 , 而 且 在 其 他 科学 领域 中 可 以 找到 各 种 各 样 的 应 用 , 例如 物理 , 化 学 , 生物 , 金融 
数学 等 , .甚至 于 在 技术 领域 中 . 这 也 是 被 人 称 作 “ 随 机 过 程 ” 的 它 为 什么 会 成 为 概率 
论 一 个 专门 分 支 的 一 种 解释 . 

概率 论 最 初 涉 及 的 只 是 随机 实验 ( 抛 硬币 , BRS), 为 此 要 计算 可 能 发 生 的 
这 样 或 那样 事件 的 概率 . 随后 , 产生 了 随机 变量 的 概念 , 这 样 就 可 以 定量 地 指 述 随机 
实验 的 结果 , 例如 , 在 抽奖 中 , 赢利 的 多 少 等 . 到 后 来 , 在 随机 实验 中 明确 地 引进 了 时 
间 因 子 , 于 是 就 有 了 严格 地 建立 随机 模型 的 可 能 性 , 在 此 基础 上 , 人 们 就 可 以 用 随机 
过 程 来 描绘 随机 现象 演化 的 动力 学 模型 

在 1827 F, 植物 学 家 布 明 (R. Brown) 在 显微镜 下 发 现 了 水 中 花粉 颗粒 的 随机 运 
动 . 这 种 自然 现象 中 的 运动 , 后 被 称 为 布朗 运动 , 很 长 一 段 时 间 都 解释 不 清 . 仅仅 在 19 
世纪 末 至 20 世纪 初 才 被 认识 , 它 是 介质 原子 和 分 子 的 一 种 热 运动 现象 . 同时 为 了 描 
绘 类 似 形式 的 过 程 , 客观 上 需要 通过 概率 - 统计 的 理论 来 解决 . 布朗 运动 以 及 更 厂 的 





"2. 随机 过 程 论 


扩散 过 程 的 数学 和 物理 模型 是 由 巴 舍 利 耶 (Bachelier), 爱 因 斯 坦 (Einstein), see 
霍 夫 斯 基 (Smoluhowski), Ж ЯН (Ornstein), ## (Planck), 明之 万 (Langevin), 
4 2 (Fokker), 维 纳 (Wiener), Е (Levy), МАК 2140657 (Kolmogorov), #12 
ЕЕ} (Leodonowicz) 和 其 他 学 者 所 建立 的 .在 1997 年 默 顿 (Merton) Flat AR ЯТ 
(Scholes) 将 布朗 运动 应 用 于 经 济 模型 当中 , ARR IRS T DUR. 

在 系统 地 和 叙述 随机 过 程 的 教程 之 前 , 将 提出 一 些 具体 的 , 然而 本 身 又 是 很 重要 
的 问题 和 习题 , 其 中 的 大 部 分 在 本 书 中 都 将 涉及 .。 

19 我 们 将 利用 对 布朗 运动 泛 函 的 研究 来 证 明 一 个 数理 统计 的 基本 结果 , 即 著 
名 的 Kolmogorov 相 容 性 准则 . 此 外 , 借助 于 Brown 运动 如 何 来 解决 重要 的 “ 非 随 
机 ”问题 , 如 ЖЖ ва (Dirichlet) 问题 : 寻找 在 区 域 G CR! AWA, 并 且 在 该 区 域 
的 边界 上 有 具有 给 定 函 数 的 解 (以 后 我 们 还 会 给 予 详细 的 讨论 ). 

2° 前 面 所 提 到 的 扩散 模型 刺激 了 随机 微分 方程 的 发 展 , 随后 的 研究 要 求 一 种 
特殊 的 工具 一 一 “随机 分 析 ”. 这 种 特殊 性 是 与 Brown 运动 的 轨道 ( 它 是 连续 的 , 但 
无 论 在 哪 一 氮 上 又 都 不 可 微 ) 相关 的 . 类 似 的 方程 还 能 用 于 , 例如 , 在 实际 应 用 中 信 
助 它 的 帮助 给 出 了 非常 有 效 的 方法 (映像 的 恢复 , 有 线 和 无 线 广播 , 形象 识别 等 ), 从 
杂乱 无 章 背 景 (干扰 ) 中 提取 有 用 的 信号 . 

3° ”对 许多 的 实际 问题 来 说 , 显然 有 着 十 分 重要 意义 的 是 预报 问题 : 观测 在 时 间 
Е 以 前 随机 过 程 的 基础 上 来 预测 在 时 刻 t + s(s > 0) 的 行为 . 产生 这 样 的 问题 , 例如 ， 
在 金融 市 场 上 分 析 有 价 证 券 的 行情 走势 , 与 此 相关 的 而 且 非 常 有 趣 的 是 期 权 的 套 其 
保值 问题 { 当 这 支 股票 的 真实 价格 受到 随机 抗 动情 况 下 , 在 未 来 的 茶 个 时 刻 , 根据 以 
前 确定 的 价格 买 入 — 卖 出 股票 的 模型 ). 

4° 保险 公司 自身 提出 的 任务 : 在 随机 的 时 刻 支 付 , 且 文 付 多 少 也 是 随机 的 时 
候 , 来 配置 固定 的 资金 (将 包括 投保 者 的 保险 费 在 内 ). 如 何 来 刻画 这 样 的 随机 时 刻 
We? 事实 表明 , 泊 松 过 程 与 此 极为 相 类 似 , 后 面 将 会 仔细 研究 . 我 们 指出 在 Cramer — 
Luenberger 保险 模型 中 , 为 使 公司 破产 的 概率 不 超过 给 定 的 (小 的 ) 数 e НУ К, Я 
型 中 的 参数 之 间 应 该 有 具有 什么 样 的 关系 . 

5° 最 后 , 我 们 将 提 到 各 种 各 样 随机 现象 的 渐 近 分 析 问 题 . 作为 例子 , 可 以 想象 
在 模型 中 , 比如 说 电话 局 , 呼叫 是 在 随机 的 时 刻 到 来 , 并 且 呼 叫 者 谈话 的 时 间 长 短 也 
是 随机 的 , А МАЕ ТТ ARKAE” ИРА ККИ, 它 的 埃 尔 朗 (Erlang) AÑ. 

应 该 强调 的 是 , 在 3°~5° 中 , 我 们 涉及 了 两 种 类 型 的 问题 . 第 一 , 要 求 建立 能 反 
映 所 研究 现象 实际 的 数学 模型 , 第 二 , 要 求 准确 地 提出 问题 , 然后 解决 该 问题 . 为 此 
自然 要 求 有 足够 深厚 发 展 的 理论 . 在 熟识 这 个 理论 的 时 候 , 我 们 既 会 看 到 许多 诱 人 
去 研究 的 随机 过 程 类 型 , 又 会 接触 到 描绘 和 研究 它们 的 各 种 各 样 的 方法 . 

第 一 章 将 给 出 许多 技术 性 的 , 且 上 共有 辅助 性 特点 的 知识 . 在 阅读 以 后 各 章 时 , 为 
解释 一 些 问题 , 最 好 还 能 回顾 它们 . 在 初次 阅读 时 , 可 以 局 限于 随机 元 的 概念 (82)， 
它 的 分 布 (86), 随机 函数 的 定义 (57) 和 例子 (89), 这 些 例 子 是 基于 独立 随机 元 序列 
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(§8). 同时 要 求 根 据 Kolmogorov Е (812), 掌握 构造 具有 给 定 相 容 的 所 有 有 限 维 分 
布 的 随机 变量 族 . 为 了 构造 在 第 二 章 中 的 独立 增 量 过 程 和 实 Gauss 过 程 , 利用 了 前 
面 所 提 到 的 , 用 随机 问 量 特征 函数 (515) 来 表述 的 相 容 性 条 件 . 


$2. 以 后 凡 涉 及 的 概率 都 将 是 假定 满足 于 Kolmogorov 公理 化 的 某 个 概率 空间 
(0,%,P) Е, 也 就 是 具有 概率 测度 P 的 可 测 空 间 (O,F%) Е. 注意 到 可 测 空 间 是 由 
某 个 集 和 由 该 集 子 集 所 组 成 的 о - 代数 (一 般 用 手 瑟 的 字母 来 表示 ) 所 组 合 而 成 的 . 
定义 在 可 测 空间 中 的 某 个 o -代数 上 非 负 可 列 可 加 集 函 数 称 作 测 度 . 在 某 些 场合 , 当 
需要 强调 测度 的 特殊 性 质 时 , 例如 它 的 有 限 性 或 o - 有 限 性 , 我 们 经 常会 特别 强调 . 
概率 测度 P, 或 简单 的 概率 一 一 这 是 满足 于 POQ) = 1 的 测度 . 为 了 人 简便, 经 常 也 将 
概率 测度 称 作 测 度 . 

首先 , 我 们 需要 取 值 于 (抽象 ) RAS 的 随机 变量 的 概念 . w (9,9) 和 (5, 多) 
| 是 可 测 空 间 (QA 0,5 AB). 


定义 1. ШХО SRE FIB- TA OBIE X € F2), MR ХК) с 
F, 即 对 任意 的 Be 多 有 X-B) := {w: X(w) Е ВЕ. 

在 概率 论 中 , FZ- 可 测 映射 通常 称 作 随 机 元 或 取 值 于 S 的 随机 变量 . 

对 S 的 子 集 类 M 来 说 , of H} 表示 带 有 单位 元 S, RAS М МЕТ o- К. 
如 果 S 是 拓扑 空间 , 特别 的 是 距离 空间 , 则 , 根据 定义 , Borel с – 代数 多 (5) Bo - 
代数 oM, 其 中 М 是 5 中 所 有 开 集 类 . 当 5 = R* (REKREA), 2 = A(R*) 
和 天 > 1, 随机 元 X(F\BS – 可 测 ) 称 作 随机 向 量 , 而 当 上 = 1 时 , 则 称 作 ( 实 ) 随机 变 
E. 当 X 是 空间 (0,9) 上 实 随机 变量 , M X 的 FZR) - 可 测 性 , 作为 规定 , 简称 
多 - WME. 


5138 1. HX: 05S (RH X 不 假设 对 任何 o 一 代数 可 测 ) 和 .NM 是 5 的 
某 个 子 集 类 . A X E |1}, 其 中 GM := ХМ) 此 外 有 {XY = 
X (o{ M }). 


ik. 很 容易 看 出 , 集合 类 B= {D CS:X-1(D)e dA} Жо- ЮЖ 因为 yf 是 
с 一 代数 , 并 且 是 由 映射 原 像 集 组 成 , 满足 抽象 集合 的 运算 律 . 根据 构造 M с 9, 因此 
{MY с D, 这 就 是 说 X e 好 cf B XHM см. AAW, ХЦ) с 
Х- (4.4 }), HEX Mo{d)}) Æ o- КЖ, At of = {XA с Xo { т}. 
这 样 有 of = Xela). O 


推论 1. 假设 在 引 理 1 的 条 件 中 , 附带 有 Q 上 的 o- 代数 多. WRX N'A) CC 
F, 则 天 和 多 cf 


证 ， 考 虑 到 ofX-1(.N)} Cc 多 ,利用 引 理 1 WE. О 
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推论 的 思想 在 于 当 多 = of{.N} 时 , ATER X 的 多 | 多 -可 测 性 , 必须 考虑 g 
中 所 有 集合 的 原 像 , 而 这 时 只 须 考 虑 M 中 所 有 集合 В, XHB) © F МАЕ. E 
是 如 此 , 在 定义 取 值 于 R* 中 的 随机 向 量 时 , 只 须要 求 对 任意 的 z = (z1,… ,zk) ERF, 
集合 fw: Xw) <} := {w : Хо) < 21, ,Xk(w) < ze} ЕЯ MESS. (请 解释 ) 


注 1， 信 得 注意 的 是 , 不 仅仅 是 由 集合 产生 o- 代数 , 而 且 还 可 以 由 函数 产生 ， 
符号 of = cf 和 ,ie T}, 这 里 Х,: 9 5,,(5,, 2.) 是 可 测 空 间 , t eT, 表示 包含 
对 每 个 te T 使 得 Xe AA, BO 中 的 子 集 所 产生 的 最 小 c - (К. EmMa 
М of =с{Х; КВ, : В, є Beut e T} ВЯ Х, є FIA, МЛ t eT, 则 有 
GOOF. 


53. BR o- 代数 之 外 我 们 不 得 不 涉及 更 狭 的 一 类 集合 . Ж 5 的 子 集 类 多 为 
T- A, 如 果 对 有 限 交 封闭 , 即 如 果 4, Вее, ANB Eg (对 多 中 的 元 素 , 通常 是 
补充 了 集合 5). 定义 5 子 集 类 9 为 入- A, 如 果 是 满足 如 下 性 质 的 子 集 类 : Se 9 
和 如 果 АВЕЯАСВИ В\АЕ 92, 此外, WR An EA neN AMA, ТА (ВП 
An C Angin ENA A= Ü An) 则 Ae 9. 对 任意 S 的 子 集 类 .% 都 存在 包含 
KH 的 最 小 rr- Кт) (请 解释 ) 和 包含 A МА-А}. 5 的 子 集 类 .NH 是 
o- RAAEN M Ær- ЖУА А ~ А. 


定理 1 (单调 类 定理 )， 设 空间 SHTREAT-ACHA-ADY Н ес 9. 
这 时 有 o{G} = ME} с 9. 


ik. 不 失 一 般 性 , 可 以 设 9 = MU}, 这 时 只 要 验证 9 Ær- Ж. 因为 这 时 9 
是 包含 е 的 o -代数 . 这 样 要 验证 , 如 果 А, Be 2, Ш АПВ с 2. 固定 任意 集合 
Be@, 定义 集合 类 Fp={ACS:ANBED}. RN Fa Жл- Ж, HAS с Fez. 
因此 D= МЕ} с Fz. М, IER ACDMBECPCARANBCI. 现 取 任意 
的 де D, 研究 集合 类 Ил = {ВС5: ВПАЕ 2}. 对 每 个 Ac 9, 类似 方法 可 以 证 
Я 9B Cc 94. 这 样 , 2 对 有 限 交 封闭 , 于 是 有 co{ 多 } C MP}, 而 {多} Со} 是 显然 
К. С 


定理 1 的 证 明 是 谢 尔 品 斯 基 (Sierpinski) 给 出 的 , 在 概率 中 这 个 结果 得 到 广泛 的 
应 用 是 与 邓肯 (Dynkin) 的 工作 分 不 开 的 . 因此 和 - RERE Dynkin AR D- Ж. 

前 面 所 说 的 单调 类 定理 , 对 下 面 的 一 些 结论 的 证 明 是 非常 有 用 的 . 

引 理 2. ЧИН (9,9) L, 给 定 测度 P 和 Q, ЕЯ = oC} 这 里 入 是 
Q 的 子 集 类 组 成 的 一 系 . 则 在 多 上 P=Q 的 充分 必要 条 件 是 在 妇 上 有 P=Q. 


ШЕ. 必要 性 是 显而易见 的 . 充分 性 是 因为 所 有 满足 P(A) = Q(A), 多 中 的 集合 
类 构成 一 个 入 - Ж. 0 
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218 3， 设 (Q FP) 是 概率 空间 , 而 2f REAM 多 的 子 集 组 成 的 代数 . 这 时 
对 任意 的 Ce ofa} MA | 
inf P{CAA} =0 (1) 
АЕ 


这 里 CAA =(C\A)U(A\C). 从 而 对 每 个 OE of 多} 和 任意 的 <>0 MAK А. Ем 
#42 Р(СЛА.) < є, 由 此 可 得 |P(C) - Р(А.)| < =. 


WE. 对 代数 of 中 任意 A, 满足 关系 式 (1) 组 成 - 系 . 而 不 难 验 证 , 所 有 满足 
(1) 式 的 集合 类 组 成 入 - Ж. 根据 定理 1 绪论 得 证 .“ 口 


引 理 4 (测度 的 正则 性 ). 设 5 是 距离 空间 , Q HAS) 上 的 测度 . 这 时 对 任意 
的 Borel & В, 5 
Q(B) = sup Q(F) = inf Q(G), (2) 


хан PCB, 而 下 确 界 是 取 自 对 所 有 的 开 集 GDB. 


Ш. i p ETR] 5 的 距离 , 并 且 plz, D) = inf{p(zx,y):yED}, 这 里 zx€S5,DC 
S. 对 6 > 0 ЖИ F, Ж F? = {x eS: p(x, F) < 5}. 不 难 验 证 Fo 是 开 集 , FAS 
Зон, Fo | F. 因此 , 对 任意 的 闭 集 В, (2) 式 成 立 . 对 (2) 式 成 立 的 所 有 Borel Ж 
B 构成 一 个 o -代数 (请 证 明 , 参见 р; р.16]). 由 于 ZS) 是 包含 所 有 5 的 闭 子 集 的 
最 小 о - 代数, 引 理 的 结论 得 证 . 0 


54. 以 后 我 们 经 常 不 得 不 利用 已 知 概率 空间 (Q, F, P) 的 完全 化 . RN BOD 
2 Се. аре: Ссрж#Р(р) = 0 的 子 集 类 . F 是 形 如 AUC TR 


类 , 这 里 ACHR CEN. 很 容易 验证 多 是 o - (RM ( 称 作 .多 关于 测度 P HR 
全 化 с — КЮ. 根据 


P(AUC)=P(A), Ж АЕ ЯСЕ.Л, (3) 


于 是 有 , 在 o - RA F 上 测度 P 的 扩张 (就 是 说 .Y 中 的 集合 具有 0 测度 ). 如 果 
F=AUC=BUD, ZE A, Вє 2 ЖС, РЕМ, ШР(Р) = P(A) = P(B), 不 难看 
HP 是 一 个 在 F 上 完全 确定 的 测度 . 

空间 (Q, F, P) 称 作 概率 空间 (Q, 多 ,P) 的 完全 化 (关于 测度 Р). 不 作 特 别 声 明 ， 
一 般 地 在 开始 时 都 已 经 完全 化 了 , 将 都 用 F, P 来 代替 多 ,P (此 时 , Л 就 是 所 有 0 
概率 的 事件 类 ). 如 果 o - 代数 oe CF 则 一 般 地 同样 也 补充 了 Р - 0 FRA UY, A 
Ж, 得 到 扩张 的 o 代数 wp = of UN (与 (3) 式 一 样 地 在 УФ 上 测度 的 扩张 ). 
很 容易 看 出 20Р) = ola, NV}. 值得 注意 的 是 , 如 果 取 从 о – 代数 多 Boo - 代数 
BOF 上 的 测度 P 的 压缩 Ply, 并 且 关 于 测度 Pl, x 完全 化 , 则 一 般 地 说 , 所 得 
到 的 с - 代数 要 在 AP 中 . 当 概 率 空间 (Q, 多 ,P) 是 固定 的 , 则 用 w 表示 vw), 





`6. 随机 过 程 论 


85， 在 各 式 各 样 随机 元 的 壳 近 问题 中 ,下面 的 结论 起 看 决定 性 的 作用 . 


引 理 5。 设 (М4) 是 可 测 空 间 , (S,p) 是 具有 距离 p 的 距离 空间 和 Borel с - 
代数 BS). Ж hn: M — S,hn Е GBS) 对 n= 1,2, ,并且 对 每 个 ze М 有 
halz) > A(x), 当 n 一 œ 时 有 p(hn(z),h(7)) 一 0. А: MOS KH 95) – 
可 测 映 射 


ШЕ. 对 任意 的 财 集 B є BS 


{2: һ„ (=) Е В (1/1 EG, 
这 里 BS!) = {xz eS: plz, В) < =}, p(x, В) = inf{p(z,y):y € В}. 因此 根据 推论 1 得 
要 的 绪论 . O 


引 理 6， 与 引 理 5 的 区 别 是 设 在 (MY) 上 给 定 测度 P 和 当 п 一 оо Е, 
hnl)  h(z) $F z € M,P - 几乎 所 有 的 (BP P(x є М :h(x) 5 Ах), п 一 
со) = 0). aA 是 9|.8 (5) - 可 测 映射 , REG AG 关于 测度 P 的 完全 化 . 


Е. 4 п со 时 ,对 ze Mo,hn(7) > h(x), KB Р(Мо) = 1. RA z% ESF 
定义 №» (2) = n(x) XF £ € Mo, hn(z) = zo 对 ze М\МупЕМ. ХЕ А, (х) 一 A(z) 
对 所 有 的 z Е М, 这 里 , 当 z e Мо 时 有 A(z) = A(z), М те M\Mo 时 有 A(z) = zo. 
TIA, hn € FIBS). 由 引 理 5 得 出 是 多多 (5S) -可 测 映射 . 现在 对 任意 的 В є AS) 
WHEN ER | 


х 

> 

& 

т 

5 

M 
iD: © 
П] iC eg 
{Ds 


Һ (В) = {Mo NA (ВУ МАМ) (B) є F, 
因为 МЄ, А-В) с Ж 
((M\M)NA В) с (M\Mo), 而 P(M\Mo) =0. С 
51 7. Ж (О,.2,Р) 是 完全 化 的 概率 空间 和 oa - 代数 好 CF. ИЖЕ 
Y(w) RH - 可 测 的 当 且 仅 当 可 以 找到 of - 可 测 随机 变量 Z(w) RABY = Z (P - 
几乎 处 处 ), Вр P(w EQ: V(w)AZ(w)) = 0. 
Е. Ус A|B(R). М “wR” 


2—1 
Yaw) = У kn2 "лу (одета (ktn (0), n EN, (4) 
k=—27 


这 里 , 和 通常 一 样 , 15(.) 是 集合 В 的 示 性 函数 ， 


人 nop (5) 
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(经 常用 符号 1в(2) RIVE 1{B}). 
BR, 当 оо, 对 所 有 的 w є О, У, (ш) 一 Y(w), FFA Yn Ея В), п EN. 
根据 o - 代数 zf 的 定义 有 


(о: ¥(w) Е (kn2-”, (k + 1)n2-"]} = А, ЈС, 


这 里 Ank EA, Cnk € V(k = —-2",---, 27 -1,n EN), RAS U g Án 这 时 
п=1 К=— 2" 
Ae 0, Р(А) = 1. 定义 
2" —1 
2һ(ш) = 14(0) У kn2 "1А, , (w), we, пЕ\№. 
k=—2” 
我 们 看 出 , 对 w 4 An EN 有 Zn Е ABR), 2, = 0 Я n> о НЧ ЕАН 
Zn(w) > Y (w). 根据 引 理 5 有 2 = 14Y € |). 除 此 之 外 , Z =Y (Р - 几乎 所 
有 ). 这 样 , 求 得 所 要 的 随机 变量 Z. | 
现 设 Ze ABR МУ = (Р- ЛУЖА) 假设 2, = Zne N. ï n> оо 
时 , 有 7, 一 Y (Р- 几乎 处 处 ), 根据 引 理 6 ЖЕНЕ Усе) O 


56. 可 测 映 射 可 以 将 测度 由 已 知 的 空间 导向 另 一 个 空间 . 

设 (Q, 多 ) 和 (5,98) 是 可 测 空间 , FHA (O,F) 上 给 定 某 个 概率 测度 P. ў 
X:9 35S FIA – WW. 

定义 2， 在 多 上 的 测度 称 作 随机 元 X 的 概率 分 布 或 分 布 , 用 Px 来 表示 , 如 
果 由 下 面 公式 给 出 

Px(B):=P(X7'(B)), BEZ. (6) 

如 果 特 别 需 要 强调 具体 的 测度 P 时 , 那么 X 的 分 布 用 PX-! 来 表示 , 同样 用 

Law(X) 或 Law(X|P) 来 表示 . 测度 Px 称 作 在 可 测 映 射 X 下 测度 P 的 像 . 


0 
X (ВЕЗ 





(Q, F, P) (S, H, Py) 
图 1 


不 难 发 现 , 研究 在 给 定 的 概率 空间 (0, F, P) 上 取 值 于 SH FIB- 可 测 随 机 元 
的 分 布 和 研究 在 (5,8) 上 测度 实质 上 是 一 样 的 . 事实 上 , 任何 一 个 随机 元 X 都 可 导 
出 测度 Рх. 相反 的 结论 是 显而易见 的 . 


引 理 8. Æ (5,2) 上 的 任意 概率 测度 Q 都 可 以 看 作 某 个 随机 元 Х 的 分 布 . 
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Alt, 只 需要 取 9 = 5, F = 多,P = Q 和 X(w) =w (SSR). O 
$7. 将 引进 对 今后 非常 重要 的 概念 一 随机 函数 和 与 其 相关 的 随机 过 程 的 概念 . 


定义 3， 在 某 个 可 测 空 间 (Q, F) Е, 对 每 个 te T Ae X(t), 则 随机 元 
WR X ={X(t),t € T} 被 称 作 随机 函数 . 


我 们 在 这 里 指出 重要 的 细节 ; 更 准确 地 规定 术语 及 相应 的 记号 . 

需要 解释 一 下 , 在 给 出 的 定义 中 , 所 有 的 随机 元 X(t), t e T 都 是 定义 在 同一 
可 测 空 间 (©, F) Е. 但 是 , 为 了 有 利于 研究 , 经 常 认为 随机 元 X(t), te T 的 值 域 可 
以 是 不 同 的 . 准确 地 说 , 给 定 一 个 可 测 空间 族 (5,, Zete Т. 这 时 , 引进 的 随机 元 族 
X = {X(t),t eT} 可 以 看 作 定 义 在 Tx 9 EN BR X = X(t w), 并 且 对 每 个 tc 全 
取 值 于 Sz, 同时 是 2 |2, 一 п (X(t, -} : Q 一 S+). 在 这 种 意义 下 ， 考虑 到 可 测 
TE (©, F) 和 (S Ziher, МХ Х = X(t,w) 目 然而 然 可 以 被 称 作 随机 函数 . 

对 每 一 个 te T 取 值 于 实数 的 随机 函数 最 简单 例子 是 


X(t,w) = (w) - f(t), 


这 里 是 在 某 个 概率 空间 (0, 多 ,P) 上 的 实 随机 变量 , 而 确定 性 函数 у: TOR 在 
下 一 章 中 , 我 们 将 看 到 由 这 种 类 型 随机 函数 组 成 级 数 , 可 以 利用 来 朱 述 Brown 运动 . 


定义 4， 对 固定 的 w, BM Xw) 或 ХЕ Т, 称 作 轨道 ,实现 或 样本 


在 随机 函数 的 符号 中 , 一 般 来 说 要 省 略 自 变量 v, 简写 为 X(t) 或 X. 两 种 简写 
的 利用 要 根据 具体 情况 而 定 . Ш ТС Е = (оо, оо), 则 参数 te T 可 以 解释 为 时 
间 , 而 随机 函数 称 作 随机 过 程 . 当 集 合 了 为 直线 , FHR, 线段 , 区 间或 半 区 间 , 则 说 
是 连续 时 间 的 随机 过 程 , 4 TC Z=f---,-1,0,1,---}, 则 说 是 离散 时 间 随 机 过 程 
或 随机 序列 . 如 果 人 CRad>1 则 X 称 作 随 机 场 . 

当 随 机 过 程 ( 场 ) Х = {X,t e Т) 仅仅 研究 是 在 有 限 或 可 数 的 子 集 I’ CTH, 
经 和 采取 将 过 程 离散 化 . PION X = Mot > 0} 研究 的 是 步 长 为 A > 0 的 过 程 ， 
В У = {Xna n =0)1 }. 

这 里 值得 一 提 的 是 , 研究 定义 在 集 Т с ке d> 1 上 随机 场 时 , 一 般 来 说 , 不 能 
利用 重 排 参 数 化 的 方法 转化 为 研究 随机 过 程 (EET, SRE T БЕ БНР Е 
立 起 一 一 对 应 ). 问题 在 于 , 在 描述 相关 的 随机 变量 类 {Xi,t e U} 和 {Xi,t eV} 的 
一 系列 问题 中 , 集合 U, V CT 的 几何 位 置 起 着 实质 性 的 作用 . 

为 了 用 随机 过 程 的 术语 表示 任意 的 随机 函数 (MEK T с В). 一 般 地 说 , 随 
机 函数 的 分 类 是 基于 参数 集 T 的 构造 或 空间 (Si, Ziher 的 形式 , 并 且 在 它们 的 乘 
积 空 间 中 有 着 这 些 函 数 的 轨道 , 但 不 是 充满 所 有 地 方 的 . 事情 是 这 样 的 , 在 描述 这 些 
或 那些 现象 时 , 首先 对 过 程 (被 研究 的 ) 的 性 质 可 能 提出 一 些 特 殊 的 要 求 (一 般 来 说 
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会 有 交叉 ) 常见 的 随机 函数 类 的 例子 , 像 独 立 增 量 过 程 , Gauss 过 程 , RSF, 将 在 以 
下 几 章 中 研究 


68. ME, 假设 给 定 某 个 概率 空间 (0, F,P), 为 引入 一 系列 随机 过 程 的 例子 , 我 
们 回顾 一 下 事件 (或 随机 元 ) о - 代数 独立 的 概念. 


定义 5， 集 合 类 (包含 9, 特别 的 是 с -代数 ) A, oy, --- Aa CF (n > 2) 称 作 
独立 的 (ВЖЕ) 如 果 对 任意 的 Ap E A k=1,--- nA 


P(4 ++ An) = P(A1) ---Р(А»). (7) 


无 穷 多 集合 类 的 族 A с (Qe о), ЄТ 称 作 独立 的 , 如 果 对 所 有 的 ”> 2 和 任意 
彼此 互 不 相同 的 点 t,t2,… ,tn ET, BX Aa, Aiar r GH, (7) HX. 


B| 9. GR M, Mo, -Man C “п > 2) i r А. 这 时 
о}, ОД} 是 独立 的 о 一 代数 .如 果 是 独立 的 .o 一 代数 , 则 它们 0 事件 
的 扩张 集合 类 .NH 是 独立 的 . 


Е. RD 是 多 中 的 子 集 类 , 使 得 对 任意 的 A с 9 和 所 有 的 Ak Є.А, Е = 
2 .… п, 满足 (7) 式 . BRD 是 入 - 系 , 并 且 MACH. 根据 定理 1 得 到 zf. с 
D. 类 似 地 研究 子 集 类 2, 它 是 由 事件 А, 使 得 对 所 有 的 Al Е o{ M1} 和 Ak E€ Mk, 
其 中 大 = 3,.… ,n, 满足 (7) 式 所 组 成 . 同样 道理 , 导致 引 理 的 第 一 个 结论 . 

第 二 个 结论 是 显然 的 . 这 是 因为 o - 代数 g 中 的 任意 事件 А, 是 在 增添 子 集 类 
N Bo -代数 9 的 扩张 中 , ЈЕ А = Ср, Е Сее рє... 2 


在 给 定 的 某 个 概率 空间 (0, 多 ,P) E, 对 每 个 te T 取 值 于 某 个 可 测 空 间 (S+, A) 
的 随机 变量 族 {Xi,t e T} (ВЖЕ) 独立 , 这 就 是 说 由 它们 所 产生 的 с - 代数 组 
о{Х,} = X (Bi) t eT 是 独立 的 . 

这 样 ， 随机 变量 X,t e T (ET 至 少 包含 两 个 点 ) 是 独立 的 当 且 仅 当 对 所 有 
n> 2, 任意 不 重复 的 二 ,to,… ,tn E T 和 任意 集 Bk E€ Besk = 1,.-- n A 


Tt 
Р(Х, Е Bi, = ЦР (Xa. Е By). (8) 


与 随机 元 独立 概念 相关 的 , 是 下 面 很 有 意思 的 结果 . 


定理 2 ( 洛 姆 尼斯 基 (Lomnicki) 一 乌拉 姆 (Ulam), [161])， 设 (Si, ет 
是 任意 可 测 空 间 族 ， 且 设 对 任意 t ET 在 (S2) 上 给 出 了 测度 Qt， 这 时 ， 存 在 
概率 空间 (Q, 多,P) 和 独立 随机 元 族 Xi: 0 一 5, ХЕ F| Bi 使 得 对 每 个 te 了 在 
B, 上 有 Рх, =Q 
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换 句 话说 , 通常 可 以 构造 具有 任意 预先 给 定 分 布 的 独立 的 随机 元 族 . 值得 注意 
的 是 , 以 (S, 2) 作为 对 所 有 的 te 工 的 空间 (Si, 2) АТ. 有 时 , 在 实际 的 研 
究 会 带 来 更 方便 (参见 例 6). 

下 面 在 812 中 这 个 定理 结果 的 注释 与 Kolmogorov 定理 (定理 4) 的 联系 , 可 参 
见习 题 1. 


89. 以 后 , 我 们 不 只 一 次 看 到 , 着 眼 于 独立 随机 元 序列 , 可 以 成 功 地 构造 出 许多 
重要 的 过 程 . 现在 就 给 出 一 系列 这 样 的 例子 . 值得 注意 的 是 , 只 要 基本 资料 足够 充分 
就 可 构造 实 独 立 随机 变量 序列 , 如 习题 2 和 3 所 示 的 . 


例 1， 设 &0,&1,.… 是 在 某 个 概率 空间 (0, 多 ,P) Е, 取 值 于 空间 Rm(m > 1) 的 
独立 随机 向 量 . 随机 过 程 (具有 离散 时 间 


Sn = у ё, пе Zi = 40,1,--- }, (9) 
j=0 
称 作 随机 游 动 . 
如 条 想象 单个 粒子 在 0 时 刻 处 在 50, 并 且 在 每 一 时 刻 (离散 的 ) п є М 都 有 位 移 
Е En ЛИН (п, S,) 将 给 出 这 个 粒子 在 时 间 和 空间 的 坐标 . 


例 2， 设 iri 是 独立 同 分 布 、 非 退化 、 非 负 随 机 变量 序列 ， 称 作 更 新 过 
程 , ШЖ 


Xo(w) = 0, Xi(w) = sup | У (ш) < | , #>0. (10) 
IRN 

一 般 总 假设 , 若是 在 空 集 上 取 和 , 则 认为 是 0, 因此 , 如 果 (о) > t, A Xw) = 0. 一 

般 来 说 , 这 样 的 随机 变量 X,(w) BUAZE В = В( оо), 这 时 e- 代数 AR) 是 由 集 B 

MSE В| {оо} 组 成 , 其 中 Be A(R). 

下 面 来 解释 一 下 “更 新 过 程 ” 的 名 称 直观 含义 . 假设 从 如 = 0 开始 , 在 时 刻 用 来 
分 割 区 间 , 其 长 度 为 €;, 这 时 某 个 单元 稳定 性 发 生 失 常 (例如 , 电子 器 件 烧 毁 ), 稳定 
性 损坏 , 并 且 上 姐 间 损坏 的 单元 被 同样 新 的 替换 . 这 时 是 在 区 间 (0, ERR (“58 
新 ”) 数量 X WE X = {Xant E R} = [0, ю)} 的 轨道 在 图 2 给 出 . 


例 3. (Q, F, P) 是 某 个 概率 空间 , {65,7 EN} {n3 Є М}, 两 个 非 负 随机 变量 序 
Я], Н. {£n} є М} 轧 体 上 独立 和 -Law(cj) = Гам(&1), гам (п;) = Law(m),7 Е №. 
对 给 定 的 正常 数 yo, с, 定义 过 程 
Хи) 


Үш) =y +c- У lw), #20, (11) 
j=l 


这 里 Xi(w) 是 根据 (10) 式 给 出 的 . FE Cramer - Luenberger 保险 模型 中 用 到 形式 
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X,(@) 


0 一 一 一 一 人 
E(w) 20) (w) 


图 2 


(11) 类 型 的 过 程 (参见 , 例如 [86; p.99]), 这 里 yo 是 公司 初始 资本 , с 是 保险 费 增加 
速率 , п, 是 在 随机 时 刻 т; = Э) Е, G EN) 支付 数量 , 而 У; 直观 上 体现 公司 在 时 刻 t 
的 资本 . 


例 4， 设 三 ,£2,... 是 概率 空间 (Q, F, P) Е, REF R™(m > 1) 独立 同 分 布 随 
机 向 量 . 引入 经 验 测 度 


n(B,w) = DEC )， BEAR”), neN. (12) 


利用 定义 3, 很 容易 看 出 对 每 个 mn є №, 公式 (12) 给 出 一 个 以 Borel 集 BAB 
标的 过 程 , 即 这 里 T = A(R”). 

可 以 从 某 个 类 e PRERA f 来 代替 (12) 式 中 的 集 示 性 函数 1p. 这 时 , 函数 
应 具有 一 定 可 测 性 , 给 出 了 一 个 以 函数 族 为 指标 的 过 程 . 


例 5. te {G7 € 29} FEB (ET В” 独立 同 分 布 随机 回 量 所 形成 的 随机 场 . 
$ u ft A(R), а>1 Eo- 有 限 测度 ”. 定义 部 分 和 过 程 


Sn(B,w) = У Go)pnBNG), BeB(0,1), пем, (13) 
jEZ4 
这 里 Cj = (3 – 1,3] = (J1 — 1, j1] x -+ x Ga — 1, jal 是 以 уе 70 为 上 顶点 的 单位 也 
方 体 , nB = {x = ny : y € В}. 换 句 话说 , 这 里 与 (9) 式 的 区 别 在 于 取 和 的 加 权 形 式 
不 同 . 


Я 6. BAMA = 0) 是 在 某 个 可 测 空 间 (5, 9) 上 的 有 限 测 度 . te Y, X1, X2, 
是 概率 空间 (О.Р) 上 独立 随机 元 , HY 是 具有 参数 №5) 实 Poisson 随机 变量 ， 
而 Xi X2,:… 是 多 | 多 -可 测 独立 同 分 布 随机 变量 , 且 当 Be AW, A Px (B) = 


”在 (56,9) E, p Æ o- 有 限 测度 , MRE S= Ü Sn 这 里 5, € Bun) < оо, 对 任意 的 


n eN. 
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\(B)/A(S), 由 定理 2 可 知 , 这 样 构造 是 可 能 的 (值得 注意 的 是 , 这 里 涉及 Y AX, 是 
取 值 于 不 同 的 空间 ). 在 вхо Е, 引入 函数 2(B,0), 设 


Y (w) 


Z(B,w) = 2. 15(X;(w)) (14) 


(4 Y(w) =0 时 , Z(B,w) = 0). 公式 (14) 定义 了 被 称 作 具有 强度 测度 (或 导入 测度 ) 
和 的 Poisson 随机 测度 . 当 入 是 o -有 限 测度 时 , 将 在 本 书 的 附录 中 讨论 . 


510. 现在 我 们 研究 以 前 给 出 的 , 而 且 经 党 所 遇 到 的 随机 函数 的 定义 . 将 随机 函 
ХХ = {Xt w) t Ee T 一 方面 想象 为 一 族 随 机 元 X(t,.),t ЕТ, 另 一 方面 更 方便 地 
想象 为 在 (0, 多) 上 一 个 随机 元 , 取 值 于 由 T 上 函数 所 构成 的 可 测 空 间 中 . 

这 种 思想 是 很 简单 的 . 每 一 个 we О 都 对 应 一 条 轨迹 XO о), 即 根据 


X(w) := X(-,w) (15) 


引入 映射 X. 

既然 我 们 随时 都 要 与 对 象 的 可 测 性 打交道 , 那么 就 应 该 仔细 分 析 由 映射 (15) 所 
带 来 的 可 训 性 问题 . 

为 此 , ЭТЕ Л. (Descartes) ЯЯ Sr = L St ( 当 对 所 有 ЕТ, 5, =5 Ё, BA 
XS. 或 57 来 表示 ), 它 是 由 对 t ЕТ, y(t) € Se 在 工 上 那样 的 函数 y = y(t) 所 组 成 
每 一 个 随机 过 程 X = {X(t),t eT} 的 轨道 是 空间 Sp 上 的 元 素 . 

我 们 将 解释 对 每 一 个 集合 В с Sr 的 类 М, 都 有 {w : X(w) є Bh ЕЯ. 这 时 ， 
结论 1 保证 X 是 Fly- 可 测 的 . 

引入 基本 柱 集 全 体 作为 集合 类 M, 即 如 下 形式 的 集合 


Cr(t, By) = {y € Sr: y(t) € Bi}, 


这 里 对 t eT, В, є Bi (Mt 和 В, 是 变 体 ). 形象 化 地 说 , BAER t wt KT В, 
的 那些 函数 у є Sr 所 组 成 (参见 图 3). 
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值得 注意 的 是 , AMET t eT, Xt, ) ЕЯ, FRA 
fw : X(w) Е Cr(t, В,)} = {w: ХуеВ} є Я. 
引入 下 面 的 定义 . 


定义 6. 在 空间 Sr F, 由 基本 柱 集 类 M 所 产生 的 o - 代数 Br REEE o- 
| 对 Br 也 用 Q Bi 来 表示 , 称 作 о - 代数 Bet e T NAR о - КЖ. 如 果 对 
Rete TS, <S Al 2, = 多 , 则 也 可 用 符号 ZT 代替 Br. 

根据 结论 1, 由 (15) 式 所 给 出 的 映射 X 是 F Zr - 可 测 的 . 

令 人 兴奋 的 是 , 相反 的 结论 也 成 立 . 为 此 , 定义 坐标 映射 mri: бт Se В 


nry =y(t), MH teT, yeSr. (16) 


很 容易 看 出 , 对 任意 的 teT, A nT Е Br| B, 这 是 因为 任意 集合 В, c2 的 
原 像 都 是 空间 Sr 中 的 基本 柱 集 . 根据 注 1, 可 以 说 , с - 代数 Gr 是 由 一 族 坐 标 映 
HH nra t ET Pi jE 60, Вр 


Br = опти, : ЄТ}, XE пгт, BA = {ap Be: Bt є Be}. (17) 


显然 , WERN te T Awe X(t,w) = тт. Xw). 复合 的 可 测 上 映射 给 出 了 
一 个 可 测 上 映射 (相对 于 所 对 应 的 о - 代数 ). 于 是 有 下 面 的 定理 . 


定理 3， 随机 函数 = {X 人 ,teT] 的 等 价 定义 是 映射 (15) 式 是 9-Я 
测 的 . #6355, RX ={X(t),teT} A FB - 可 测 随 机 元 X(t),teT, 当 且 
仅 当 映射 (15) RH F|Br — TRA. 


值得 注意 的 是 , 在 这 个 定理 中 , 没有 涉及 可 测 空间 (Q, F) 上 任何 概率 测度 P. 

显然 , Br 可 以 是 由 基本 柱 集 的 所 有 有 限 交 所 组 成 并 -=- 系 所 生成 的 . 

由 定理 3 得 到 , 每 个 随机 函数 X(t,w) 可 看 作为 随机 元 X, 它 都 诱导 出 在 (Sr, 
Br) 上 的 概率 分 布 Рх. 这 样 , 对 属于 o - 代数 Sr 的 集合 В, 可 以 说 概率 Pw 
X(-,w) є В). 


511. М (Se, Bler 是 可 测 空间 族 ， 对 每 个 n e N 和 任意 彼此 不 重复 的 点 
tntz ,tn ET 了 ,引入 由 形 如 В, x Bis x … Xx В,,, 这 里 В, E€ 3,,к = 1,:-:,п Ё 
“矩形 ”所 产生 空间 5,,.. в, = St Xx … Xx Se, 上 的 最 小 c - 代数 , 记 作 Be, tn 

BX = {X(t),t eT} 是 概率 空间 (9, 多 ,P) 上 与 可 测 空 间 族 (51, Ziher 相应 
的 随机 函数 . 对 所 有 的 neN Al tita ЕТ, ВЛАЕ = = (X(t1),::… ,X(t;)) 是 
2 |, ... а, -可 测 的 映射 , 这 是 因为 根据 推论 1, 有 


ETH Ba x +++ x Ben) = ( {X (te) € Bi} є F. 


k=1 
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ENT. MneNA t,t, ET, © @,.., Е На (X(t1),…， 
X(tn)) 的 分 布 所 生成 的 测度 Pt 称 作 随机 函数 X = {X(t),t € T} HA RH 
分 布 . | 

这 样 , Ж] “В C= В, x .… x В, A 


Pa, (С) =P (a {X (tx) € в. | (18) 


由 (18) 式 立 刻 可 以 得 出 , 对 每 个 n > 2, НМ th CT OW Вь Е Bulk = 
Len) Ж (1,… ,n) 的 任意 置换 (i, tr) 都 满足 下 面 的 对 称 性 和 相 容 性 条 件 : 

1° Р... „(В X +++ x Bin) = Pay, ts, (Be, x +++ X Bun) 

2° Pa... (Вых °° X Bina X Sen) = Poy, (Вы x +++ X Вы). 

事实 上 , 因为 (18) 式 右 边 不 依赖 于 事件 的 交 是 什么 样 的 次 序 , 从 而 1° 成 立 , 而 
2° 成 立 是 因为 {X (tn) € Sn} = 0 

不 难 发 现 , 条 件 1° 和 2° 等 价 于 条 件 1° 和 3°, 这 里 条 件 3° fete, 如 果 对 
Pho tn (Вы х---х Вь,) PER m=1,--- no RB, = Stn, 于 是 导致 在 其 中 如 和 
В+, 同时 “消失 ”: 

3° Pe to ta (Вы X ЖЗ, х.х Bin) = Pay tm ntmei (Вы ХХ 
Bimi X Вых... X Bin): 


2. 测度 Py,.... 4, 的 指标 (1,… tr), МШК НЫ, 5. WR 
不 是 这 样 , 我 们 就 可 以 简化 为 较 “ 短 ”的 向量 , 它们 是 由 彼此 不 同 的 点 t ЕТ 所 组 
成 , 例如 | 


Р. .(В' х В”) = Р(Х; Є В' X; Є В") 一 Р(Х; Є BB") 
= РКВ’О В”). 


$12. 定理 2 (Lomnicki ~ Ulam) ЗЕ BIRI E РР 20 [8] (Si, Zieht ET 上 定义 的 
任意 一 个 测度 族 Qi,t eT 通常 都 可 以 构造 (唯一 的 ) 概率 空间 (Q, F, P) 和 独立 ( 依 
测度 P) 随机 元 族 Х, = Xi(w),tET 使 得 Рх, 一 Qi， BU Law(X;|P) = Qi. 

这 里 特别 要 指出 的 是 下 面 两 件 事 . 一 方面 , 在 这 定理 中 对 空间 (5,, 2,), ЕТ Ў 
有 要 求 任何 拓扑 性 质 . 仅仅 假设 是 可 测 空 间 ， 田 一 方面 , 这 个 定理 没有 给 出 是 否 能 
构造 出 概率 空间 和 它 上 面 的 随机 元 族 Xi,t Т 使 得 随机 元 Xi,,… ,Xi 的 联合 分 
布 与 预先 给 定 的 概率 分 布 Qi... t。 相 重合 . 定理 Lomnicki - Ulam 仅仅 确定 对 测度 
Ог, ... в, 是 一 维 ” 分 布 Qt Qe МЕ (n > 1 Al ti,--- ,tn 是 集合 T 中 彼此 
ЖЕН) 才能 构造 . 

与 此 相关 的 是 著名 的 Kolmogorov 定理 (1933 年 在 他 的 德 文 版 小 册子 “概率 论 
的 基本 概念 ”中 首次 发 表 ; 参见 俄 文 版 34), 为 了 详细 叙述 该 定理 , 我 们 需要 下 面 的 
定义 . 
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定义 8， 可 测 空 间 (5, A) 和 (V, A) 称 作 同 构 的 ( 记 作 (5, 2) ~ (М, 9)), WR 
存在 一 一 映射 h :5 一 V, 使 得 he Bao Ме. 如 果 V 0,1) 区 间 上 的 
Borel FR, 和 27 Æ V 的 Borel TEFEK о – 代数 (В м = УГ A((0,1])), WS 
其 同 构 的 可 测 空 间 (5, 28) 称 作 Borel 空间 . 


注意 , 拓扑 空间 (S, 2) 称 作 波 利 希 (Polish) 空间 , 如 果 存 在 距离 将 S 转化 为 完 
备 可 分 距离 空间 . 例如 有 具有 网 氏 距 离 的 空间 В” 是 Polish 空间 . 众所周知 (参见 , 例 
如 [41; Ав 1|), Polish 23 fal 4-Е Borel TE, 并 且 和 由 目 己 的 Borel 子 集 所 生成 的 
с - 代数 是 一 个 Borel 22 [8]. 


定理 4 (Kolmogorov)， 设 (Se, Ziher Æ Borel 空间 族 . 并 设 在 空间 
(St. tes Zn) E, 这 里 n CN Foe HHH A ti, to,--- ,tn ЕТ, 其 上 给 定 
满足 对 称 性 和 相 容 性 条 件 1° 和 2° 的 测度 Py, (参见 811)， 这 时 存在 概率 空 
М (Q, F, P) 和 其 上 随机 函数 X = {X(t),t eT} 148 X 的 有 限 维 分 布 正 是 测度 
Pe ... в. 


ИЕ. 这 个 定理 和 与 它 等 价 形式 的 证 明 在 附录 1 Paw. O 


Kolmogorov 定理 的 最 初 形式 是 基于 实 随机 变量 的 相 容 的 有 限 维 联合 分 布 函 数 
系 来 构造 实 随 机 变量 族 Xt eT (任意 集 了 的 点 作为 指标 ). Kolmogorov 给 出 的 证 
明 包 括 了 (经 适当 变形 ) 前 面 我 们 所 述 的 更 一 般 的 结果 . 与 此 相关 , 应 该 说 的 是 , 如 
Е T = N 时 , Kolmogorov 定理 就 变 成 了 丹尼尔 (Daniell) 定理 (参见 [112]). 因此 当 
T 是 任意 集 和 任意 Borel 空间 族 (Si, A ter Ё, 定理 也 称 作 Daniell - Kolmogorov 
定理 . | 

$3. RER TCR 上 定义 随机 函数 六 = {X(t),t ET} 这 时 根据 条 件 1° 可 
以 对 ti <... < 的 有 限 维 分 部 进行 研究 . 男 一 方面 假设 在 空间 (Sa tas Ber ty) 
上 给 定 测度 Paen ЖЕ <. < tate ЕТСЕ, = 1,… ,n,n €N. WRX 
些 测度 满足 条 件 3°, 则 根据 Kolmogorov 定理 可 以 找到 随机 函数 X = {X(t),t € TH, 
使 得 对 任意 的 指标 网 量 (ti t2, tn), ti < t2 < < tn, 它 的 有 限 维 分 布 与 测度 
Рив... ta AAR. 


613. 我 们 还 要 给 出 今后 用 到 的 另 一 种 关于 测度 P,, ... +， 的 对 称 性 和 相 容 性 条 
件 形式 . 
| 对 Te 之 2, t1, stn Є Т 和 指标 (UL ,7) 的 一 种 置换 (ig, in), 定义 映射 
Wn : T” > Tr 和 Bn, :St XX St, > 5, XX Se, М 
Vn(t1, ,tn) = (ta, sin)» Pn (TX1,* , Tn) = (Ti ‚Ту, }. (19) 
引入 映射 6,:7% > T°! Al On :Se XxX: XS 5 x K Si, 


Ontiy stn) = (6, 1),  On(z1, п) = (21, ,Zn—1)- (20) 
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同样 字母 的 大 小 号, SRE RRS EAT ASE. 指标 п 在 (19) AA (20) 
式 中 经 常 是 不 写 出 , 也 不 指出 它们 依赖 的 点 в, Ж x1,:… ,zn. 


引 理 10. 对 每 个 n>2 和 所 有 的 了 = (t+ ,tn), RE ti ,tn RAT Pik 
此 不 同 的 点 . 测度 Pr = Pi... 的 对 称 性 和 相 容 性 条 件 1° 和 2° (或 1 和 3°) 等 价 
тта 

(A) Pyr =P, 0-1 和 (В) Per = РӨ. 


ШЕ. BERET IE] Oti, tn Ен “7” Вы х---х Bin 所 组 成 的 一 RR, 这 
E titate ,tn E T(n € N), 然后 利用 引 理 2 证 明 . С 


$14. 在 构造 具有 实 值 的 随机 过 程 中 , 经 常 更 方便 地 利用 在 欧 氏 空间 В (具有 
Borel с - 代数 AR”) 上 测度 与 它 的 特征 函数 之 间 的 一 一 对 应 . 


定义 9， 在 (R", A(R")) Е, 被 称 作 测度 Q 的 特征 函数 , WOR 


pa = J _exp{i(A,2)}Q(d2), AER", | (21) 


这 里 (Л, х) = > Аьр, 12 = —1. | 
| k=1 
众所周知 ，( 参 见 , 例如 ，[85; 第 II 章 ， 33]) 分 布 函数 F(x) = Q(( 一 00, 2X]) 这 里 
(—00, 2] = (—00, 21] х: X (оо, Tn], £ = (£1, ,Xn) Е В". TEME TE (В”, 
BR”) 上 的 测度 О. 如果 在 点 Е, 分 布 函数 F = F(x) 是 连续 的 , 则 它 的 值 是 由 
Р(в) = 27)" а dy Фер) – ооо, (22) 


GT 一 0 十 (一 


这 里 Ај? = (А, А), аА Ж dy 表示 对 勒 贝 格 (Lebesgue) 测度 的 积分 (参见 , [85; 第 I 
章 , 812, 定理 3])， 若 知道 函数 F = F(x) 在 它 的 连续 点 上 的 值 , 则 完全 确定 了 该 
函数 F， 这 就 是 说 , 特征 函数 完全 确定 了 在 A(R") 上 的 测度 Q. ЕЖ, WR фо Є 
L1(R", A(R”), ал), WE (22) AFT UE o = 0 而 不 是 取 с 的 极限 . 

回顾 Lebesgue 积分 的 变量 替换 公式 . 设 (5,9), (М, м) PAWS, g : SV 
是 В -TIIA ASV В", В Е 98 (В”). 这 时 , 根据 假设 , 下 面积 分 存在 


| nlg(z)Q(dz) = | м) (99—700) (23) 
S V 


这 里 , 向 量 函 数 的 积分 是 按 坐 标 取 的 , 而 测度 Q 是 定义 在 (5,2) E. (23) 式 中 的 两 

个 积分 同时 存在 与 不 存在 , 而 如 果 存 在 , 则 同时 它们 相等 (参见 , [85; 第 工 章 , 86]). 
设 在 可 测 空间 (S, 4) 上 给 定 o- 有 限 测度 и Av. 测度 р 称 作 相对 于 测度 v 

绝对 连续 (OE ри), 如 果 由 于 v(4) = 0 导致 (A) = 0. 根据 拉 东 (Radon) – 
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РАН (Nikodym) 定理 (参见 , 例如 , [35; p.405). и < v 当 且 仅 当 存在 函数 
f ELS, №, ,) 称 作 测 度 u 相对 于 测度 v 的 密度 , 用 du/dv 来 表示 , 使 得 


L(A) - | f(a)vidx), AEE. (24) 
A 
众所周知 , 当 и <v 时 , 对 函数 :5 一 В", ле AAR") 下 面 公 式 成 立 
| меда») = | n(x) леди) (25) 
S S 


这 里 两 边 积 分 是 同时 存在 的 (此 时 它们 彼此 相等 ). 
定义 10， 设 (Q, F, P) 是 概率 空间 随机 向 量 Y : Q RY € ZF|B(R")) 的 
特征 函数 是 | 
ру (Л) = Еехр{1(Л,У)}, ЛЕВ”, (26) 
这 里 E 是 关于 测度 P 取 数 学 期 望 
由 公式 (21) 和 (23) 看 出 


or) = | ел уе) 
- 人 _ exp{i(\, 2)}PY (йз) = ppy (A), (27) 
即 向 量 У 的 特征 函数 与 它 的 概率 分 布 的 特征 函数 相同 


$15. 设 在 空间 (К, @(R”)) 中 测度 族 P;,7 = (tie tr) 其 中 t,t, BH 
如 果 测 度 P, 是 随机 过 程 X = {X(t),t e T} 的 有 限 维 分 布 , 这 时 pr 有 如 下 的 
形式 


= 0) 2 * (te) tr ets a = (A1; ,An) Е R”. (28) 


Fy JEG Ay DARE iE РА AEE т 和 А 的 坐标 同时 进行 置换 时 不 变 , 并 且 特 征 函 数 o, 将 
在 同 量 7 中 “消失 ”的 坐标 用 0 代替 Л,,... ,和 中 相对 应 的 变量 , 可 以 得 到 “ 较 短 ” 
HEr 及 其 特征 函数 pr. 

可 以 证 明 , 这 些 简单 的 条 件 完全 等 价 于 测度 的 对 称 性 和 相 容 性 条 件 1° 和 2° ( 参 
М,; 811). 


定理 5。 在 空间 (К", 8(В")),>, PRA PLT = (t1,… ,tn) ЕТ" 的 对 称 性 和 
相 容 性 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 入 Ee Rr ET? fon >2 同时 满足 下 面 两 个 条 
ФЕ: (а) Pyr( ФА) = pr(A) 和 (b) per(GA) = р. (OA, 0), 这 里 映射 у, 0,0 和 日 是 
在 813 中 定义 的 (А 3 = Rt € Т), 而 对 入 = (1 An-1,An) Е R”,(OA,0) = 
(Ау, --- ,An—1,0). 
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Ш. 由 于 空间 (6°, A(R”)) 上 的 测度 与 其 特征 函数 是 一 一 对 应 的 , 所 以 引 理 10 
条 件 (A) 和 (В) 等 价 


pyr (A) = Yp,y-1 (А), AER", (29) 
‘рез (Л) = Фр,ө-:(и), иЄ"! (30) 


对 n > 2 (注意 or = yr.) 根据 引 理 8 可 以 找到 取 值 于 К" 的 随机 同 量 y 使 得 
Р, = Ру,. 因为 Py, ¥-1(B) = P(Y, € -1(B)) = P(WY, є В), RN P, 9-1 是 向 量 
WY, 的 分 布 . 于 是 


YP рү, (A) — E exp{i( РУ, Ау} 一 E exp{12(Y7 ， D*A} = фу ( ИТЛ), (31) 


这 里 我 们 将 р SEER NIECE AIK SI (这 时 р" = 9-1, р REE У 
的 转 置 ). 根据 (31) 式 条 件 (29) 具有 形式 py, (А) = (1A), А є А", 从 而 等 价 条 


феу’ (и) = Eexp{i(@Y,, и} = Eexp{i(Y,, (и,0))} = фу, ((u,0)), ие R°}. (32) 
这 样 , (30) 式 等 价 条 件 (b). С 


А. ЖХ = {(Xi(t),---,Xm(t)),t Т} 是 取 值 于 Rm 的 随机 (向 量 ) 过 程 ， 
对 任意 的 ne NF ttn ЕТ, 研究 向 量 4..1, = (ХК), ,Xm(t1),…， 
Xi(tn),… ,Xm(tn)), 在 BAIR”) ERAI Pae, MEERA Ф, .… (А), 这 里 
А = (Ayer An) Ау = (AM, ALM) ER™ FHL 对 向 量 的 情况 (对 在 空间 
(了 mn BR”) 上 给 定 的 测度 P,) 定理 5 也 是 成 立 的 . 在 这 种 (向 量 ) 情况 , 在 条 件 
(a) 中 坐标 到 ,tn 和 ЛЬ, An 同时 进行 置换 时 不 变 , 在 条 件 (b) 中 将 在 同 量 和 
“消失 ”的 坐标 A, 在 R” 中 用 0 НЕА. 


$16. 更 详细 地 研究 с - 代数 Sr 的 构造 . 我 们 还 需要 一 些 新 的 概念 ， 对 子 集 
UCT (一 般 来 说 , с 不 假设 是 严格 包含 ) 类似 于 空间 Sp 和 o- 代数 Br, 定义 空间 
Sy 和 o -代数 By. 不 难 发 现 , HARR U = ft, ,to 一 代数 By 从 某 种 意义 
上 与 在 511 引入 的 o -RA Ba. e 很 相近 . 区 别 在 于 , 当 运 用 的 是 函数 (而 不 是 加 
量 ), U 中 点 是 以 什么 样 的 次 序 计数 是 不 重要 的 . WE V CUCT 则 定义 映射 (“ 投 
%”) пуу: Su > Sv 根据 公式 


Tuvy=ylv, YE dv. (33) 


这 里 yy 是 在 集合 U LAA y 压缩 到 集合 了 上 (参见 图 4). 当 V 是 由 一 个 点 +t 所 
组 成 , 则 代替 rr oy 写成 像 在 (16) 式 中 的 ory, 由 推论 1 可 以 得 到 


тууу С 2, MVCUCT, (34) 
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В] лоу є ву (Sv 中 基本 柱 集 的 原 像 是 Sy 中 的 基本 柱 集 ), 对 VCU CT 有 
ty = ny, nru. 因此 
тту(Ву) = ty (1g, y (Bv)), (35) 
HEBRE UCT E o- 代数 By 中 都 存在 自然 嵌入 的 с - 代数 Br. 为 此 
定义 Bry = try Bu, U CT. 不 难看 出 , 这 个 集合 系 多 ro 是 包含 在 Sr P, 作为 
在 可 测 映射 下 o — 代数 的 原 像 的 o — 代数 (参见 (34)). 
在 с -RA B 和 Bru 的 集合 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 : 


Br > By => By = By х || 94 Є Bry, (36) 
tET\U 


并 且 By ГВ; = с < By NB; 一 Ø 
除 此 之 外 , 对 V CU CT, 根据 (35) 和 (34) =, 
Эту = ттуу = try (ty yBv) C пт Bu = Bry. (37) 
记 
Cr = | Bry, 
ЈЄЕ(Т) 
这 里 F(T) ERT PARRE (BIC € Br IJe Е(Т): Се Bry). 
考虑 到 (37) A, 看 出 Cr 是 由 所 有 的 柱 集 C = np Bs, 这 里 柱 集 的 基 By є 
23,7 є F(T) ( 目 然 , С 同样 可 以 写成 C= Bjx П 5, 的 形式 ) 所 组 成 的 (“ 柱 集 ”) 
tET\J 
代数 . 
为 了 解释 清 为 什么 在 这 里 称 作 “ 柱 ” 的 含义 , 取 空 间 R? P, zs = 0 时 平面 中 的 
集合 BAMA CHAR “He” LAR. 这 样 , 得 到 集合 


B x R= {x = (21,292, 23) Є КЗ: (21,29) € В, хз Є В}, 


显然 , 这 束 是 在 一 般 几 何 意义 下 的 柱 . 
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517. 众所周知 , 可 以 是 由 不 同 的 集合 类 产生 同一 个 o- 代数 . 应 用 到 с — 代 
数 Br Е, 有 以 下 的 定理 . : 


定理 6. GT RAD RH NT) 是 所 有 了 的 可 数 子 集 的 全 体 . 这 时 , ро – 
Ж Br FAH RR RE: | 
Br = a{Gr}\ ЯР т = | ту, | | (38) 
UEN(T) | | Я 
Ш. 既然 , 对 每 个 FT СТ, Bru C Br, N Erc Br Я ol C7} © Br. 另 一 方面 
wr Be = Bry © Cr, 因此 根据 (17) R Br C ofr}. (38) 式 中 第 一 个 关系 式 成 立 . 


ШЕ g= U Bru 是 o -代数 . 设 An Ем, ЖА Un Е МТ) (neN) 
UEN(T) | 
有 A, є Bru, 根据 (37) 式 得 到 Gru, C Bry, ZE U= U U, Е N(T). 因此 
' n=l 


U An € Bru CA. 显然 ,集合 系 of 是 满足 о - 代数 的 其 他 性 质 . 与 此 同时 , 对 任 

KN teT, TUR (因为 工 是 无 穷 集 ) RA U(t) < МТ), 使 得 te U(t). 这 时 , 对 每 
个 te 了 有 Bry C Bru ся. 总 之 Br A. 除 此 之 外 , A С Br, 因为 对 每 个 
UCT#H Bry CBr. 这 就 意味 着 B87 = ft， 从 而 证 明了 (38) 式 中 第 二 个 关系 式 . 
LJ 


定理 6 明确 地 指出 , 5 y (Sr 中 的 y) ЛЕЖЕ - КЖ Br р В 
确定 仅仅 是 由 在 菜 个 可 数 集 U CT 上 的 取 值 所 定 (而 民选 取 只 是 依赖 于 集合 В, 如 
果 了 本 身 是 可 数 集 , 则 (38) 式 导 致 自然 等 式 Sr = Brr). 

假设 T = [0,1] 和 对 5, = R,t € Т. RN, 由 前 所 述 可 知 , 例如 , Clo,1] ¢ 27, 
这 里 CI0,1] 是 区 间 [0,1] 上 实 连续 函数 集 ， 对 任意 的 Е В, 集合 Ma = {y Є Sr: 
sup y(t) < a} 是 不 可 数 (对 每 个 t e [0,1]) BAKER {y € Sr: y(t) < ор ВХ, Е 
№, 由 o- 代数 的 性 质 , 不 可 能 确定 有 Ma є Br. 现在 , 我 们 较 多 地 讨论 “对 每 个 
a ER, М. 完全 是 不 包含 在 Br Ч. | 

这 样 , 4 Т 是 不 可 数 集 时 , 就 发 生 了 严重 困难 , 这 就 使 在 轨道 空间 中 许多 有 意义 
的 集合 都 不 包含 在 以 柱 集 о - 代数 中 . 因此 , 一般 来 说 , 对 它们 是 否 可 谈论 包含 过 程 
轨道 的 概率 , 就 不 得 而 知 了 (参见 练习 22). 

$18. 如 果 (几乎 所 有 的 ) 过 程 X = {X 人 ,te Ттр 的 轨道 在 所 有 轨道 空间 Sr 
中 “ 较 好 的 ” 子 集 中 , 则 问题 将 简化 . 为 了 解释 这 一 情况 , 要 求 下 面 的 结论. 


引 理 11、 设 Si,tET 了 是 具有 距离 p 的 可 分 距离 空间 , А 2, = AS.) 是 Borel 
с- RK F(T) 是 全 的 有 限 子 集 全 体 . 这 时 空间 53,7 E€ F(T) 定义 在 EH BK 
y(t), y(t) ES FARMS IB 


ps (x,y) = max pr(z(t), (2), By € Sz, (39) 
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是 可 分 距离 空间 . 这 时 Zj = 2(5 7), ВРЕ ос 一 代数 与 Borelo - 代数 相同 . 除 此 之 
УГ, 如 果 , 空间 Si,t ET 是 完备 的 (从 而 是 Polish 空间 ) 则 Sy 是 Polish 空间 . 


МЕ. 显然 函数 pj 具有 距离 的 所 有 性 质 . 在 这 距离 意义 下 函数 ynl) Е Sy 的 收 
MESTRE te J, 在 空间 (5,,р) Е, Ч п 一 о 时 的 收敛 性 . 很 容易 看 出 
(Su, рл) 是 可 分 空间 ， 

ASF TIEY = y(t) 所 定义 的 “投影” Rit: OJ 一 5; 是 由 (57, р.) 到 | (Sz, рь) 的 连 
续 映 射 . 因此 对 任意 的 开 集 С, © 2(5,) 有 пу, (С,) є 多 (Sy). 根据 推论 1 对 任意 的 
В, Е B(S) A пу, В, Е 多 (Sy). 由 (17) RAW Zy с 多 (Sy). 特别 强调 的 是 最 后 的 
一 个 包含 是 不 要 求 51,t e T 的 可 分 性 . 

Mix С 是 (5, рл) 中 任意 的 一 个 开 集 . 由 于 距离 空间 (5 ;, оз) 的 可 分 性 , 集合 
G 可 以 表示 成 可 数 个 开 球 的 和 (作为 练习 请 验证 或 看 [35; 第 工 章 , $5, 第 三 段 ]). Ж 
В.(у) = {z € 53: рл(х,у) <=} ЛЕ 55 中 的 “Л. 因此 , 任意 开 集 G 都 可 以 表 
成 可 数 个 By 中 “矩形 ”的 和 . 因此 @(S7) с By. 

如 条 空间 $4,t € J 是 完备 的 , 则 S; he. o 


£5. 我们 已 经 建立 起 在 可 分 距离 空间 中 , Borel о - 代数 与 由 所 有 开 球 (也 即 
闭 球 ) 所 产生 о - 代数 相同 . 在 不 是 可 分 空间 , 一 般 来 说 , с - 代数 可 能 不 相同 . 

设 了 是 某 个 距离 空间 V 中 的 紧 集 , 而 S 是 具有 距离 р 的 Polish 22/8]. 引入 定 
XERA T E, 对 每 个 t 取 值 于 S, 引入 连续 函数 z = e(t) 的 空间 C(T,S). 赋予 这 
个 空间 一 致 距离 


рс(т,у) = sup p(x(t),y(t)), zy € C(T,S5). (40) 


在 空间 С(Т,5) PER о- 代数 定义 为 由 «г ПС(Т,5) 集合 系 所 产生 的 о KR 
数 . 换 人 句 话说 , 在 空间 Sp 的 每 个 柱 集中 只 剩 下 连续 函数 , 然后 在 C(T, S) 中 再 取 包 
含 这 些 “ 连 续 柱 集 ” 的 最 小 о - 代数 . 


引 理 12. 引入 的 连续 函数 空间 C(T,S) 是 Polish 空间 . 在 这 空间 中 Borel с – 
代数 与 柱 集 ao- 代数 相同 . 

证 . 第 一 个 结论 是 非常 简单 的 , 不 讨论 . 与 引 理 11 的 证 明 一 样 , 可 以 证 明 空 间 
С(Т,5) 的 柱 集 o - 代数 包含 在 它 的 Borel с - 代数 中 . 为 了 验证 相反 的 包含 关系 , 我 
们 取 集 合 了 中 可 数 稠密 子 集 М. 这 时 半球 В, (х) = {уе С(Т,5) : рс(х,у) <r}, 这 
里 ze C(T,S) Mr >0, 可 以 表示 成 


В.(х) = ( } {y € С(Т,5) : р(2(0), y(t) < т}, (41) 
ЄМ 


即 在 C(T,S) 中 柱 集 的 可 数 交 . 由 注 5 可 得 该 结论 。 OF 
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下 面 的 结果 可 与 定理 3 作 有 趣 的 比较 . 

定理 7.。 设 在 某 个 概率 空间 (0,Я,Р) 上 的 随机 函数 = {X(t),t © Th, LF 
所 有 它 的 轨道 位 于 在 前 边 所 述 的 空间 中 . 这 时 在 (15) 式 中 引入 的 随机 元 X 
是 F\BC(T,S)) – TR) RH. 

证 ， 设 5 表示 那些 点 we Q 的 集合 , 对 这 些 点 在 т 上 有 连续 的 轨道 Хо) 
(根据 条 件 有 PO = 1). 利用 (41) RES , 

(о: X(w) Е В,(2)} = Г] (ЕЙ: plat), X(t,w)) <"АДьей: Xw) € В, (0). 
tEM o 
考虑 到 函数 р 的 连续 性 , 对 所 有 z(J Е C(T,S),teT 和 7r>0 有 
{w : p(z(t), X(t,w)) <r} Е. RE {w 69: X(w) eB(r)} c A9, 


而 概率 空间 (如 前 边 所 述 ) 总 是 假设 是 完全 的 , 也 就 是 , 这 个 集合 同样 属于 多 . 
НЕ 5 得 出 X ША С 


Я т. 研究 人 = [0,1] M S =R (REKREA р). 验证 对 任意 的 a eR, 具有 
儿 乎 处 处 是 连续 轨道 的 过 程 X = {X(t),t € 0,1}, 6 { sup X(t) < а} є F. 
{Е 0,1 


12 В h(x(-)) := Sup 20), 这 里 те C(I0,1]) 是 由 空间 (С([0, 1]), рс) 到 空间 
(В, р) 的 连续 映射 , 因此 , В Е 8(С(0,1)) 8 (В). ЕН, 根据 定理 7 有 六 < 
F|B(C([0,1])), 显然 对 每 个 we 下 有 


w: Sup х6 w) < а} = {и : h(X(w)) < a}, 


АЛ BRT AN ES En (相对 于 所 对 应 的 с - 代数 ), АЕ. Ч 


$19. 如 果 在 可 测 空 间 (Sr, Vr) 中 给 出 测度 Q, 则 与 引 理 8 相应 的 随机 函数 
X = {X(t),t € T} 具有 自己 的 概率 分 布 测度 Q ( 即 Px = Q), 它 可 以 有 如 下 形式 的 
EX: 
| X(t,w)=w(t), 对 wf) єт, ЕТ. (42) 
公式 (42) 给 出 了 (参见 (16)) 一 族 空间 Sr 的 坐标 映射 ; 这 时 也 说 , 过 程 X 是 直 
给 定 的 或 是 以 坐标 形式 给 定 的 . 
设 在 Or, Br) 上 有 测度 Q. 这 时 在 “压缩 ”空间 (Sy, Zy) U CT 产生 的 测度 
Qu := Өтті, (投影 ”或 测度 Q 的 像 ). 
对 VEUCT 考虑 到 (6) 和 (35) 式 有 


—1 一 1 -l1y —1 一 
Отт y = О(птртру) = (Отту) тру. 





第 一 章 ”随机 过 程 . 随机 过 程 的 分 布 - 23 - 





(S;, Br Q) (Sy, By, Олт) (5,, By, Q, =Qo ty. y) 


图 5 


进而 在 “压缩 ” 空间 中 得 到 被 称 作 测 度 Q 投影 的 相 容 性 条 件 : 对 所 有 的 VCU СТ, 
在 By 上 有 


Qv = Вилбу. (43) 


NT PERR VU (下 面相 应 的 也 用 I J 来 表示 ) 给 出 等 价 (43) 式 的 简单 条 

件 . 由 引 理 2 得 到 在 (S3, 23) 上 测度 族 Qj, 这 里 J e F(T), 是 相 容 的 当 且 仅 当 对 任 

BA “ee” Br = {y € Sr : y(t) € Bat € (В, € Bat € 了, 对 所 有 J є F(T) 和 
ICJ 

Qr(Br) = Qyr3 (Br). (44) 


运用 集合 作 指 标 (而 不 是 有 序 点 集 ) 的 测度 会 带 来 方便 , 是 因为 在 811 中 所 引用 
的 对 称 性 和 相 容 性 两 种 形式 条 件 可 变 成 一 个 相 容 条 件 系 . 这 样 , 公式 (43) WELA 
很 好 地 了 解 , 在 用 来 构造 吉 布 斯 (Gibbs) 随机 场 时 , 条 件 分 布 相 容 性 的 思想 (参见 , 例 
如 [15]). 


$20. 现在 研究 一 下 , 什么 样 的 随机 函数 在 什么 意义 下 可 以 认为 是 “无 区 别 的 ”， 


定义 11， 在 概率 空间 (Q, 多 ,P) Е, 给 定 过 程 X = {Xt eT} AMY = {Уфе 
T), НЮ t eT 取 值 于 (Se 2i), MRE te T A 


P(w : Xw) = Ү,(ш)) = 0 


则 称 作 它 们 是 等 价 的 (或 随机 等 价 的 ). 

此 时 , 假设 集合 fo : ХИ) 2 Уи} є F. BR, ХИН R” 中 的 过 程 X 和 
Y, 最 后 等 式 成 立 是 自然 而 然 的 . 任何 等 价 于 X 的 过 程 Y 称 作 修正 的 或 痢 过 程 X 
的 修正 (这 时 X 也 是 Y 的 修正 ). 

常见 的 等 价 的 过 程 (X ALY) ИЯ, (然而 这 时 , 它们 的 轨道 是 有 “非常 大 的 
差别 ”) 构造 如 下 : T = О = 0,1, = A((0,1}), P 是 [0,1] 上 的 Lebesgue WIFE, 
Xw) = Ци), Уи) = 0,1 ЕТ,шЕ 0. 不 难 发 现 , Х 所 有 的 轨道 都 是 间断 的 , 而 了 
所 有 的 轨道 是 连续 的 . 
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定义 12. 过 程 Х MY (可 能 定义 在 不 同 的 概率 空间 , 但 对 每 个 te Т, 取 值 
于 同一 个 空间 (Si, 8,)) 称 作 广义 下 随机 等 价 , 如 果 它 们 具有 相同 的 概率 分 布 , 即 当 
Law(X) = Law(Y) (在 2r £E). 

& X= {X tE T ТУ = {Уре Т} 是 轨道 在 空间 Sr 中 的 随机 过 程 , 这 时 ， 
由 引 理 2 得 出 , Law(X) = Law(Y) 当 且 仅 当 


Law( Xi , Xan) = Гам(У ,...,У) ti, etn ЕТ, nEN, (45) 


Th 


即 当 这 些 过 程 所 有 的 有 限 维 分 布 相同 . 
很 容易 看 出 , 等 价 的 过 程 是 广义 下 随机 等 价 的 . 


定义 13， 在 概率 空间 (Q, F, P) Г, 对 每 个 te T, 取 值 于 空间 (5,, 2) 的 随机 
WH X = {Xi,t eT} 和 Y= (у, e TRIE (ВЕЛ) 无 区 别 的 , 如 果 


P(w : Х.(ш) AN (ш), MAP t eT) = 0, 


即 这 些 过 程 的 轨道 以 概率 1 相同 . 

注意 , 在 该 定义 中 假设 了 集合 A= (о: Xi(w) = Yw), 对 某 个 teT 的 测度 是 
确定 的 (进一步 说 是 等 于 0), 即 Ae F. 

如 果 概 率 空 间 (Q,. 多 ,P) 是 完全 的 , 则 由 于 对 每 个 se TT 有 包含 天 系 


{w -Х, (4) # Yo(w)} © {w :XW) ж ¥i(w), MAE t € TH, 
得 出 无 区 别 的 过 程 是 等 价 的 . 


$21. 与 Kolmogorov 定理 以 及 根据 有 限 维 分 布 构造 过 程 有 关 的 一 些 事实 . 

Kolmogorov 定理 指出 根据 有 限 维 概率 分 布 系 的 相 容 性 可 以 构造 具有 相同 有 限 
维 分 布 的 随机 过 程 . 这 时 , 在 Kolmogorov 定理 中 特别 强调 随机 函数 是 以 坐标 形式 
的 : X(t,w) = w(t)teT. 这 就 是 说 , 在 每 个 te T REF (5,, 2,) 的 轨道 函数 可 能 = 
是 任意 函数 w =—w(t)teT. 从而, 在 这 个 定理 中 还 遗留 下 一 个 公开 性 问题 : 根据 给 
定 的 有 限 维 分 布 所 构造 的 这 样 或 那样 过 程 中 “好 的 ”或 称 “典型 的 ”轨道 气 竞 能 到 什 
么 样 程度 . 

今后 , 在 许多 论断 中 都 含有 如 下 说 法 :“ 设 = {Xi,t E T) 是 概率 空间 (Q, F,P) 
上 的 随机 过 程 *. 这 时 , 概率 空间 本 身 的 构造 是 不 确定 的 , 特别 是 当 涉 及 只 是 与 随机 
过 程 X 的 概率 分 布 有 关 的 时 候 . 此 时 , 经 常 需要 研究 给 定 的 概率 空间 (Q, 多,P) 上 
除了 X, 其 他 的 随机 对 象 的 必要 . 在 这 样 的 情况 下 , 必须 要 概率 空间 是 足够 “丰富 ” 
在 其 上 能 够 定义 这 些 新 的 对 和 象 . 

考虑 到 这 样 要 求 , 可 能 处 理 的 办 法 之 一 是 , 研究 (9, 多 ,P) 与 它 的 扩张 . 也 就 是 
说 , 假设 (V, ZPA 是 某 另 一 个 概率 空间 . 定义 新 的 概率 空间 (Q, F, Р), 设 


0=0х0, F=FQF! Р-РӘР/, 
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这 里 F oZ 是 在 Охо НН “Л Ax A 所 产生 的 o - 代数 , EP Ac SA 
AEFI HAER, A CF FB P(Ax A’) := PAPA). ЖЕ, 一 对 一 的 扩张 到 多 
ERWE P. Æ X = {Xi(w),t € Т} 是 在 (0,F,P) 上 随机 过 程 , 则 自然 而 然 可 以 认 
为 它 是 在 (0,F,P) 上 给 出 . 事实 上 , HS = (ww) 假设 


X(T) = Xi(w), ЕТ. (46) 
显然, 对 那样 定义 的 随机 过 程 多 = {Ñt e T} 有 下 面 性 质 成 立 : 
Law(X|P) = Law(X]P), (47) 


即 在 Br 上 , 概率 分 布 Pz 和 Px 相同 

当然 , 概率 空间 (О, F, Р) 要 比 概率 空间 (Q, F,P) “ER”. 因此 , 在 讨论 概率 空 
闻 时 , 立刻 应 该 认定 最 初 的 概率 空间 是 “足够 丰富 ”的 . 

当 (X, Z’, Р”) = ((0, 1], 2([0, 1]), mes), 这 里 mes Æ Lebesgue 测度 ， 多 (10,1|) 是 
Borel с - 代数 相对 于 Lebesgue 测度 的 完全 化 , 扩张 的 (Q, 多, Р) 饭 称 作 概 率 空 间 
(Q,F,P) 的 标准 扩张 . 


622. 一 般 地 说 , 最 重要 的 过 程 X = {X,t Ee T) 是 对 每 个 t+ e T 随机 变量 X 
取 值 于 同一 个 可 测 空间 (5, 28). 此 时 , 经 常会 对 过 程 的 可 测 性 方面 增加 些 条 件 . 为 此 ， 
首先 要 作 的 是 : 


定义 14. R(T, a) 是 可 测 空间 . 在 (Q, F, P) 上 且 对 每 个 te 工 取 值 于 可 测 空 
间 ($, 2) 的 随机 过 程 X = {Xi,t ЕТ} 称 作 可 测 的 , WRB 


(t,w) > Xw) eS, (Бш) єТх о (48) 


是 zf @F\B- 可 测 的 . 

与 定义 有 关 的 ， 要 强调 下 面 的 重要 情况 : 我 们 这 里 所 研究 的 随机 过 程 X = 
{Xi(w),t e Тр 不 是 对 给 定 的 w 作为 t 的 函数 , 也 不 是 对 给 定 的 t+ 作为 w KE 
数 , 而 是 作为 可 测 映 射 (tw) 一 Xi(w). 换 句 话说 , 我 们 所 研究 的 随机 过 程 是 作为 二 
元 (t,w) 的 (可 测 ) 函数 . 

常见 的 , $ 是 距离 空间 和 多 = AS). MRT 是 离散 集合 (有 限 或 可 й 和 of 是 
所 有 了 的 子 集 所 组 成 的 с - 代数 , 则 过 程 X 显然 是 可 测 的 . 

引入 过 程 可 测 性 概念 的 意义 是 在 于 研究 随机 时 间 т = 7(w)(r с Я“), 我 们 经 
常会 遇 到 随机 变量 Kroto) (参见 练习 27). | 

УХ XX 是 取 值 于 可 测 空间 (S, 8) 的 独立 同 分 布 随机 变量 序列 . 下 面 
”的 例子 告诉 我 们 ， 由 于 随机 时 间 т 的 引入 , 可 能 导致 X 的 分 布 与 Xn т Є №) 的 分 
布 不 一 样 . 
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例 8. 前面 所 定义 的 随机 变量 序列 X, Xi, Xo,--- MAMES Be 2,Рх(В) > 
0, 定义 随机 变量 т (推广 的 , 即 取 值 于 R 中 ): 


T(w) = int{n EN: Xn(w) € В} | (49) 


(如 果 对 所 有 的 neEN 有 XX,(w)j4B 则 т(ш) := оо). | | 

试 证 , 几乎 处 处 r < оо, BRE X, 的 分 布 . (如 果 т(ш) = оо, 则 , 例如 , 假设 
Xr(w) = X(w), 即 认为 Xælw) = X(w).) 

不 难 发 现 , {7 = 1} = {Xi € В}, {т = п} = {Xi ¢ B,- ,Xn-1 В, Xn € 
By,n > 2. НШ, Pir = п) = Р(Х є В)(1-Р(Х є В))%-!,п > 1. 从 而 :几乎 处 处 
т < co, 对 任意 的 集合 Ce 多 得 到 


e0) ËP ar = 


n=l 


= P(X, € BC) + XO P(X, Е ВС, X; ¢ B,- ,Xn-1 В) 
n22 


= У) P(X € ВС)(1- Р(Х є B))""! = P(X € BC)/P(X Е В) 


有 趣 的 是 , 如 果 集 合 В 与 任意 集合 С є 多 相 独 立 (在 概率 空间 (S, 多 ,Px) Ф), 
则 х, 的 分 布 与 X 分 布 相 重合 . 并 且 只 是 对 BA Px(B) = 1 
补充 与 习题 

1. 对 Borel 空间 族 时 , 利用 Kolmogorov 定理 (定理 4) 导出 , 特殊 情况 的 Lom- 
nicki — Ulam 定理 (定理 2). | 

有 趣 的 是 最 简单 的 情况 , 当 要 求 构 造 具 有 给 定 分 布 的 实 独 立 随 机 变量 序列 时 , 可 
以 采用 以 下 方法 直接 构造 出 (不 用 Kolmogorov 定理 ). 

设 0 = [0,1]; = 多 ([0,1]) ЖР = mes (Lebesgue WE). WRK we О 的 二 进 
位 分 解 : | 


ш = У  ак(ш)27“, (50) 
k=1 


这 里 系数 wk(w) 等 于 0 或 1. (50) 式 的 表示 不 是 一 一 对 应 的 . 假设 在 表示 不 是 一 一 
对 应 的 时 候 , 仅仅 研究 系数 alu) 中 具有 无 穷 多 个 0 的 情况 . 

2. 验证 在 (50) AF, 变量 ui(w),az(w)，…, 构成 在 概率 空间 (9, 多 ,P) 上 独立 
随机 变量 序列 , 并 且 


= 


Р(ар = 1) = Р(ак = 0) =1/2, КЄМ. (51) 
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试 证 , 如 果 在 某 个 概率 空间 (0, F, P) 上 独立 随机 变量 序列 满足 条 件 (51), 则 随 
机 变量 e(w) = У ax(w)2-* 在 区 间 [0,1] 上 具有 均匀 分 布 . 

з. WE, 如 果 F 是 某 个 分 布 函数 和 U 是 具有 在 [0,1] 区 间 上 均匀 分 布 的 随机 
变量 (给 定 在 某 个 概率 空间 上 ), Д) XW) = _ Fi"v*(V(w)) 是 具有 分 布 函数 F 的 随机 
变量 OLR BK F(x) = inf{y : Fy) > а}, тє (0,1; 如 果 对 所 有 的 ye 民有 
F(y) < 1 则 Finv(1) := +оо; 如 果 对 所 有 的 ye 及 有 Fo) > 0, W Finv(0) := —oo). 

将 在 (50) 式 当中 的 量 a1,a2,…, 排 成 下 表 的 形式 : 


by1(w), bio(w), me 
2 Вол(ш), baa(w), °° 


= вши FF 8 8 2 ef 2 fF 


(例如 , 611 = ai, big = 92,621 = 3,631 = 44,622 = аъ, biz = a6,…), 变量 О. (ш) = 
У bn (w)2-*, n € N. 
”由 习题 2 和 3 得 出 , 对 任意 给 定 的 分 布 函数 A Fp, 变量 ( 取 值 于 E = 
[一 co, +оо]), Xn = FY (Un) n EN 将 是 独立 的 且 Р(Х, < х) = Е, (т), т ER. 

4. (与 定理 6 比较 ). 试 举例 , 对 Ac A, BRA О 中 某 些 子 集 组 成 的 c - К 
数 , 使 得 由 o - 代数 族 所 构成 的 U 9 不 是 一 个 o - 代数 . 

5. 对 引 理 7 可 以 推广 取 值 于 Borel 空间 的 随机 元 . 

6. 设 集 合 G 是 由 函数 g: Rd > RAR, 并 且 对 每 个 变量 都 是 不 降 的 . 试验 证 ， 
С ¢ т ($, = R,t € T = В). 同时, ЖН РХ(С) 这 里 X = {Xi = (1+ f(t)n) t € 
Rf: RI SR 是 对 每 个 变量 都 是 不 增 的 函数 , 而 5“ 和 7 是 在 区 间 [-1,2] 上 均匀 
分 布 的 独立 随机 变量 . | 

т. (与 习题 2 Ш) WUE, 在 (O,F,P) = ([0,1,:2([0,1),Р) Е, 这 里 P 是 
Lebesgue 测度 , 不 可 能 构造 (连续 统 势 ) 伯 努 利 (Bernoulli) 独立 变量 族 Xi,t К, 
即 对 每 个 + | | 

P(X; = 0) = P(X; =1) = 1/2 


的 随机 变量 . 

8. 试 证 , 无 论 在 什么 样 概率 空间 上 , 都 不 可 能 给 出 非 退 化 实 的 独立 同 分 布 随机 
变量 族 X(t,w),t ER w О, 使 得 以 概率 1 它们 的 轨道 ХС) FER ГЕН. 

9. (与 定理 4 比较 ) 设 C(R) 是 在 R 上 实 连续 函数 空间 . 给 出 如 下 形式 的 柱 集 
р, = {x € С(®) : x(t) € Bat € J}, XE В, € (В), Е J 和 J € F(R)(F(R) Æ К 
中 所 有 的 有 限 子 集 全 体 ), 函数 


Qj(DJ) = | | (8), 


teJ 
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这 里 Qo 是 在 A(R) 上 的 茶 个 测度 . 能 否 在 空间 CR) 的 柱 集 o - 代数 上 引入 测度 
P, 使 得 对 所 有 的 J Е F(R) 和 任意 前 面 引 入 的 柱 集 D; 有 P(DJ) = Qjy(DI)? 

10. 试问 过 程 (11) 的 轨道 是 什么 样 的 ? 

11. 在 定义 (13) 中 设 m =1, ВП {CG} 是 独立 同 分 布 的 标量 随机 变量 , 和 设 а = 1. 
假设 

1 

Vn 
请 在 下 列 的 情况 下 构造 这 个 过 程 的 轨道 : 
(a) u В E Lebesgue 测度 ; (b) ш 是 计数 测度 , 即 


X,,(t,w) = —=S,(0,1],w), te [0,1]. 


HB) = 1a(j), BCR. 
16? 

KF TE a 11 (а) 和 (b) 中 所 生成 的 过 程 (与 其 相对 应 的 , 在 空间 edo, 1]) 中 
MENA 48. (Skorokhod) 空间 D((0,1]) 中 的 轨道 , 这 些 我 们 将 在 以 后 讨论 ), 建 
议 参 见 小 册子 [2] 中 的 第 2, 3 =. 

12. 在 定义 (12) P, 设 m = 1, 假设 


Е» (т, м) = Р.((—оо, 2], ш), TER. 


试 构造 过 程 Fx(x,w) 轨道 的 图 形 , 该 过 程 被 称 作 经 验 分 布 函 数 ， 当 &;. 是 具有 
(0,1) 上 均 久 分布 和 当 & 是 Bernoulli 随机 变量 ， 


P(& = 1) =p; Р(&; = 0) =1-р, 0<р<1 


时 有 和 何 区 别 ? 
引入 下 面 的 定义 . 


定义 15. 集合 类 M CAR”) 称 作 相对 于 G(R”) 上 测度 Q ETARE, 
如 果 对 任意 的 = > 0 可 以 找到 集合 5°,...,5 с B(R™), 这 里 N = N(e), 使 得 对 
每 一 个 Be .N 都 有 集合 SO Я 59, АЖ 59 cB cS!) Q(s!"\S) <=. 
于 是 有 如 王 的 定理 . | 
定理 8 (参见 [3; р.421]). 设 集合 类 M 是 相对 于 测度 Q 是 可 有 限 逼 近 的 . 设 
Pn(B,w) 是 由 公式 (12) 定义 的 过 程 , 和 具有 分 布 Pe = О 相对 应 的 向 量 . 这 时 , ш 
n — œ 时 有 | 
sup |Pn(B,w) — Q(B)| 0, (52) 
BEM 


对 所 有 的 w EO, 这 里 OO С 9, Fe P(N) = 0. 换 句 话说 , 如 果 概 率 空 间 (Q, F,P) 
是 完全 的 , 则 在 (52) 式 中 是 几乎 处 处 站 化 . 
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13. Wik, 集合 类 М = {((-оо, 2], = Е Е"), RTA (оо, 21] x --- x 
(—00, тт], (21, Em) Е В" 集合 全 体 是 相对 于 GR”) 上 任意 的 (概率 ) МЕ Q 
是 可 有 限 逼 近 的 . 进而 成 立 多 维 情况 的 格 利文 科 (Glivenko) - Ж) (Cantelli) © 
理 , 即 经 验 分 布 函 数 F*(x,w) := Pa, х], ш) 当 一 оо М, 几乎 处 处 一 臻 收敛 到 
SPAR PRB Fe (x): 


sup |F} (z, w) 一 Е, (2)| 一 0 (P 一 几乎 处 处 )， 


14. 试 证 , 如 果 测 度 Q = Pe, 在 В" 上 是 相对 于 Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 ， 
则 结论 (52) 式 同样 对 凸 集合 类 . 也 成 立 . ( 当 m = 1 时 , 这 个 结论 虽然 不 是 显然 的 ， 
但 是 可 以 由 习题 13 推出 , 当 m > 2 时 , 这 个 结论 就 不 可 以 由 习题 13 推出 ). 

15. 试验 证 在 习题 14 中 , 如 果 没 有 测度 Q 是 相对 于 Lebesgue 测度 是 绝对 连续 
(т > 2) 的 条 件 , 该 结论 就 不 成 立 . 

关于 经 验 测度 ， 甚至 于 可 以 是 以 函数 族 为 指标 的 经 验 过 程 的 研究 ,参见 例如 ， 
[120]. 

Kf с (0,19), 221. ДАЖЕ: В ЖН 


|12, = sup |F(A)| 
АЕ 


来 表示 . 假设 F(A) = mes(A™),A € 9,6 > ОЖ AM = {ге R? : р(х,9А) < 
ô}, р(2, дА) = nt р(х, у), р 是 欧 氏 距离 , mes 是 К 上 Lebesgue 测度 , НЕА 
A с (109, 14} re 
4 6-0, 时 有 |Е]ы — 0. (53) 

16. WUE, 如 果 A 是 形 如 fai, di] x --- x lag, ba] С [0, 114 的 窍 形 集合 类 , Д) РТ 
一 致 强大 数 定律 成 并 . 
| 定理 9 ([96])， 设 {Xj;,7 є №) 是 由 独立 同 分 布 数学 期 望 为 co 实 的 随机 变量 
组 成 的 随机 场 , 集合 类 好 с gjo, 满足 条 件 (53). 这 时 , 当 n co 时 , 几乎 处 处 
有 | 


12-5, (:) — comes(-)||ar — 0 
іх 5, (А) = oA X; nA = {х = ny,y є А}, пе N, PARRA MELD Fn“? 的 
部 分 和 过 程 (13), 其 中 ш 是 计数 测度 . 
对 于 以 集合 为 指标 的 过 程 的 中 心 极限 定理 和 重 对 数 定律 的 研究 , 参见 , 例如 [90， 
94]. 


在 经 典 理论 的 研究 中 , 更 新 过 程 (10) 起 着 重要 的 作用 .更 新 过 程 称 作 离 散 的 ， 
如 果 ¢, 的 分 布 是 筛 状 的 , 即 集中 在 形 如 кл 的 集合 上 , 这 里 上 ezZ, 而 入 >0 是 参 
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数 , 称 作 “分 布 的 步 长 "(如 果 = 是 非 负 随机 变量 , 则 天 = 0,1,…). 相反 的 情况 , 更 
新 过 程 称 作 连续 的 . 作为 在 区 间 (0,t] 上 平均 更 新 数 , 来 定义 更 新 函数 u(t),t > 0, ВП 
u(t) = ЕХ;. 

17. 试 证 , 对 所 有 + > 0,u(t) < оо. 

下 面 是 更 新 理论 的 基本 定理 (SM, 例如 [78; 第 2 4, р.408]). 


定理 10 (布莱克 韦 尔 (Blackwell))， 对 连续 的 更 新 过 程 , 对 任意 的 固定 的 s > 
0, ¥t oo 时 有 
u(t+s)— u(t) > s/c, 


这 里 c= Е (形式 上 认为 s/o = 0). 对 离散 的 更 新 过 程 , 当 s BE 分 布 的 步 长 和 
的 整数 倍 , 该 结论 也 成 立 . 


“几乎 是 明显 ”地 看 出 , 如 果 电 子 管 的 平均 寿命 是 с, 则 在 时 间 “平均 ”意义 下 的 
s 时 间 中 需要 用 s/c 次 更 新 代替 . 但 是 , 定理 10 的 结论 得 出 是 相当 的 复杂 . 这 个 定 
理 的 概率 证 明 可 以 参见 , 例如 , [1; p.46~50] 或 者 [190; 第 2 章 , 第 8 В. 关于 更 新 过 
程 可 以 参见 [4; 第 9 章 ], [78; 第 2 卷 , 第 и 章 ], [125; 第 5 章 ], 131; 第 25 2), [146; 
第 8 Hl. 

18. 请 解释 , 根据 (14) 式 所 定义 的 函数 Z(B,-), 对 每 个 Be BS) BERETS 
间 (Z, A) 的 随机 变量 , 这 里 Z, = {0,1,2,--- }={OUN y 是 也 中 所 有 子 集 组 成 
的 o — 代数 (由 此 可 得 , Z = {7(В), В € 多 (S)} 是 以 集合 族 BS) 为 指标 的 实 随机 
过 程 ). 

设 和 是 在 某 个 可 测 空间 (S, 多 ) 上 的 o- 有 限 测度 (S= О Sm 这 里 Sm є 
2,5. Г] $ = 2 Xf m £ k FO < A(Sm) < œm, k € N). СН, Poisson 随机 测度 
(14) 式 的 构造 很 容易 由 下 面 的 方法 模拟 : 

在 概率 空间 (9, F,P) Е, 构造 可 数 个 独立 随机 变量 族 У, ХО ХО)... SO, 
Хх”), Xl”... 使 得 Yom 是 具有 参数 Am = 和 (Sm) 的 Poisson 分 布 和 在 Law(X{") 
= (-)/MSm), Æ Bm = BN Sm m, j EN. X BE Bn 8 2Zm(B,w) 是 根据 (14) A 
中 分 别 以 Y AX; К YOO 和 Хх”. 设 } 


Z(B,w) = у Zm(BN Sm, w), Вє 8,00, (54) 
m= l 
”不 难 发 现 Z(B,w) 可 以 取 无 穷 值 . 
19. 试 证 , 如 果 对 某 个 了 < 多 有 ANXB)=eco 则 2Z(B) = оо 几乎 处 处 , 而 如 果 
A(B) < œ 则 2(В) < оо 几乎 处 处 . 


定理 11 (参见 [12; р.23]). 过 程 (54) 称 作 Poisson 随机 测度 ， 具 有 下 面 的 
性 质 : 
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1. 对 任意 的 n CN 和 任意 互 不 相交 的 集合 B1,… ,Bn є 2, 随机 变量 
Z(Bi,) ,2Z(Bn,:) 是 相互 独立 的 ， 

2. SH BEB, 随机 变量 Z(B,-) 为 具有 参数 为 AB) 的 Poisson Я. 

3. 轨道 Z(:,w) 是 在 G- RRA EY SRM Е. 


更 进一步 , 具有 参数 为 入 = оо 的 Poisson 随机 变量 ， 我 们 定义 为 它 以 概率 1 等 
FEJ. 
Е Z(B) 可 以 直观 地 想象 为 是 落 入 到 集合 Be 多 中 “随机 点 ”的 数目 . 与 此 相 
关 的 是 下 面 有 趣 的 习题 . 
20 (参见 [32; р.370]). 设 А 是 空间 (5,2) 上 的 o- 有 限 测 度 , 集合 Be 2,0 < 
МВ) < œ. KR B= U В, ix B, Е ®, В, ПВ. = ,对 gq + ј (a5 =1,---, 7). in 
oz 


证 , 对 任意 的 有,… kn E 和 有 大 = Sok, 有 下 面 等 式 成 立 : 
, а=1 


kı En 
P(Z(Bi) = ki, Z(Ba) = 208) =) = р (а) (Se) 

这 样 , 如 果 B= ZRI) а > 1, 则 在 固定 了 落 入 到 集合 В (有 限 , 非 空 的 ) 中 的 
“Poisson 点 ”的 数目 大 后 , 它们 的 位 置 可 以 认为 是 天 个 在 В 上 具有 均匀 分 布 的 独立 
随机 变量 . 

关于 随机 点 过 程 和 场 (不 仅 是 Poisson 的 ) 作为 在 物理 , 技术 和 其 他 领域 中 作为 
重要 模型 被 利用 . 这 方面 有 许多 的 著作 (参见 , 例如 , [10,13,111,145,151,178]). 

现在 此 回 到 与 随机 函数 相等 的 (参见 $20) 有 关 的 问题 上 来 . / 

21. 试 举例 , 定义 在 同一 个 概率 空间 (0, 多 ,P) Е, 实 随 机 过 程 X= {Xi,t € 7T} 
ЖҮ = {Yi,t ЕТ}, 使 得 在 Br 上 有 Рх = Ру, 但 是 X MY ж (随机 的 ) 等 价 . 试 
举例 , 当 Px 2 Ру 时 , 但 是 , 对 每 个 te 了, Xi 与 ВЈ. 

22. 试 举例 , (SE) 过 程 X = {Xt eT} 和 集合 DL 4 Br, 使 得 {w : X(-,w) е 
Dl}eZF 和 {fw:X(,w) EL} 2. 

23. 试 举例 , 等 价 过 程 X = {Xt Ee TRY = {Ynt E T} 和 那样 的 集合 D ¢ Br 
使 得 А={ш: Х(, ш) ЕВ} ЕЯ # B= {ш:У(., w) єр} Е, {НЕ P(A) #Р(В). 

练习 22 和 23 告诉 我 们 , 并 不 是 总 能 够 说 出 过 程 落 到 某 个 不 包含 在 柱 集 o- К 
数 中 集合 的 概率 , 但 是 , 如 果 这 能 够 说 出 , 则 落 到 那个 集合 的 概率 就 不 一 定 是 由 过 程 
的 有 限 维 分 布 所 确定 . 

24. 试 举例 , (随机 的 ) 等 价 过 程 , 但 它们 不 是 无 区 别 的 例子 . 

因此 , 许多 对 理论 和 应 用 都 很 重要 的 集合 , 确 不 包含 在 o - 代数 Gr 中 (ERE 
理 6). Doob 给 出 了 关于 过 程 的 可 分 性 概念 . 利用 它 在 一 定 情况 下 , 可 以 构造 过 程 的 
一 种 版 本 , 且 它 的 行为 , 实质 上 , 是 由 在 可 数 指标 集 上 的 值 所 确定 的 . 
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定义 16， 设 在 概率 空间 (Q, 多 ,P) Е, 对 每 个 i eT 取 值 于 Polish 空间 (5, р) 
的 随机 过 程 Х = {Xat eT}, RE T 是 拓扑 空间 . 随机 过 程 X = {X,t € T} 称 作 
相对 于 可 分 性 集合 TH CT 是 可 分 的 , WR T 是 集合 了 T 中 可 数 稠密 集 , 并 且 存 在 事 
te N c F, 使 得 P(N) = 0, 对 所 有 的 te T,w EQN, 有 


Хи) є | [| {Х, (4), s € GAT} |, (55) 
ЕС 
GEG 


这 里 [В] 表示 集合 В 的 财 包 , 而 9 是 (5, р) 中 开 集 全 体 . 
过 程 X 称 作 可 分 的 , 如 果 作为 可 分 性 集合 To 可 以 取 任 意 的 了 中 可 数 稠密 集 . 


定理 12 (参见 [153;p.128]). 3 (S,p) 是 紧 距离 空间 , 和 (T,6) 是 准 距离 空间 . 
这 时 , 在 概率 空间 (Q, F, P) Е, 对 每 个 te 了 RET (5,0) 的 随机 过 程 Х = {Xi,t € 
T} 都 有 可 分 修正 . 如 果 S 是 局 部 紧 空间 , 则 在 单 点 紧 化 S 时 , 定理 成 立 . 


作为 练习 , 可 以 比较 定义 16 与 在 [101; р.111] 中 的 定义 ， 那里 研究 = 0,1],S = 
В 的 情况 . 关于 过 程 的 可 分 性 可 以 参见 [12,25]. 


定理 13 ([79])， 设 满足 定理 12 的 条 件 , ME X= {Xi,t ET} AAT bE 
随机 连续 的 , 即 对 每 个 1E 了 7 和 任意 的 <>0 有 


lim P(p(Xs, Xt) > =) = 0. (56) 
这 时 , хо Х 存在 可 分 可 测 的 修正 . 


25. UE, MRS 是 可 分 的 距离 空间 , 则 在 概率 (56) 式 中 确定 的 是 事件 , 即 集合 
属于 多 (提示 : 利用 引 理 11). 

26. 试 证 , 如 果 随 机 过 程 是 可 测 的 (参见 定义 14), 则 它 的 轨道 是 07 | 多 - 可 测 函 
数 . 相反 的 结论 对 吗 ? 试 举例 , 没有 可 测 修 正 的 随机 过 程 . 

27. &Х = {X,,t € T} 是 可 测 过 程 和 7 :9 一 也 re Aloe. Wik, 这 时 
Y(w) = Xw lw) 是 FZ - 可 测 随机 变量 . 试验 证 , 如 果 随 机 过 程 X 是 可 测 的 条 件 
不 存在 , 则 结论 就 不 一 定 成 立 . 


比如 说 , 由 “随机 个 随机 变量 ”产生 出 的 随机 变量 X, (x = 2 &k |, 这 里 + 是 


取 整 数值 的 随机 变量 . 它 有 许多 方面 的 应 用 , 例如 , 用 在 保险 理论 中 . 这 时 , 随机 个 
随机 变量 所 产生 的 效应 , 对 由 确定 数量 随机 数量 的 之 和 所 产生 的 是 不 可 能 观测 到 的 
(参见 , 例如 , [133]). 

28. 设 随机 过 程 Х = {Xi,t > 0} 几乎 所 有 的 轨道 在 [0, оо) ЕН. 试 证 , 这 
样 的 随机 过 程 有 可 测 修 正 . 
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在 , 例如 , [12; p.120~130] 介绍 了 许多 关于 具有 给 定 轨道 性 质 的 随机 过 程 构造 问 
题 . 在 第 п 章 的 补充 中 , 我 们 将 涉及 一 些 关于 这 方面 的 问题 . 


内 容 摘 要 : 独立 增 量 过 程 存在 性 准则 , 泊 松 (Poisson) 过 程 . 维 纳 (Wiener) Ч (A 
BA (Brown) 运动 ). 多 维 正 态 分 布 . ЖЕРТВЕ ИРАКА Е ЯР (Gauss) BK. 
Я Gauss 过 程 . 4AMK DR, CHAAR Rae (Hilbert) 空间 上 的 再 生 核 的 菲 员 定 
HA. КЕ (Parzen) ХЗ. Brown 运动 两 种 定义 的 等 价 性 . OR (Haar) 和 绍 德尔 
(Schauder) Wak. 标准 Gauss 变量 序列 的 摆动 . 构造 连续 Wiener 过 程 . 多 维 Brown 


运动 . 


§1. 在 这 一 章 中 , 我 们 将 研究 特殊 的 , 但 又 是 广泛 应 用 而 重要 的 一 类 随机 过 程 
一 一 具有 独立 增 量 的 过 程 . 对 于 初学 者 , 可 以 先 放 过 86 KTR Gauss WHE, 87 KT 
研究 以 负数 族 为 指标 的 随机 过 程 . 希望 对 Poisson 和 Wiener WH (在 82 和 83 中) 
给 予 特别 的 关注 . 它们 会 经 常用 在 以 后 的 几 童 里 . 

定义 1， 实 随机 过 程 X = {Xi,t > 0} 称 作 独 立 增 量 过 程 , RN TER пе М 
ALATA 0 = to < ty <---> < tna Июн, 8 Xi, Xt, ХХХ, 
是 总 体 上 独立 . i 


定理 1. Gk {yls,ti)h RBO<s <t < co, 是 相对 于 在 AR) 上 某 个 概率 
族 О, 05 <t< co 的 特征 函数 族 . 独立 增 量 过 程 = {Х, +120} 且 对 任意 的 
OK s<t< о 随机 变量 Xi -Х, 具有 特征 函数 ols, t) 的 充分 必要 条 件 是 对 所 有 
的 0<s<u<t<o0,vE 民 有 


p(s: ti) = pls, u; vjolu, t; v), (1) 


这 时 , 随机 变量 Хо 的 分 布 Qo 可 以 任意 取 . 
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Е. 由 于 独立 随机 变量 和 的 特征 函数 等 于 求 和 各 项 随机 变量 特征 图 数 的 乘积 ， 
所 以 (1) 式 的 必要 性 条 件 是 显然 的 . 

设 满足 条 件 (1). 假设 已 经 有 了 概率 空间 (О.Р) 和 要 找 的 过 程 X， 并 且 
Law(XolP) = Qo. 这 时 量 Xo 的 特征 图 数 是 ро, (А), EH & = (Xn, Xt, 一 和 
Xe —X,_,), Ем M0=to <t <- <ta 的 特征 函数 是 


(Ло, n. , An ) — YQ, (Ao) (0, t1; Ау) ne! (бт, tn; Ап). 


Xt, 100 0 Ав 

Xt, 110 Xt, — Хы 

Xi, |=] 1 1 0 Хы — Хы (2) 
Xe 1 1 1 a 1 Xt, 7” Xt, 


对 任意 的 随机 回 量 и e 及 ?任意 的 矩阵 A = (акт) тт? 这 里 авт E R(k,m = 
1,... ,q), 和 所 有 的 :和 Е В 有 


yAn(A) = Eexp{i(A, An) } = Eexp{i (A*A, 7) } = pn (A*A), (3) 


这 里 4* Е А 的 转 置 , (.,.) 是 RY 中 的 数量 (标量 ) АЯ. 
PALE, 对 п Є М 和 O=to <t1 a< tn. 过 程 xX 的 有 限 维 分 布 给 定 特征 函数 


to tye its, (Ao, Ат, n! , Àn) — pel A*A) — Фо, (о )42(0, t1; ua) me (бт, tn; Lin), 


这 里 и = AA ЖА 是 在 (2) 式 中 的 三 角 和 矩阵 , po = А+ + An ш = AL +... + 
Ап, `` stn = Ап. 除 此 之 外 , 我 们 有 Pta (Ао) = фа, (Ао), 和 Pti tu (ALt Аъ) 
peo ty t, (0, А, e Ann N neN AO < ty <... <. 

这 样 ， 在 假设 中 存在 要 找 的 过 程 X, 它 的 有 限 维 分 布 的 特征 函数 应 该 是 什么 
样 的 . 

回 到 给 定 的 函数 族 pa) 和 olst), 这 里 0 < s <t < оо. 现在 , 利用 前 面 所 述 
的 方法 导出 特征 函数 divna Fl Ge, ts. (О = о < < < tnn EN), JA 
后 利用 第 一 重 定 理 5. 

由 于 第 一 章 注 3, 该 定理 的 条 件 (a) 不 需要 验证 , 而 条 件 fb), 准确 地 说 是 条 件 
(b’), 意味 看 在 о, (А) 中 任意 变量 Am 用 0 代替 , 同样 满足 , 因为 根据 (1) HP 1 < т <n, 
有 


| 


O(tm—15 tm; U + Am+1 Ре Ап} (т, tm+13 Am+1 bet An) 
— C(tm—1, bm +13 Am+1 т. Ав). 


ARERR ER, 也 就 是 说 由 第 一 章 定 理 5 得 到 , 存在 所 要 找 的 独立 增 量 
过 程 . 显然 , Xo 的 分 布 就 是 要 找 的 分 布 Qo. O 
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注 1。 实 独立 增 量 过 程 的 定义 可 以 扩充 到 取 值 于 В”(т > 1) 的 过 程 . 这 时 , 定 
理 1 的 证 明 只 需 一 些 修改 . 如 , 在 (2) 式 中 的 矩阵 里 , 1 的 位 置 用 т 阶 单位 矩阵 In 
来 代替 , 且 研 究 的 是 Ap ЕВ", к 0,1,...,n. 


注 2. 独立 增 量 过 程 的 定义 不 仪 仅 是 在 半 直 线 [0,00) E WR T = N 和 过 
fE X = {Xat > 0} 有 独立 增 量 (BUX Xeo Xa — Xe, Xe — Xa 是 独立 的 对 
1 <ю<н <... <, 这 里 ,ti EN 对 neEN 和 j=1,:…,n), WIE X АИ 
构造 : Xt = Er +---+&,t М, 这 里 , {6}, 是 独立 随机 变量 序列 . 这 样 一 来 , 独立 
增 量 过 程 就 是 独立 随机 变量 和 组 成 的 随机 序列 的 自然 而 然 的 推广 . 


82. 我 们 知道 , 在 A(R) (或 ZR) 上 非 负 可 数 可 加 浮 数 称 作 局 部 有 限 测 度 ， 
如 果 对 任意 的 -oo < á <b < оо, A m/([a,b]) < оо. 


定义 2， 随 机 过 程 N = {N(t),t > 0} 称 作 具有 伴随 测度 т (这 里 п 是 局 部 有 
限 测 度 , m(R) = оо) 的 Poisson 过 程 , 如 果 满 足下 面条 件 : 

1) №(0) = 0 JLF ARAR. 

2) 过 程 М 是 独立 增 量 的 . 

3) 随机 变量 N(t) – N(s), RBO<s<t<wo, 具有 参数 为 m((s, 的 Poisson 
分 布 . | 

特别 地 , 如 果 m((s,t]) = (t 一 s) 和 ,0 < s <t< oo, 和 >0, 则 称 作 具有 常数 强度 A 
的 标准 Poisson 过 程 . 

一 般 假设 ， 其 有 参数 为 0 Poisson 分 布 的 随机 变量 , 则 认为 恒 等 于 0. 

由 定理 1 可 知 Poisson 过 程 是 存在 . 事实 上 , 如 果 有 了 这 样 的 过 程 , 则 根据 3) 于 
是 我 们 有 : 
s,t])(e’” –1) 


p(s, ti и) = фм.-м.(и) = е"! VER. 


对 这 样 定义 的 函数 (з, tiv), 0<s<t< oo0,v ER 定理 1 的 条 件 (1) 是 满足 的 ， 
因为 m((s,t]) = m((s,u]) + m((u,t]), 于 是 就 可 以 利用 定理 1， 作 为 初始 分 布 Qo 应 
该 取 集中 0 点 的 测度 . 

下 面 的 结果 很 有 意义 , 它 可 以 解释 如 何 构造 Poisson 过 程 的 轨道 . 


定理 2 (Poisson 过 程 的 显 式 构造 )， 设 561,é2,…. 是 具有 指数 分 布 的 独立 随机 
REFI, 其 分 布 密度 : 
A TAT > 0, 
pe, (2) = | о (4) 


0, xr < 0, 
这 里 入 是 正 的 参数 ,1 EN. 这 时 , 相应 的 更 新 过 程 (I.10) 乃 是 具有 强度 为 入 的 Poisson 
过 程 . 
我 们 将 不 去 证 明 它 , 因为 它 仅仅 是 借助 无 穷 小 矩阵 一 般 构 造 马 氏 链 的 一 种 特殊 
情况 (参见 , 第 六 章 , 练习 33). / 
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Я 1. WY = {Yi,t > 0} 是 根据 公式 (1.11) 所 定义 的 过 程 ,这 里 随机 变量 
注意 , 如 果 Z = {Zt Ор 是 实 独立 增 量 过程 和 h = h(t) 是 [0, оо) 上 非 随机 实 
РА Š, Л {Zi + h(t),t > 0} 同样 是 独立 增 量 过 程 . 因此, 如 果 S = {St > 0} 这 里 
= $ ny, 具有 独立 增 量 性 质 , 则 过 程 Y (参见 (L 11)) 将 是 独立 增 量 过 程 . 由 于 定 


理 2, 由 公式 (1.10) 给 出 的 过 程 X = {Xi,t > 0} 是 具有 强度 为 和 BY Poisson 过 程 . 
Ww olv) = Ee’ v e R. 考虑 到 Poisson 过 程 的 独立 增 量 , 同时 序列 {Ehen 和 
{13 }jeN 的 独立 性 ( 即 伴随 它们 产生 的 о - 代数 独立 ), 对 0<s<t 和 we 民有 


оо 
iS, —S, (у 9 
Ее!” (9:5) — \ | Fett (5-5: Ley АЦ, Х.=т} 


К, m=0 
k+m 

= У Eexp < iv У. 7; = k)P(X, — Х, = т) 

k ,m=0 j=k+1 

OS 
— P —s))™ ~ А(#– 8) 
= ) Р(Х, СО гЁ 

m! 

k=0 m=O 

— eMt—s(Sv)-1)_ (5) 


类 似 地 , 可 以 计算 出 过 程 {Set > 0} 的 几 个 增 量 联合 的 特征 函数 , 由 此 可 得 所 要 的 
结论 . 


§3. 介绍 一 种 最 重要 随机 过 程 


定义 З. 随机 过 程 W = {W(t),t > 0} 称 作 Weiner 过 程 或 Brown 运动 , 如 果 
满足 : 
1) W(0) = 0 几乎 处 处 . 
2) 过 程 W 是 独立 增 量 的 . 
3) 对 所 有 的 O< s < 上 < оо, 随机 变量 W(t) —W(s) ~ N(O,t—s), 即 随机 变量 
W(t) -W(s) 共有 参数 为 0 和 tt-s М Gauss (IEA) 分 布 . 
由 于 1)~3) 的 性 质 , 又 


— (0—5) — ET «)ы2 _ (ны? 
2 =e 1 .ee 2 , O<s<u<t, veR. 


保证 满足 定理 1 的 条 件 (1), 从 而 过 程 存在 . 
对 Weiner 过 程 W(t) = W(t) —W(0) ~ N(0, 六 ,因此 对 所 有 的 上 > 兰 0 有 EW (t) = 
0. MA OSs <t, WHT 


cov(W(s), W(t)) = cov(W(s), W(t) — W(s) + W(s)) = D(W(s) — W(0)) = 
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这 里 D 表示 方差 К, 对 Weiner 过 程 W, 当 s,t € [0, оо) 时 ,有 
EW(t) = 0, cov(W(s), W(t)) = min{s,t}. (6) 


注 3. 一般 地 说 , TE Weiner 过 程 的 定义 中 , 还 要 求 它 的 轨道 几乎 处 处 连续 的 
( 即 以 概率 1 是 连续 的 ). 186, 我 们 会 看 到 , CEMA BSP 1)~3), 同时 是 满 
АЕ HY. 


定义 4. BUF в" 的 , НН т 个 独立 + 连续 的 ) Brown 运动 {Wi(t),t > 0}, k = 
1,… ,m 组 成 的 随机 过 程 W = {W(t) = (Wi(t),--- , Wr (0), > 0} 称 作 多 维 (m - 
#£) Brown 运动 . 

在 这 个 定义 中 过 程 的 独立 性 应 该 理解 为 伴随 它们 产生 的 с - 代数 独立 (参见 , 第 
一 章 , 注 1). 这 样 的 随机 过 程 W 是 很 容易 得 到 . 事实 上 , 在 某 个 概率 空间 (Qk, Fk, 
Py), kK =1,---,m E, 给 出 相应 的 Brown 运动 Wi = {W,(t),t 2 0}. ЖЕ, & 


m 


(Q, F, P) = Qk, Fr, Pr) 
k=1 


并 且 , 类 似 于 公式 (1.46), Œ 9 上 可 以 扩充 定义 Brown 运动 Wy. 


$4. 现在 研究 Gauss 随机 函数 . Alt, SEM R 中 随机 向 量 Y 称 作 正 
态 的 或 Gauss № (表示 为 :了 ~ N(a,C)), 如 果 对 A є В" 它 的 特征 函数 oy(A) = 
Eexp{i(A, Y)} BU FÉR: 


yy (A) = exp fila А) 一 5 (С, ay = exp | 一 > ` nh ‚ (7 
k=1 k,m=1 
这 里 a € В", С = (сь)? ma) HAA KICK MARAE Я AB, (-,-) 是 在 К" 中 的 数 
( 标 ) BR, 并 且 具 有 了 欧 氏 范 数 (今后 , 对 行 、 列 向 量 作为 表示 都 是 一 样 的 , 不 再 加 以 
4p). Я VIM С ( 记 作 C > 0) 意味 着 对 所 有 的 入 є В", 有 (Сл, Л) > 0. 很 容 
易 验 证 条 件 C > 0 和 C = С" 等 价 于 下 面 的 一 个 条 件 : 对 任意 的 复数 z1,… n (对 
z=ut+iv,z=—u—iv, 这 里 uveR)F 


n 
>. сылка 之 0 (8) 
k,l=1 


众所周知 (参见 , 例如 , [85; 第 1 卷 , p.383]), 对 和 矩阵 С 和 任意 的 向 量 a є №", 
等 式 (7) 右边 的 函数 乃 是 荣 个 随机 向 量 Y 的 特征 函数 . 如果 С > 0, 即 对 任意 的 
入 关 0eR", 有 (СА, А) > 0, 则 随机 癌 量 Y 有 概率 分 布 密度 (相对 于 Lebesgue 测度 ) 


py (x) = (27)-"/2C|-V? ехр{—(С-К а), x — a)}, 
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这 里 IC| 是 С 的 行列 式 . 
对 了 ~ N(a, С), 不 难得 到 


а; = EYk, Ckm = COV(Yk, Уж), kym=1,---,n (n Bl). (9) 


定义 5， 在 概率 空间 (0, F, P) 上 的 实 随机 函数 X = {X(t),t > 0} ЖЕ Gauss 
的 , 如 果 它 所 有 有 限 维 分 布 是 Gauss 的 . 

换 句 话说 , X 是 Gauss 随机 过 程 ， 如 果 对 每 个 n є М 和 任意 选取 有 限 个 点 
ti Є T, (X (ti), X (tn) 是 Gauss HÆ. RSE) RR (в) 是 
有 限 个 不 同 的 点 即 可 . 下 面 我 们 要 介绍 一 个 今后 要 用 的 引 理 . 


引 理 1. Me У = (У1,.--,У,) Æ В" 中 是 Gauss 的 ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 
т, (т,У) = У т.р 是 Gauss 随机 变量 , HP T= ( т) ER’. 


k=1 


iE. WHY ~N(a,C). 这 时 , HF (7) АХМЕЖИ VER, 有 
Fe (mY) Бейит) 一 = exp fi (a, ит) 一 (Сит, и) = = exp f (a, т\и 一 (Cr. т)и "| ， 


BN (т, У) ~ N((a,7), (Ст, ту) (Al ит = (иту, VTn)). 
FH НУ, БЕГАЛ (т,У) ~ №ат, сз). 这 时 , (参见 (9), 对 п =1 的 情 
i) ar = Е(т,Ү) = È Tr EY, = (т, EY), 


с2 = 0(т, У) =D > e) 
-Vy TkTmCOV(Y, У, -Vv TkTmCkm = (CT,T), (10) 
k.m=l k m=l 
这 里 考虑 到 EY? < оо, =1,---,n ERS т, 使 得 7; = 1914 k Zj H ть = 0, 
可 以 看 出 Y; 是 Gauss 随机 变量 ). 对 任意 的 veR 
ivir, Y) . 122 
Fe 77 = exp 4 iva, 一 50т/ р. (11) 
在 (11) 式 中 设 и = 1, НЕ (10) 式 中 选取 а,,о2, 得 到 公式 (7), 也 就 是 说 , 向 量 Y 
是 Gauss 的 O 


§5. 研究 实 Gauss 随机 过 程 , 我 们 需要 下 面 的 定义 . 


定义 6. SHEMET XT EWER г = г(3, t) 称 作 非 负 定 的 , 如 果 对 每 个 mm CN 
和 任意 的 选取 后 二 ET, (r (te, tm)? yy 是 个 非 负 定 和 矩阵 . 





` 40. 随机 过 程 论 


定理 3， 设 a = a(t) 是 任意 的 实 函 数 和 7 =r(s,t) 是 对 称 非 负 定 实 函数 ,这 
里 st ET 这 时 , 可 以 找到 概率 空间 (Q, F, P) 和 在 其 上 的 Gauss Ш Х = 
{X(t),t € T}, 使 得 EX(t) = a(t) 和 cov(X(s), X(t)) =r(s,t) 对 所 有 的 s,t ЕТ. 


Ш. HERR ne NA rT = (t, ,tn) є Т" 引入 在 (R", A(R") 上 的 测 
E Q;, 具有 形 如 (7) 式 的 特征 函数 , 这 里 a = (a(t1),… altn)) 和 ckm = (Ё, tm). 
对 测度 Q, 显然 满足 第 一 章 定 理 5 的 条 件 (a),(b), 保障 了 这 些 测 度 的 相 容 性 ， 因 
th, 根据 Kolmogorov 定理 (第 一 章 ， 定理 4), 可 以 找到 概率 罕 间 和 在 它 之 上 的 ， А. 
有 有 限 维 分 布 为 Gauss 测度 ©, 的 随机 函数 X. 由 它 的 构造 可 知 , EX(t) = a(t) 和 
cov(X(s), X(t)) =r(s,t). Ш 


注意 , WEAR EX’), 这 里 t eT 的 任意 实 随机 函数 X = (X(t),t ET}, 
当 所 有 的 mn < Nb ET 和 和 ,XeER 时 有 下 面 不 等 式 成 立 


У cov(X (tk), X(tm))AgAm = соу ps А№һХ (te), У хе) >0. (192) 
k,m=1 k=] m= 

同时 有 cov(X(s), X(t)) = cov(X (t), X(s)). 因此 , 定理 3 中 的 条 件 , 对 函数 r= r(s,t) 
来 说 , HAA AAR r= r(s,t) 的 实 Gauss 随机 函数 存在 不 仅 是 充分 的 , 而 且 是 必 
要 的 . AURA Я SBRES (%) Gauss 过 程 的 协 方差 函数 类 相 重 合 . 


66. 研究 复 ( 取 值 于 С) Gauss 随机 过 程 , 我 们 需要 下 面 的 一 些 定义 . 


定义 7， 复 函数 R= R(s,t),s,t ЄТ, Т.Е, 称 作 非 负 定 的 , WR 
对 每 个 mr CN, 任意 的 ti, ,tn ЕТ MAPA z1, ,zn Е С, 有 


У zn Rtr, tm) > 0. аз) 
k,m=1 l 
定义 8. EMAR X = {X (t) t e T} ( 实 或 复 的 ) 称 作 L - 过 程 , WRR te T 
有 EXA < œ. МИЯ Я Е BK r(s,t) 由 下 面 公 式 给 出 : 


r(s,t) = E(X(s) — EX(s))\(X(t) —EX(t)), s,t ET. (14) 


定义 9， 设 E(t), n(t) 是 实 随机 过 程 ; 取 值 于 С 的 随机 函数 X = {X(t) = E(t) + 
in(t),t Е T} 称 作 Gauss 的 , 如 果 {E0 nO), t € T} 是 在 R? 中 的 Gauss WE, BM 
对 任意 的 пЄ М 和 所 有 的 tit sm ET [el (E(t1), (1), me E(tn), Mtn)) 是 Gauss 
的 . 


定理 4， 对 所 有 的 s,t eT, PAZARA R = R(s,t) 类 与 T° – Я Х = 
{X(t),t €T} 995 Ж т = 7(s,t) 类 相 重 合 , 进一步 说 , 与 复 Gauss 48 Х = 
{X(t),teT} 的 协 方差 函数 相 重合 . 
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УЕ. WRX ={X(t),teT} 12 – 18, 则 对 每 个 ne №, ERR titne 
T 和 所 有 的 z1,… ,zn EC 有 | 
2 
2 0, 


TL 


У. ZkX (tk) 


k=1 


` ZkčmT (tk, tm) = Е 
k,m=1 
ВЛ Ze eR r = r(s, t) 是 非 负 定 的 . 
Miz R = R(s,t),s,t € Т 是 非 负 定 函 数 . Ri(s,t) = ReR(s,t) 和 Ro(s,t) = 
ImR(s,t), st ET. М zk = uk t ivp k = 1,---,n, PEA (13) 经 过 分 解 实 部 与 虚 部 
形式 有 








Th n 
У, Riltkitm) (Ukum + кот) + УХ Roltk,tm)(UkUm — Ukum) 


k,m=1 k m=l1 
Th п 
+i] У Вы, в) кит — ика) + У Roltk,tm)(UkUm + ооа) | > 0. (15) 
Aym=l К,т=1 


由 (13) 式 , 当 n= 工时 看 出 对 所 有 的 上 < E R(t,t) > 4n = 2 时 任意 的 
ti to E T Fil 21,22 Є С 根据 (13) ThA 


РВ, ti) + 21Z2R(t1, t2) + Z122 R(t2,t1)+ [Zz2| R(t2,t2) > 0 


因此 ， z1ZoR(ty, t2) + Fy zR(to, ti) 是 实数 . 特别 地 , 当 21 = 22 = 1 得 到 R(ti,t2) + 
R(t2,t1) ЕВ HAAN tito ET. 取 а = 1, 2 = 二 i 同样 得 到 R(t1,t2) 一 R(t2,t1) ЖА 
数 . 这 样 , 对 ste T A Ri(s,t) = Ri(t,s) 和 Ro(s,t) = —Ro(t,s). 换 句 话说 , 对 任意 
的 s,t ЄТ, 有 R(s,t) = R(t, s), Ж R(s,t) 有 埃 尔 米 特 (Hermite) Нея. 因此 ， 
不 等 式 (15) 可 以 改写 成 (CA, A) > 0 的 形式 , 这 里 = (w, Un U 0а), (5) 
是 在 В?" 中 的 数量 积 , 而 С 是 实 对 称 非 负 定 和 矩阵, 它 由 4 块 组 成 : 


Ri(tk tm) Roltk, tm 
c= ( (т) Rolt ) | 16) 
К,т=1,... п 





— Кә (th, tm) Ry (tk, tin) 


由 于 第 一 章 注 4, 对 每 个 t, 存 在 取 值 于 R? 的 Gauss WHE {(E(t), n(t)),t Е Т), 使 得 


对 所 有 的 neN 和 1,… ,tn © T 向量 (E(t1),--- ,E(tn), nlth 9 (,)) ~ М0, С), 
这 里 由 (16) SUAS ЛЕНЕ С, 取 


X(t) = FEO — #60) ЕТ. (17) 
这 时 ,对 sre7 (注意 —Ro(t,s) = Ro(s,t),s,t ET) 有 


EX (s)X (t) 一 z t(s, t) — iRə(t, $) 十 iRa(s, t) + Rı(s, t)) 一 R(s, t). E 
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例 2， 设 f(t) 是 定义 在 某 个 集 上 的 复 值 函 数 (特别 情况 , ARB). 这 
时 , 函数 


R(s,t) = f(s)f(t), 8,#ЄТ 


是 非 负 定 的 . 
显然 , 条 件 (13) 是 满足 的 . 


注 4， 如 果 函 数 R = R(s,t) 在 集合 Tx LAPHAM, 则 对 任意 的 常数 
с> 0, 函数 cR(s,t) 也 是 非 负 定 的 . WAR В, = Rn(s,t) 是 在 集合 全 x 人 上 是 非 
负 定 的 , n = bN, 这 时 , 函数 S Ry (st) 在 7x 了 上 也 是 非 负 定 的 ， 如果 当 
п — со 时 有 Rn,(s,t) 一 R(s,t) HA s,t eT, 则 函数 R= R(s,t) 在 集合 TxT 上 
是 非 负 定 的 . 


定义 10. MA y=p(t)teT C RR 称 作 非 负 定 的 , MRS stcoTWs—teT 
并 且 函 数 R(s,t) = p(s — t) 是 非 负 定 的 . 

$ & 是 实 随机 变量 , 且 它 的 特征 函数 р = p(t),t є В. 很 容易 看 出 ER 上 是 
非 负 定 的 函数 . 于 是 有 


$] 3 下面 的 函数 是 在 R E L- 过 程 的 协 方差 函数 : 


r(s,t) = ¢os(s — t),r(s,t) = exp{ia(s — t) — (s — t)*o0*/2}, ХЕ, ac R,o 20, 
r(s,t) = exp{—A]s — t|},r(s,t) = exp{ 和 (exp{i(s —t)} —1)}, BH, A> 0, 
r(s,t) = (a – bls — t|)1/_a/oa/o(s —t), XE a > 0,b > 0. 


由 于 定理 4, 不 难 验 证 上 面 的 例子 都 是 不 同 Gauss 过 程 的 协 方差 函数 . 

在 第 七 章 , 我 们 将 回来 研究 这 样 的 随机 过 程 : 它 的 协 方差 函数 是 依赖 于 自 变 量 
之 差 的 . 

$7. 函数 的 非 负 定性 质 是 与 一 类 重要 的 希 尔 伯 特 (Hilbert) 空间 特性 相 联 系 的 . 

定义 11. МЖК: ТхтТ -+ С, RE Hilbert 空间 H (由 定义 在 下 Е, 复 值 函 
数 所 组 成 ) 的 再 生 核 , 如 果 满 足 

1°. 对 任意 的 te T, A K(t,:)e HH,， 

2° WEEN ГЕН MteT 有 (f, K(t,-)) = К, 
XE (.,.) A Н 中 的 数量 积 (内 积 ). 


定理 5 ( 阿 龙 扎 扬 (Aronszajn)). 复 值 函数 天 是 某 个 Hilbert 空间 的 再 生 核 
的 充分 必要 条 件 是 它 是 非 负 定 的 . - 
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HE. 必要 性 . tz К 是 再 生 核 . 对 任意 的 n Є N,¢1,¢2,°°- ,tn Є Г, 21,29, : 
ЕС, 有 


2 








Td Tt 
>. 2324К (13,44) = > zjZa(K (tj,-), (tq, °)) K(t;,-)l| 20, 
gal 1,9=1 1=1 








这 里 lull? = (и, и), иЄ Н. 
充分 性 . К Е ТхТ 上 的 非 负 定 函 数 . 研究 (К) — BAB K(t,:),teT 
的 线性 组 合 . 对 fog © Lin(K), 即 对 如 下 形式 的 函数 


f= aj K (ty, ), 9g = У. bg K (За, 小 (18) 
7 一 ] q=1 

这 里 ау, ба Є C, tj, tg Є TG 一 1,... ‚2,4 = 1,... ‚т, В, т Є №), 有 

fig) =Y Уа, Кё, ва). (19) 
j=1 q=1 
特别 地 ， 

(f,K(sa,')) -DK ti, Sq) = f(Sq). (20) 
既然 sq 是 了 中 任意 点 , 于 是 得 到 对 任意 的 函数 f s Lin(K) 性 质 2° 成 立 . 除 此 


之 外 , (АР = Уле ty)aj, 因此 对 f =0 有 (f.f)=0 


对 a ER, 研究 二 次 三 项 式 af 十 g,af +9) 20 的 判别 式 , 利用 标准 的 方法 得 到 
柯 西 (Cauchy)— 布 尼 亚 科 夫 斯 其 (Bunyakovskii)— W А (Schwarz) 不 等 式 


КЛ, o) SIFT 1911, (21) 


这 里 All := (h, h), Ил f, g, h € Lin(K). 

VER, РЖ (.,.) Æ Lin(K) LAA Soe RPA HM. RX Г © Lin(K) 有 
(f, f) = 0, 这 时 根据 (21) R, 对 任意 的 ge Lin(K) 有 (7,0) = 0. 由 (20) 式 可 以 看 出 
对 工 中 任意 点 ss 有 f(s.) = 0. 因此 , 由 (f,f) = 0 导出 /=0. 数量 积 的 其 他 性 质 
是 显然 的 . 应 该 强调 的 是 , 在 公式 (19) 的 给 出 是 适 定 的 , ВП (f,9) 不 依赖 f 和 9g 在 
(18) 式 中 表现 形式 . 事实 上 , 如 果 对 Lin(K) 中 元 素 有 f(t) = f(t) 和 g(t) = g(t) 对 
所 有 的 te ТТ, WA 


KED- (Я = о) + (о < If ААО = 
而 正如 前 所 述 , 有 |f — Л = 9-9 = 0. 
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依 范 数 ||. || 将 Lin(K) 完备 化 . 研究 “等 价 ”的 基本 序列 类 (参见 , 例如 , [35; 第 
2 章 , 83, 第 4 段 ]). 

设 {fn}n>1 是 在 Lin(K) 中 函数 的 基本 序列 , 即 当 n,m оо В, | № 一 fml| 一 0. 
利用 (21) 式 , 对 每 个 :eT 有 


Р) — fin(t)| = (fn = fm K, D| < А — РК, 2), 
这 里 考虑 到 已 证 的 性 质 2°, 有 KE, .) |? = (K(t,-), K(t,-)) = K(t,t) (对 Lin(K) 中 
的 函数 ). 这 样 , Lin( K) 中 序列 (0) > REE—E T Е f(t) = lim у (6). 
如 果 Lin(K) 中 的 基本 序列 {fp (5) >а 1 {9 (0) > 确定 相对 应 的 函数 f(-) 和 
(Л, 9) := lim (fn, 9n). 
很 容易 验证 , 这 个 极限 存在 是 不 依赖 于 与 给 定 函 数 f 和 9g 相对 应 的 基本 序列 的 选取 . 
Lin(K) 的 闭 包 记 作 H, 这 时 函数 f Е Lin(K) 自然 等 于 序列 {fajn 其 中 对 每 个 
пем у}, =f. 现在 不 难 相 信 , H Æ Hilbert 空间 , FLUAR K 为 它 的 再 生 核 ， 口 
根据 定理 4, 非 负 定 函 数 类 与 协 方差 函数 类 相 重 合 . 因此 , 任意 的 协 方差 函数 
г(8,1), s,t Ee 了, 可 以 看 作 具 有 数量 积 (.,.) NR Hilbert 空间 H 的 再 生 核 . 从 而 


r(s,t) = (r(s,-), r(t,-)). (22) 

由 定理 5 的 证 明 可 知 , 由 函数 rt), 这 里 te Т, 线性 组 合 的 闭 包 所 组 成 是 如 何 的 
“最 小 , 
对 L -E X = {X(t),te T} Я ІХ] 表示 Lin(X) 在 均 方 意义 下 的 闭 包 , 即 
随机 变量 X(t), t eT 线性 组 合 的 闭 包 . 

定理 6 (06/8 (Рагтеп)). Ж X = {X(t),t e T} 是 概率 空间 (O,F,P) 上 
中 心 化 (具有 0 中 值 和 协 方差 函数 了 = 二 7(s,t),s,t ET 了 ) М Г-Н. RA RRA 
再 生 核 7 二 7(s,t) 和 数量 积 (.,.) 的 “最 小 ”Hilbert 空间 . 这 时 , Æ (O,F,P) 上 存在 
中 心 化 的 12 - ЯЕ Ү = {Y (h), he H} 使 得 有 

ХО =Y(r(t,')), ЛЬЕТ 
(Y(h),Y(g)) = (1,9), 对 任意 的 h,g € H, 

这 里 随机 变量 等 式 成 立 是 几乎 处 处 的 , 而 对 Eon E L7(0,F,P), (En) = Ест. 这 时 , 空 
8} 矿区 НА 69. 


n 
МЕ. XÍ h = >. cer (tr, -) ЕН, ск Е С, ty ЕТ, Е = 1,.:. ‘nmn 2 1, w 
k=1 


= N Ck X (tk) (23) 
&—=1 
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m . 
对 函数 №, 9 = У) dgr(tg,-), 这 里 dj EC,sg ET,g=1,.,m,m 之 1 有 
g=1 


Th 


(Y (h), Y (g) -EF end, EX (tk) X уухай, r(tk, tq) = (h, 9). 
k=] 4=1. k=1 9 一 ] 

不 难看 出 , (23) 式 的 定义 是 具体 的 , 而 且 同 构 上 映射 疡 一 了 (P 可 以 从 Lin(K) 延 拓 到 
H, FRA RANE. Ч 

58. Wiener WE Gauss 过 程 类 中 的 一 种 过 程 

定理 7. Wiener 过 程 W = {W(t),t 之 0} 的 定义 (3) 等 价 于 下 面 的 : 

1°. W = {W(t),t > 0} Æ Gauss 过 程 ; 

2°. EW (t) = 0,t € [0, co); 

3°. cov(W (t), W(s)) = min{s,t}, 这 里 s,t € [0, оо). 


证 .首先 根据 定理 3, 具有 1°~3° 性 质 的 过 程 是 存在 的 . 事实 上 , 由 公式 (6) 看 
出 Wiener 过 程 有 协 方差 函数 r(s,t) = min{s,t}, 这 里 s,t € [0, оо). 因此 , 由 (12) 式 
得 出 这 函数 是 非 负 定 的 . 

设 过 程 W = {W(t),t > 0} 满足 条 件 1°~3°, 验证 满足 定义 3 中 的 1)~3). 

性 质 1) 显然 的 , 因为 DW(0) = cov(W(0),W(0)) = min{0,0} = 0. 在 В" 中 
Gauss В] Е У ~ №а, С) MAAS ( 非 随机 ) 元 素 的 矩阵 A = (аһ т) mais 由 (7) 式 
和 (3) 式 有 

AY ~ N(Aa, АСА), (24) 


Шо<у <... <tn. ЖЕНЕ А, 使 得 将 Gauss НИНЕ (W(0),W(t1),---, 
W(tn)) Е Ret! 变换 为 : 


W (0) / 100... ... 0 W (0) 

W (t1) — W(0) 10... ... 0 W (ty) 

W (t2) — W (t1) — 0-11... ... 0 W (25) 

W (tn) — W(tn—1) 00 0 -1 1 \W(tn) 


根据 (24) st, 向 量 (W(0), W (t1) — W(0),--- W(t) — W (tn-1)) 是 Gauss №. 

S Gauss 向 量 的 坐标 是 相互 独立 的 当 且 仅 当 协 方差 矩阵 是 对 角形 的 . (这 是 由 于 
随机 向 量 有 独立 的 坐标 当 且 仅 当 它 的 特征 函数 能 分 解 为 坐标 的 特征 函数 的 乘积 ; 对 
Gauss 向 量 需 要 利用 公式 (7).) 在 我 们 的 情况 , 这 个 “对 角 ” 的 性 质 是 满足 的 , 因为 


cov(W (tr+1) 一 W (tk), W (tm+1) — W (tm)) = min{tk+1, tm+t1} — min{tx4, tm} 
— min{tk,tm+1} + min{t,, tm } = 0, = k 天 т. (25) 
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因此 , 已 经 构造 出 的 过 程 是 独立 增 量 的 , 即 性 质 2) 成 立 . 随机 变量 W(t) – W(s) 有 
Gauss (IEAS) 分 布 (EE Gauss 回 量 的 部 分 坐标 组 合 而 成 的 向 量 , 所 以 也 是 Gauss 
的 ), 且 均 值 为 0, 类 似 (25) 式 可 以 找到 D(W(t) — W(s)) =t- s, 对 上 > в. 这 样 , 性 
质 3) 成 立 . 

相反 的 , 设 过 程 W = {W(t),t > 0} 满足 定义 З. 这 时 , 成 立 (6) sh, 即 条 件 2° 
和 3° 成 立 . 重新 利用 (24) 式 , 得 到 过 程 W 的 Gauss Ж, 即 1°. O 

59. 我 们 来 说 明 如 何 给 出 具有 以 概率 1 轨道 连续 的 Wiener 过 程 的 显 式 构造 . 

自 完 构造 在 区 间 [0,1] 上 的 过 程 . 为 此 , 引入 Haar ЖА Н, (0), є [0,1],k = 
1,2,.-.: 


Hy(t)=1, H(t) = 110,1/2(t) — 10/2100), ©, 
Helt) = PPn O nat), 2% kst, 
这 里 
Т.к 一 lan, k, n,k 十 277-1], Ја к — (алк 十 2-"-1, ат, К + 2 "| 
ank = 2" —2"—1) (пем) 


(参见 图 6, X} k > 2). 





图 6 


函数 系 {Нь} 在 具有 Lebesgue 测度 L7((0,1]) 空间 中 是 完备 的 标准 正 交 系 , 其 

AB | 
(fa) = | 50909 Fg e L1) 

事实 上 , 函数 系 (M) 的 标准 正 交 性 是 显然 的 , 而 完备 性 是 因为 利用 该 系 中 函数 
Н, 的 线性 组 合 , 可 以 表示 出 以 2 进位 有 理 数 为 区 间 端 所 的 示 性 函数 , 例如 ， 

10,1/2] = (Hı + H2)/2, Layo) = (Ai — H2)/2, 

1(0,1/4] = (liolja + (1/У2)Н2)/2, 101/41 = (Цои = (1/У2)Н)/2,:::, 

Vian kan +27” 1] 一 (Lian kan x+2-n] + 2—"/?Н,) /2, XY 2” < К < 27+ 
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第 二 章 
因此 , 任意 的 函数 fe Ld) 可 以 表示 成 
f=) Af, Нь) Нь, (26) 
k=1 
这 里 , (26) 式 右 边 级 数 的 收 合 性 是 在 C7 ((0,1]) 中 . 同样 , 根据 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 
AA б 
k=1 


(Schauder) 函数 (参见 图 7): 


~ йа 


现在 , 利用 Haar 函数 来 定义 绍 德 有 
£ 
Si (t) = | H, (y)dy = (Цол, He), te [01], КЕМ. 
0 





509 (21) 






ee ss e пои пни тии пони Н пни 


» 


图 7 


今后 , 我 们 需要 下 面 2 个 引 理 . 
引 理 2， 设 数列 {ак}, В К > о, MRR Е < 1/2 Ж ay = О(К), 这 时 , 在 


0,1] 上 级 数 5 45, ( А, 且 极 限 是 [0,1] 上 连续 函数 
k=1 


Ш. 由 于 , 对 任意 的 keN Alt >0,S,(t) 20, 只 需要 证 


Вт = sup > lakSt 2 0, # т — оо. 
t€[0,1] „2, 


我 们 有 , MEP К > 1 和 茶 个 c> 0 有 |ar| < ске. 因此 , 对 所 有 的 te [0,1] 和 


nm 2 1 有 
У. ак | Se (#) < co(ntle Si (t) < cgintegrn/2-1 < с0Е—т(/2—=). 
2" <k<arti 2" << 291 | 
我 们 考虑 到 t 仅仅 只 是 在 一 个 不 相交 的 函数 Si 文 撑 中 , 27 < кот 则 对 天 有 
0 < Sk(t) < 277/27), 根据 条 件 s < 1/2, РЖ, 当 m 一 оо 时 , 有 


Rin < с У 2-9 40, o 


nem 
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З З. 设 概率 空间 (О, ЯР) 上 (不 一 定 是 独立 的 ) 随机 变量 序列 总 ~N(0,1)， 
КЕМ. 这 时 , 对 任意 的 c> 212 fo P- 几乎 所 有 的 weEQ, 可 以 找到 № = №(о, с) є 
N, 使 得 , 对 所 有 的 开关 №, 有 (6. (w)| < cln k)! 


ШЕ. XF €~N(0,1) 和 任意 的 zZ>0 
P(E > =) = (27) 1? ] ^ exp{—y?/2}dy = (2т)- № ] “(-1/y)d(e-?*/?) 
mont (etn [pte <e, ва 
从 而 , XRRR x > 0 
P(E] > 2) < 2712/1) 2e". (29) 
因此 , Xf e> 21/2 


NO P(lEk] > с(ш k) 1/2) < с (2/2 》 ke Pink)? < оо. 


k22 k22 


根据 Borel - Cantelli 引 理 (参见 , [85]; 第 1 卷 , p.327) 所 指出 的 : 如 果 У`Р(А,) < оо, 
ke 
则 无 穷 多 个 事件 A, 发 生 只 是 0 概率 , ВР U a) =0. 由 此 可 得 结论 ， Oo 


п kən 
值得 注意 的 是 , 与 (28) 式 同时 有 下 面 的 估计 式 : 
P(E > х) ~ х7 К2т)-И?2е-7 /2 当 z оо. (30) 


$10. 借助 于 独立 的 标准 Gauss 随机 变量 序列 (在 区 间 [0,1] Е) 来 构造 Weiner 


定理 8， 设 {E} 是 在 某 个 概率 空间 (0,Я,Р) 上 具有 标准 正 态 分 布 N(0,1) 
的 独立 随机 变量 序列 . 假设 对 te [0,1l,w EQ, 有 


– У ék (w) Sg). , (31) 
k=] 
іХ ЕЈ, W = {W(t),¢ € 0, ЖА [0,1] 上 的 Weiner WH, 且 以 概率 1 具有 连续 的 
轨道 . 


ik. 根据 引 理 2 和 3, 级 数 (31) 在 [0,1] 上 几乎 处 处 一 致 收敛 和 级 数 (31) 构造 
出 过 程 W = TWO,te 0,1} 具有 几乎 处 处 连续 轨道 . 现在 需要 验证 满足 定理 7 中 
的 条 件 1°~3°. 为 此 , 首先 要 证 级 数 (31) AMZ [0,1 上 几乎 处 处 一 致 收敛 , 而 且 对 
每 个 t € [0,1] 2) WKS. 
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Xf nym e N Alt € [0,1], & Z,(t) = be Ek Sk (Е), 于 是 


mim ntm nm 








E|Zn4m(t) — Zn(t)? = Е! X 5, ol = XO >》 Selt)Si(t)EEné 
k=n-+l1 koen+liz=nt+l 
п-т 
= >, 500). 
k=n+1 
我 们 有 六 5200) < So (272-1) < co， 因此, 在 完备 的 LO) = LO, F, P) = 


间 保 证 对 每 个 te [0,1], 序列 {2,0} 存在 L? - 极限 20, 即 当 n > оо 时 , 有 
E|Z,(t)—Z(t)|? — 0. 由 (31) 式 可 知 对 每 个 te [0,1] Sn — оо NF Z(t) > Wt) Л, 
平 处 处 . 因此 , 有 Z(t) = W(t) 几乎 处 处 . 因为 (参见 , 例如 , [85; 第 1 4, p.328) 不 管 
是 几乎 处 处 收敛 , 还 是 均 方 收 和 敛 都 导出 依 概 率 收 敛 ， аа ОТНИ 
限 是 唯一 的 (准确 到 “等 价 ”). BORE, 当 n оо 时 ,对 te [0,1], E Z(t) ——> wa). 

我 们 求 由 (31) 式 所 定义 过 程 W 的 中 值 和 协 方差 函数 . 既然, 对 所 有 的 neN 
Al t € [0,1] E EZ, (8 = 0, W% n + œ 时 有 


JEW (t)| = [EW (t) — EZ, (t)| < (EJW (t) – Z,(t)|?)'/? 0. 
因此 , 对 所 有 的 te [0,1], A EW(t) = 0. | 
注意 数量 积 的 连续 性 , 于 是 对 任意 的 s,t € [0,1 有 
(2.(8), Zn(t)) гоу — (W(s), W(t))L2(0) = EW (5) W(t) = соу(И/ (8) И (2). 
序列 {Eh 的 元 素 是 独立 的 和 等 式 EE? = 1k EN, 于 是 有 
(2,05), Zn(t))12(0) = EZn(s)Zn(t) = У 54 5) Sp (ЕЁ 一 S~ Si (5) (s)S,(t), Ши = оо. 


k=] k=1 


根据 (27) 式 二 Sk(s)}Sk(t) = У (Hes o,s) Hes Yow) = (10,5), Ноя) = min{s, t}. 
因此 cov(W (s у W (t)) = min{s,t}. 
最 后 , 利用 引 理 1 来 验证 构造 出 的 过 程 W 是 Gauss 的 . 


取 r = (TL, т Tn) с R”,ti, e tn Є [0, 1], 研究 随机 变量 Y= x Tm W (t m)» 
=1 
Y = 》 tm > 5% (т) = У brér, (32) 
m=1 k=1 k=1 


这 里 bp = bpl Tait stm) = У TS (tm) 而 级 数 (32) 右边 既 几乎 处 处 


收敛 又 是 [2(Q) 收敛 (因为 级 数 的 部 分 和 具有 这 个 性 质 )， 注 意 , yw = 之 bby ~ 
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N(0, 0%), 这 里 o% = У 2, 于 是 得 到 EY? = 02 一 EY? = о? (在 LUQ) 中 元 素 的 收 
敛 导 致 它们 范 数 的 收敛 )， 由 于 几乎 处 处 收敛 性 又 是 LN) 中 收敛 性 导致 随机 变量 
o Ух 依 分 布 收敛 到 随机 变量 Y (用 Ум 2, Y = Ух Law, Y 来 表示 ). Ра М oo 
时 , 有 

pyn (A) = exp{—oNN /2} 一 exp{—0°A?/2} = py (à), AER, 
ВУ ~N(0,o7). 这 样 构 造 出 的 过 程 W 是 Gauss 的 . 定理 得 证 . 0 


由 第 一 章 的 定理 7 得 出 , W = {W(t),t € [0, Ц) (和 任意 它 的 修正 ) 是 多 | 多 (C(I0， 
1])) — 可 测 的 随机 元 


定义 12. 构造 出 随机 元 W = {W(t), t € [0, НЕ o ~ АЖ 多 (C(I0,1])) 上 的 概 
ЖЛЕ Wiener 测度 用 W 来 表示 . 


$11. 现在 构造 [0, оо) 上 Wiener 过 程 W. 利用 第 一 章 定理 2, 在 某 个 完全 概率 
空间 (Q, F, P) 上 给 出 独立 随机 元 Wa = {W,(t),t € [0,1]};n CNR, BM we 
和 在 2(С(10, 1)) 上 的 Pw, = W, W,.(-,w) Е C([0, 1]). 

借助 于 过 程 И’, ERE “HER” RENEE [0, оо) 上 的 过 程 W, 即 设 


Wi(t,w) 对 t € [0,1), 
W (+, ш) = k 33 
(tw) У Wi(1,w) + Weqi(t—k,w) Ма ЕЕ, КЄМ. (33) 
j=1 
WAW (1) 





定理 9. 由 公式 (33) 所 定义 的 过 程 W 是 在 [0,00) 上 的 Wiener 过 程 . 这 个 过 
程 的 所 有 轨道 是 连续 的 . 

ik. 根据 构造 过 程 W 轨道 是 连续 的 、 显 然 的 , Н W(0) = 0. 验证 过 程 У А 
有 独立 增 量 , НХ о; << o W(t) —W(s) ~ N(0,t— 8. 

如 果 , ХЕ k > 0,8,t € [k,k-+1), № 


W (t) — И’ ($) = Writ — k) — Wr41(s — k) ~ N(O, # — 8). 





第 二 章 WISE. жа Не . 51 ， 


如 果 se lk,k 十 1), Є [т,т 41), 这 里 < т, W 


[s,t) = [s,k + DU 时 +1, t) у Шт) = | 


k<l<m led 


(参见 , 图 9). ВШ, 


W(t) — W(s) = W(k +1) — W(s) + У (и - WO + W(t) – И (т) 
k<l<m 
— С 十 >. С + бт. (34) 
k<l<m 





注意 ， 随机 变量 Ср,‘ . ‚Сн 是 独立 的 ， Е. С; ~ N(0,07),2 一 К... ‘m, 因此 Ck + 
СЧ (0, 5 Ў ор). 从 而 W(t) — W(s) 的 分 布 是 正 态 的 N(0,t 8). 


考虑 到 , 选取 由 彼此 不 相交 独立 随机 变量 作 变量 的 可 测 函 数 ， 它们 是 独立 的 , 类 
似 的 讨论 可 以 验证 过 程 W 有 独立 增 量 、 口 

今后 , 都 假定 所 研究 的 Wiener 过 程 都 是 几乎 处 处 的 轨道 是 连续 的 . 
补充 与 习题 

对 两 类 具有 代表 性 的 独立 增 量 过 程 
已 经 给 出 了 定义 ) 作 进一步 的 研究 . 

1. 试 求 具 有 强度 为 和 的 Poisson WHI MA Е, 试 与 Wiener 过 程 的 协 方 
Ze PRI BN ELAR. 

2. wr=r(s,t) 是 非 负 定 函数 (s,t eT, 这 里 了 为 某 个 集合 ). 是 否 存在 非 Gauss 
过 程 X = {Xi,t ET}, 且 对 所 有 的 s,t ET 有 cov(Xs, Xt) = r(s,t)? 

3. 试 证 , 如 果 已 (zl ,zm) 是 具有 正 系数 的 п NEMA (т 个 变量 ), re(s, Р) 
(k = 1,---,ms,t ЕТ) 是 协 方差 水 数 , 则 Р, (71 (3,8), ,Tm(s,t)) fia) EE PT FE 

4， 设 在 空间 (0,F%,P) Е L - WHE X = {X є Т}, PIX) 表示 在 空间 
(Q, F, P) 中 所 有 НИ e 工 线性 组 合 的 闭 包 . 试 证 , WR X A Gauss 过 程 , 则 L [X] 
是 Gauss 系 , 即 对 任意 的 пе М 和 任意 的 У,,...,У, Е LIX), 问 量 (Y1,---,¥n) 其 
有 Gauss 分 布 . 





Brown 运动 和 Poisson 过 程 (在 第 二 章 
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5. (和 目 动 模式 性 质 )， $ И’ = {Wi,t > 0} A Wiener WH, с 为 正常 数 . 试 证 , 过 
Fe X =< X(t) = -=X (ct), t > 0} 是 Wiener WE. 

6. 试 证 定理 8, 即 验证 Wiener 过 程 的 原始 定义 , 也 就 是 说 在 定理 8 PRA 
(31) 给 出 的 过 程 具 有 独立 增 量 . 根据 Doob 定理 (参见 附录 5), 这 个 过 程 有 连续 轨道 
时 目 然而 然 的 是 Gauss 49. 

研究 在 第 一 章 例 1 中 , 在 Rm 中 的 随机 游 动 , 即 过 程 部 分 和 S = {S,,n > 0}, 这 
里 5, = So + 61 十 … +&.n 2 1, 和 1,69," 为 独立 同 分 布 随机 向 量 . t So = 0. 
许多 场合 关心 的 是 , 游 动 的 轨道 充满 空间 в” 的 那 一 部 分 , 以 什么 样 的 概率 达到 这 
个 或 另外 一 个 集合 等 问题 . 这 类 问题 的 经 典 例 子 是 在 概率 论 教程 中 的 财 徒 破产 问题 
(参见 , [85; 第 1 卷 , p.109], 同样 参见 第 四 章 例 т). 在 读 过 第 六 章 关 于 马 氏 过 程 以 后 ， 
回 到 下 面 给 出 随机 游 动 的 一 些 结果 将 是 非常 有 益处 的 . 为 此 , 我 们 需要 一 些 概念 . 


定义 13， 称 作 在 R” 中 Borel 集合 В, 过程 9 = {5%,n > 0} 的 占 位 (随机 的 ) 
测度 是 随机 变量 | 
(В) = 》 Lis ep}. 
n 之 0 


与 这 测度 и = р.) 相对 应 的 强度 ( 非 随机 的 ) 测度 v =v(.) 由 下 面 公式 给 出 : 
„(В) = En(B)= > P(S, € B), Be BR”). 


п20 
EN 14. V(x) 表示 在 R” PUA r APOW = > 0 为 半径 的 开 球 , 引入 下 面 
的 集合 : 


R= ( \ {a Е В” : u(V.(x)) = оо} 一 一 ЖЖ, 


М = [\{ E R” : v(V.(x)) = оо} 一 一 平均 常 返 集 ， 
Е>0 
A= ){x ЕВ” : (У, (2)) > 0} 


=>0 





TER. 


定理 10 (关于 二 分 法 ; SM, ЯМ, [146;р.137]). Æ R” +, 根据 (19) SR 
的 随机 游 动 5 的 实现 仅仅 是 下 面 两 种 情况 之 一 : 

1) R= MM =4 和 该 集合 是 在 及 中 中 的 闭 半 群 . 

2) R=M =Ø 和 当 n 一 00 时 , 几乎 处 处 |5%| 一 оо. 

定义 15， 随 机 游 动 称 作 常 返 的 , 如 果 在 定理 10 中 有 性 质 1) 成 立 , 和 非常 返 的 
(或 暂 留 的 ), 如 果 性 质 2) RA. 

т. 试 证 , WHR S= {5%,n > 0} 是 在 К" 中 常 返 的 随机 游 动 , 则 对 每 个 КЄ М, 
游 动 5) = {Snk,n > 0} НЕХ. 

下 面 是 钟 开 莱 (Chung) — 富 克 斯 (Fuks) 给 出 的 随机 游 动 常 返 准则 . 
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定理 11 (关于 常 返 性 ; 参见 , PIR, [146;р.139]). 在 В” 中 ， 随 机 游 动 9 = 
{Sn,n > 0}, So = 0, Sn = & + ot énn 之 1 是 常 返 的 当 县 仅 当 对 任意 的 & > 0, 


1 
sup Re o) dt = со; 
О<т<1 人 G —rf(t) 


这 里 (РЕВ 是 随机 商量 é 的 特征 函数 ， 
8. 设 随 机 变量 & 在 及 中 具有 参数 为 a є (0,2) 的 对 称 稳 定 分 布 , BN ee 
f(E) = Бей =e", teR, c>0. (35) 


试 证 这 样 的 a - 稳定 随机 游 动 , 当 a > 1 是 常 返 的 , 4a < 1 是 暂 留 的 . 

9. HS ={S,,n > 0} ЖЕ" (т > 2) 中 的 随机 游 动 , 且 回 量 &, 的 各 个 坐标 是 
独立 的 , 具有 a - 稳定 分 布 (参见 习题 8). WER, Ч о 是 什么 样 值 时 候 是 凋 返 的 ， 
又 是 什么 样 值 时 候 是 暂 留 的 . | 

被 称 作 在 R™ 中 随机 游 动 = {Snn > 0} 的 对 称 化 是 序列 5 = {Snn > OF, 
它 与 序列 {Sa — Shn > 0} 同 分 布 , 这 里 5, = {Sin > 0} 是 序列 {5%} 的 独立 复 
制品 (可 以 认为 是 构造 序列 {Enn > 0} 的 独立 复制 品 {&,п > 0}, В. 56 = 0,5% = 
L =, пе N). 
= 

10. Е, 如果 随 机 游 动 5 = {Snn > 0} 是 常 返 的 ,， 则 随机 游 动 的 对 称 化 
S={S,,n > 0} 也 是 常 返 的 

11. 试 证 , 在 Rm 中 随机 游 动 $= {Snn > 0}, WR 

a) 当 m=1 Н n > on tSn 一， 0; 

b) ЕЁ, = 0 和 El < оо, 4 т = 2. 则 是 常 返 的 . 试 举例 说 明 这 条 件 是 充分 的 
但 不 是 必要 的 . 


定义 16， 最 小 闭 集 F cS, 使 得 A(S\F) = 0 称 作 拓扑 空间 5 的 Borel а - 代 
数 上 测度 入 的 支撑 . 


12. 设 S = {Snn > 0} 是 在 中 的 随机 游 动 , Be, 具有 对 称 非 退 化 分 布 , H 
有 有 限 的 支撑 . 试 证 , 这 样 的 随机 游 动 是 常 返 的 . 


定义 17. 由 测度 Pe, 的 支撑 线 性 闭 包 所 产生 的 子 空间 在 В" 的 维 数 称 作 随 
机 游 动 (1.9) 的 有 效 维 数 . 


13. 试 证 , 如 果 随 机 游 动 的 有 效 维 数 不 小 于 3, 则 随机 游 动 是 暂 留 的 . 
在 R” 中 随机 游 动 具有 


P(& = e;) =Р(& = —e;) = (2m)~", t= 1,: ,Mm, 
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这 里 向 量 е; 的 第 i 个 坐标 为 1, 其 他 为 0. 称 作 在 R? 中 最 简单 的 对 称 随 机 游 动 . 这 
种 游 动 可 以 模拟 “粒子 ”运动 , 它 在 任意 的 坐标 办 上 任意 的 方 癌 , 都 以 相同 的 概率 移 
动 1 个 单位 . 

由 习题 13 的 结果 得 到 著名 的 波 利 亚 (Polya) 准则 (参见 ; [78; 第 1 卷 , р.374)), 
即 在 R” 中 最 简单 的 对 称 随机 游 动 , 当 т > 3 时 , 是 非常 返 的 . 在 [78] F, 证 明了 ， 
当 m=1 M m = 2 SPENSER IRA (为 此 , ЗЕ) (Feller) 指出 “条 条 道路 
3А 2 1”). . | 

14. (与 前 面 关 于 随机 游 动 结果 相 比 较 ), 试 证 , 在 R” 中 最 简单 的 对 称 随机 游 动 
所 摘 述 的 粒子 轨道 ,以 概率 1 有 无 数 次 日 相交 , 即 以 概率 1 粒子 过 到 它 以 前 曾经 到 
过 的 位 置 . | 

在 瓦尔 德 (Wald) 统计 序列 分 析 中 , 随机 游 动 找到 了 重要 的 应 用 . FOX, Xa 
是 在 R” 中 的 独立 同 分 布 随机 向 量 , 对 它们 提出 两 个 假设 : 

Но: X1 的 概率 分 布 密度 为 ро(х), x e R”, 

Ні: Xi 的 概率 分 布 密度 为 р(х), x Е Вт. 

要 求 根据 Xj j=l, 的 观测 来 区 分 这 两 个 假设 . 假设 密度 pi(7x),i = 0,1 是 在 R” 
中 的 正 函 数 , 引入 对 数 似 然 比 


ен eaea e бея). этем 


Wald 对 区 分 这 两 个 假设 问题 的 实质 , 是 选取 两 个 “边界 ”a,b 这 里 a < 0 < 8, 
TER (n, Sn) 是 在 带 状 区 域 {(х,у): X 2O0,a <y < b} 内 以 前 ; 不 具备 区 分 这 两 个 假 
设 的 解 (与 允许 继续 进行 观测 的 诺 伊 曼 (Neumann) -皮尔 还 (Pearson) 统计 途径 
不 同 ). SENA Fe KE “aR” IN, 接受 假设 Н, 作为 解 (这 时 , 有 
Sn > b), 而 当 随 机 游 动 首先 穿 过 区 域 的 下 面 “边界 ”时 , 接受 假设 Но 作为 解 (这 时 ， 
有 5, <a). 在 这 里 我 们 将 不 停留 如 何 选取 这 些 “边界 ”的 问题 , 对 研究 推广 的 例子 ， 
参见 小 册子 , 例如 , [84]. 

15. 试 证 , WR P(é, 5 0) = 0, 则 一 维 随机 游 动 , 将 以 概率 1 ЕВЕ ЗАМ 
(a,b) 的 带 状 区 域 a <0 <b (注意 , So = 0). 

许 许多 多 的 著作 都 涉及 随机 游 动 , 参见 , 例如 , [74], [78; 第 1 卷 , 第 14 章 ; 第 2 
卷 , 第 12 章 ], [123; 第 3 章 ], [146; 第 8 章 ]. 关于 应 用 随机 游 动 到 数学 储藏 理论 , 参见 ， 
例如 , [1]. 同样 应 提 到 在 随机 过 程 的 理论 中 有 着 强 发 展 趋势 的 方向 在 随机 介质 
中 的 随机 游 动 . 其 模型 的 主要 思想 是 粒子 转移 到 新 位 置 的 概率 本 喘 是 随机 的 , А. 
赖 于 该 粒子 所 在 的 位 置 (参见 , 例如 , [141]). 还 有 相对 于 随机 介质 更 复杂 的 模型 , 例 
如 , 与 磁场 相关 的 (参见 , 例如 , [166], 以 及 那里 的 参考 书目 ). 

回顾 , 根据 (1.56) 定义 了 随机 过 程 在 一 点 的 随机 连续 , 而 在 一 个 集合 的 随机 连续 
束 是 在 该 集合 的 每 一 点 随机 连续 . 
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类 似 于 著名 的 勒 贝 格 (Lebesgue) - ЎТА RW (Stieltjes) 测度 的 分 解 定理 , 即 分 
解 为 离散 的 , 绝对 连续 的 和 奇异 的 部 分 (参见 , 例如 , [35; p.410]), 有 下 面 的 定理 ( 参 
见 , 例如 , [73; p.163]). 

定理 12 (Levy). 所 有 的 独立 增 量 随机 过 程 X = {X(t),t > 0} 具有 如 下 的 
表示 : 

XA =m FY) + 20), t20, 
这 里 m(t) 是 非 随机 的 函数 ,Y = {Y (t) t > 0} Fe Z = {Z(t), t > 0} 是 独立 的 独立 增 
量 过 程 , HY 是 在 [0, оо) 上 的 随机 连续 过 程 , 而 2 是 纯 离散 随机 过 程 , 即 过 程 有 如 
下 形式 : 
Z(t) = У & Lee, ce} + У 610,6. 
k k 


BT = {tp k CN} 是 (0,00) 上 的 某 个 可 数 集合 , 而 {EEr KEN} 是 总 体 上 独立 


的 随机 变量 . 
回 到 研究 一 类 特殊 的 独立 增 量 随机 连续 的 实 随机 过 程 . 从 三 个 简单 的 练习 开始 . 
16. HX = {X(t),t € |а, р 是 在 每 一 点 te [a,b] 上 连续 实 随 机 过 程 . 这 时 , 随机 


过 程 X 是 在 la, b) 上 一 致 随机 连续 的 , 即 对 任意 的 s,y > 0 可 以 找到 人 A = Ale, y) > 0, 
使 得 , ШЖ |s 一 + < A,s,t € la, 0), 有 


P(X- Xs| > =) <7. (36) | 
除 此 之 外 , 随机 过 程 X 依 概率 有 界 , 即 
lim sup P(|X;| > с) = 0. (37) 


C™ O° Е [a,b] 


17 (RIBS (Ottaviani) 不 等 式 ). 设 Yi,- Yn 是 独立 实 随机 变量 , НХ 
某 个 a є [0,1), 20, 对 上 =1,… ,nn 有 


Р(|5, — Sp] 2 г) <a, (38) 


k 
这 里 5, = У Y;, Е, 对 所 有 的 >06 
j=l 
] 
Р (прах 156 2r+ e) < PS > с). (39) 


18. KX = {Xi,t 00, оо)} 是 独立 增 量 过 程 , 且 在 [0, оо) 上 随机 连续 , АЛЕ 


P sup [Х| <оо | = 1, (40) 
tE MAJO, co) 


这 里 м 是 直线 上 二 进位 的 有 理 数 集 . 
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定义 18. 定义 在 [0, оо) ЕЛЕ ЕЕ (0,00) 都 是 右 连 (连续 ) ARM (极限 存在 ) 
的 实 函 数 全 体 D([0, oo)) WERNA F Æ 418 (Skorokhod) 2 М. 

这 个 空间 借助 于 特殊 的 距离 (参见 , [2, 814) 可 以 变 成 Polih 空间 .这 个 空间 
中 的 函数 通常 称 作 右 连 左 极 (cadlag) 函数 ( 它 是 由 法 语 : continue à droite, limite А 
gauche( f 连续 ， 左 极限 存在 ); 还 用 rel, 是 由 英语 术语 : right continuous, left — hand 
limits ( 右 连 续 ， 左 极 限 存 在 ) TX). 

借助 于 习题 16~18, 与 后 面 将 证 明 的 Doob 不 等 式 (第 六 章 , 引 理 6) 可 以 证 明 下 
面 的 定理 (参见 , [39; 第 1 卷 , p.70~72]). 


定理 13. 在 [0, œ) 上 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 具有 修正 , 使 得 其 轨道 是 在 空 
М D([0,00)) F. 


19. 试 证 , Poisson 过 程 是 在 [0, оо) ЕВЕ 87. 

独立 增 量 随机 连续 的 实 随机 过 程 , 其 有 限 维 分 布 的 刻画 可 借助 于 下 面 两 个 定理 ， 
它们 分 别 是 属于 尘 钦 (Khinchin) 34 (Levy) HY. 

定理 14 (Khinchin 公式 ; 参见 , 例如 , [39; #145, 816). HX = {X,t > 
0} 是 独立 增 量 随机 连续 的 实 随机 过 程 . 这 时 , TERN tS 0 和 所 有 的 ACR 特征 
函数 有 

Еехр{ АХ; } = exp f: (iad + J 9(А, диб) | (41) 

这 里 , a € 展 ,v 是 (К) 上 的 有 限 测 度 , 和 


g(A,2) = | (ехр{1Ах} – 1 – А зіп т)(1 4 22) /5^, " ra 


“32/2, (42) 


这 时 表示 式 (41) 是 唯一 的 , 即 在 公式 中 , Жа PM Rv 是 唯一 确定 的 . 


定理 15 (Levy AR; BA, 例如 , [39; 第 1 卷 , 816]). 如 果 满 足 定理 14 的 条 
Ж, 则 对 任意 的 t+ 之 0 和 所 有 的 入 ER 有 


Еехр АХ, } = exp С (ir ~ 2 2 | +f (ел2 — 1 — isin оа) } b, (43) 


ZE, beR o0, 是 A(R) 上 的 测度 (一 般 来 说 , 可 能 取 无 穷 值 ), 且 





оо 2 
5(10}) = 0, J 2 йл) < оо. (44) 


这 时 表示 式 (44) Ф, b,0 和 六 是 唯一 确定 的 


20. 试验 证 , 可 由 Khinchin 公式 推导 出 Levy 公式 和 上 反 过 来 . 这 时 参数 a,v 和 
2 р ZA ЖА? 
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21. ЖИ = {W,,t > 0} Æ Wiener Е, з e R, 对 过 程 W(t) = c+ Wt), t 2 0, 
的 Levy. 公式 是 什么 样 的 ? | 

现在 回 过 来 研究 在 某 个 概率 空间 (9,.2,P) 上 , ЕХ В, = (0, оо) ERT 
R” 的 独立 增 量 过 程 . 

与 m = 1 情况 类 似 引出 右 连 左 极 (cadqlag) 函数 的 概念 f: 及 + >В”. 

定义 19， 称 作 取信 于 R” 的 随机 过 程 X = {Xat > 0} 是 右 连 左 极 (cadlag) 过 
程 , 如 果 它 的 轨道 (几乎 处 处 ) 是 右 连 左 极 (cadlag) 函数 . 如 果 Р(Х, 关头 _)>0, 这 
E X,- (w) = lim X,(w), 则 过 程 在 固定 的 点 +> 0 上 有 跳跃 . 


22. KX = {Xat 之 0} 是 取信 于 R” 的 独 江 增 量 随机 连续 的 随机 过 程 . 试 证 对 
X 有 右 连 左 极 (cadlag) 修正 , НЕНА ЕЕ КЕК (参见 , 定理 13) 

定义 20. X = {X,t > 0} 是 取 值 于 R” NEAR (cadlag) 独立 增 量 过 程 ， 
В. Xo = 0 几乎 处 处 和 对 每 个 h > 0, 随机 变量 Xian 一 Х, 的 分 布 不 依赖 于 t e Ry 
称 作 Levy 过 程 . 具有 按照 坐标 轨道 都 是 不 降 的 (Xo = 0, Xs < Xi, 对 s < t) Levy 过 
FERME F ARHI. 

有 其 他 同类 的 Levy 过 程 的 定义 . 例如 , 要 求 随机 连续 过 程 , 从 而 保证 了 X 是 右 
连 左 极 (cadlag) WHE (参见 , 习题 22). ВИЕ У = {Xi 十 Yo,t > 0}, REY жа 
{Xi,t > 0}, Xo = 0 独立 的 随机 向 量 , (X 具有 定义 20 的 过 程 ) 也 称 作 Levy 过 程 . 

全 面 阐述 所 有 依 概率 连续 , ( 取 值 于 в”) 的 右 连 左 极 (cadlag) 独立 增 量 过 程 , 特 
别 是 Levy 过 程 . 所 有 这 些 结果 被 利用 到 对 Poisson 随机 测度 的 积分 上 (参见 , 例如 ， 
(146; 第 11 章 ]). 这 里 只 就 叙述 关于 Levy 过 程 增 量 分 布 的 结果 . 

定理 16 (Levy 一 Khinchin 公式 ; BW, BOM, [86;р.238]). 4 X = {Х,,+ > 
0} 是 取 值 于 В" 的 Levy LE. 这 时 , THEY tS0,ucR” A 

Eexp{i(u, X;)} = exp{tU(u)}, (45) 


i (Cu, и) 
; u, u 140,2 r 
Wu) = ilb, и) 一 5 +f (ей) | — Ки, т) 12 <1} (ах). (46) 
Ri 


特征 (b,C,v) 是 唯一 确定 的 : b RR” 中 的 向 量 , С 是 т BAMA A CARH, и 
BIR”) 上 的 测度 , 称 其 为 Levy МА, 并 且 v({0}) =0 和 


/ (|x|? A 1)и(ах) < оо, (47) 
IRF 
这 里 符号 “A” 表 示 取 极 小 和 值 ( 当 (К) <œ Fe V(R™) = оо 时 ). 


公式 (45) 中 的 函数 (и) 有 时 可 能 与 (46) 式 有 不 同 的 表示 (参见 , 例如 , [86; 
р.240]). 


и 
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Levy 和 Khinchin 对 无 穷 可 分 分 布 的 特征 肖 数 给 出 了 不 同 的 公式 , 但 它们 中 的 
每 一 个 可 以 推导 出 另 一 个 . 在 这 些 公 式 之 前 是 由 Kolmogorov 对 具有 有 限 方 差 的 无 
穷 可 分 随机 变量 的 特征 函数 建立 起 来 的 公式 . 有 趣 的 是 , 稳定 的 无 穷 可 分 分 布 最早 
是 在 独立 实 随机 变量 求 和 理论 中 产生 的 . 在 这 方面 作出 了 基础 性 工作 是 Levy, Polya, 
Khinchin, ЖЕ (de Finetti), Kolmogorov, Gnedenko З Л. 关于 这 方面 研究 可 参见 
参考 书 [20,27,50,78,158]. 

对 Brown 运动 W = {W (t),t > 0} 对 任意 的 ec > 0, 几乎 处 处 有 下 面 的 等 式 

lim sup [W(t + cln T) —W/(t)|/InT = уе, (48) 
T> оТ сат 

对 独立 同 分 布 随机 变量 求 和 类似 于 爱 尔 迪 和 希 (Erd6s) - $ Л, (Renyi) 法 则 . 

公式 (48) 可 以 更 精确 化 . 为 此 固定 某 个 c> 0 和 当 人 > cln7 定义 过 程 


СТ) = sup (W(t+clnT) – И (8), (49) 


О<#< 7-сі T | 
这 里 W = {W,,t > 0} 为 一 维 Brown 运动 . 
定理 17 ([170, 181]). 对 过 程 (49), 以 概率 1 有 


lim sup(€(T) — v2cln T)/ InlnT = Ve/s, (50) 
lim ШЕСТ) 一 Мс Т) ат = —Vc/8. (51) 


关系 式 (50) 首先 是 由 奥 尔 特 加 (Ortega) ЯИБЛНУК (Wschebor) (参见 , [170; 定 
理 1) 得 到 的 , 而 关系 式 (51) НАК (Reves) (参见 , [181; 定理 2.11) 得 到 的 . 

有 许多 关于 独立 增 量 随机 过 程 (其 中 包括 Levy 过 程 ) 的 著作 (参见 , 例如 , [73], 
[99], 以 及 那里 的 参考 书目 ). 甚至 于 , 有 关 独 立 增 量 过 程 的 推广 到 取 值 于 较 之 RB 
一 般 的 线性 空间 中 (参见 , 例如 , [16; 第 2 Ae, 第 4 章 ]). 

现在 讨论 关于 随机 函数 轨道 连续 性 的 问题 . 下 面 从 经 典 的 Kolmogorov 结果 
开始 . 


定理 18 (SM, 例如 , [12;р.124]). HX ={X(t),t € [а } 是 实 随机 过 程 , 使 
得 , 对 某 个 ae>0 和 C=C(a's)>0, 有 
E|X(t) — X(s)|* < Clt—s|'T® aF s,t e [a,b]. (52) 
这 时 , HEX 存在 连续 修正 . 


23. 试验 证 , 如 果 条 件 (52) Pe = 0, 则 定理 18 的 结论 , 一 般 就 不 成 立 (提示 : 
研究 Poisson 过 程 ). 
Kolmogorov 关于 连续 修正 的 定理 有 许多 推广 . 现在 就 介绍 其 中 的 几 个 . 
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WEE UCT (О 可 能 与 全 重合 ), ХЕ (7,6) 是 准 距离 空间 (pseudo – metric 
space), 集合 5. < T PE =- М, 如 果 对 任意 的 te U 可 以 找到 元 素 s € Se, 使 得 
6(5,#) <=. 换 句 话说 , U 被 下 面 的 闭 球 所 复 盖 : 


B(s) = &ЕТ:0(8,1) <=}, 8 € Se. (53) 


О 具有 有 限 s - М, 则 任意 它 е — 网 称 作 最 小 的 2 – М, Е OS™ (VU), 如 
果 ysm) 是 最 小 , 这 里 AV) 表示 有 限 集 V ПЛАТ. 假设 Nile, U) = 
(smia (Ст), 特别 要 强调 的 是 依赖 于 所 取 的 准 距离 0. 数 


Hs(e,U) = In Ns(s,U) | (54) 


称 作 集合 UV He- ж (通常 在 (54) 式 中 对 数 以 2 为 底 ). А 
由 [153], 在 空 s 间 (T,5) 中 引入 两 个 条 件 . 设 存 在 那样 的 deN 和 ao>0 使 得 对 
每 个 UCT, 且 具有 直径 Dr := sup{6(s,t) : s,t EU} < œ 和 任意 的 =s> 0, 有 


Ns(e,U) < max{a(Dy /e)*, 1} (55) 
设 存在 那样 的 5 > 0, 使 得 对 任意 的 最 小 <- М БСТ), 对 所 有 的 te (Т) 有 
#(SP"(T))Bse(t)) <b, = (56) 


这 里 Bs.(t) 是 根据 (53) 式 所 定 的 . 


定理 19 (参见 , [153; p.134). ИЖЕ X = {Xi,t > 0} 在 某 个 概率 空间 
(2, 2,Р) 上 对 每 个 上 ET 取 值 于 Polish 空间 (5, р) 和 满足 条 件 (55),(56) 的 准 距离 
空间 (1,5). AR, Я RE уе (0,1),a > d/y Fa В > 0, ЯМ stet A 


E(p( X(t), X(s)))* < BOE, 3)) 7". (57) 

这 时 , ел X 存在 修正 Y = {%,t € Т), 具有 连续 轨道 且 对 任意 的 入 Є 
(0,7 _ d/a) 有 

lim sup p(Y(t),Y(s))/d*(t,s) =0 (几乎 处 处 )， = (58) 


v0 g(t,s)&r 


和 对 每 个 to oT, Я | 
E {sup p(Y (t), ув" < a(28Dr)®? /(2- 4/4 — 1) (59) 


+5. RU ER? PAN “平行 六 面体 ”或 Rt 中 闭 的 “BR” (BK GEE RS), 则 
条 件 © 和 (56) 满足 . 因此 , 由 定理 19 得 到 定理 18, 且 得 到 修正 轨道 的 局 部 性 质 
的 结 

oh To BEAL X 引入 较 一 般 的 矩 条 件 , 研究 在 В, = [0, оо) 上 正 严 格 增 的 上 
函数 р, E 4(0) < т у RRR $ 来 表示 . 
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定理 20 (参见 , [79])， 设 随机 过 程 X = {Xt > 0} 在 某 个 概率 空间 (Q, F, P) 
上 对 每 个 +e 人 了 PAAT Polish 空间 (S,p) 的 随机 函数 和 准 焉 离 空 间 (Т,0) 使 得 , 对 
ЕЛ M > 0, 对 所 有 的 s,t ET, wR 65(t,s) 关 0 有 
| Еф(р(Х (t), X(s))/d(t, s)) < М (60) 
和 p(X (t),X(s)) =0 几乎 处 处 , 如 果 A(t, s) = 0, 这 时 , 设 
] 5(N5(T,€))dé < оо, (61) 
+0 


这 里 积分 区 域 取 自 某 个 0 区 域 的 正 部 分 . 这 时 , 随机 函数 X 存在 连续 修正 . 
24. WX = {X(t),t € 00, 118} 是 对 每 个 te 了 ВИНТ Polish 空间 (5, о) 的 随机 
场 , 且 对 在 R 上 某 个 正 的 不 降 连 续 函 数 f 和 p > 1 满足 条 件 
E(p(X(t), X(s)))? < ЛР — 81), (62) 
+00 
] Hz 2)dz < оо, (63) 


这 里 积分 区 域 取 自 оо 的 某 个 区 域 . 试 证 , 随机 函数 X 存在 连续 修正 (利用 定理 20). 


+ 6 (参见 [79])， 积 分 条 件 (63) 是 最 佳 的 , 即 可 以 构造 一 个 随机 场 , 它 满足 习 
题 24 中 除了 条 件 (63) 的 所 有 条 件 ， 但 是 它 没有 连续 修正 . 


从 定理 20 可 以 得 到 著名 的 当 德 利 (Dali) 结果 
定理 21. АХ = {X te T) 是 实 Gauss HH, 是 任意 的 赋予 下 面 准 距离 的 


5(s,t) = (E(X, — Xay. 


] \/ш № (Т, =) 4Е < оо. | (64) 
+0 
这 时 , 存在 Х 的 连续 修正 . 


基于 优越 测度 概念 的 介入 , 使 得 在 随机 水 数 轨道 性 质 与 距离 烂 的 研究 取得 极其 
丰硕 的 结果 . 这 个 概念 在 一 定 意义 下 给 出 了 参数 集合 构造 的 更 好 估计 . 事情 在 于 , E 
离 粹 正好 有 时 对 “几乎 是 空 的 ” 和 “完满 了 ”具有 给 定 半径 球 的 集合 不 加 区 分 . 
定义 21. 定义 在 空间 (T,5) 的 Borel о - 代数 上 的 概率 测度 u 称 作 优越 的 ， 
an FR 
sup ] Па (В, (0) Ме < оо, (65) 
ЕТ JQ 


这 里 B.(t) 是 根据 (53) 式 所 定义 的 . 
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因为 , => Dr, u(B.(t)) = 1, WE (65) 式 中 的 积分 区 域 事 实 上 是 由 0 到 Dr, 
而 积分 (65) 的 有 限 性 等 价 于 这 个 积分 区 域 在 某 个 0 区 域 的 正 部 分 的 积分 有 限 性 . 


25 (BIL, [48; p.182]). 试 证 优越 测度 的 定义 等 价 于 下 面 的 : 在 正 的 4 - 测度 的 
集合 上 , 存在 gq > 1 MT 的 逐渐 加 细 的 化 分 序列 多 = {6r k E N}, 使 得 


OO 
sup Do <2q7* 和 зар» а “| ши(Сь (8)? < оо, (66) 
CEC, ЄТ k—1 


这 里 Ci(t) 一 一 (唯一 的 ) 那个 包含 扩 t 分 割 а, 中 的 集合 . 


定理 22 (SBM, [48; р.193]). ЖХ = {X,,t>0} 是 在 某 个 紧 空间 (T,6) 上 的 
实 Gauss 随机 函数 . 这 时 , 它 的 有 界 性 的 充分 必要 条 件 是 存在 优越 测度 , 而 它 的 连续 
性 的 充分 必要 条 件 是 


авыр f | In p(B „(ВУ 2de = (67) 


自然 , 这 个 定理 涉及 的 是 存在 相应 的 修正 轨道 

充分 性 条 件 是 由 费 尔 尼 科 (Ferik) 给 出 的 ， 而 必要 性 条 件 则 由 塔 拉 格 兰 
(Talagran) АН. — 

注意 , 对 优越 测度 同样 可 以 利用 下 面积 分 的 有 限 性 来 定义 : 


Jat (ae) 


对 某 确定 的 函数 Ф 类 , 参见 , 例如 , [153]. 
Gauss 随机 函数 的 性 质 研究 可 参见 [29,48,52,79,81]， 在 这 些 书 中 有 着 广泛 的 参 
考 书 目 . 一 些 结果 涉及 Brown 运动 的 轨道 , 它们 将 在 下 面 的 几 章 和 补充 中 研究 . 


内 容 摘 要 : 布朗 (Brown) 运动 ( 维 纳 (Wiener) it 42) 轨道 的 几乎 处 处 不 可 微 性 . Wiener 
这 程 的 马 氏 性 . ДА 停 时 及 它们 的 例子 . 由 停 时 了 以 前 , 所 有 观测 的 事件 所 组 成 的 
0 一 ЖЖ Fr. Wiener i724 HBR. 反射 原理 .0 一 1 律 . 在 |0,1) Е Wiener 过 程 
极 大 值 的 分 布 . 重 对 数 律 . 重 对 数 局 部 律 ， 


$1. 在 初学 这 一 章 的 时 候 , 可 以 只 限于 了 解 Brown 运动 的 马 氏 性 和 强 马 氏 性 
的 证 明 (52 和 86). 为 此 重要 的 是 掌握 停 时 ($3) 和 事件 o— 代数 Я, (85) 的 概念 . 
希望 对 Brown 运动 重 对 数 定 律 的 证 明 (811) 进行 剖析 , 为 此 要 求学 握 由 510 推论 1 
所 得 到 的 结果 的 论述 , 它 描述 了 Wiener WHER [Я] 10, 上 极 大 值 的 分 布 : 

下 面 的 结果 说 明了 Brown 运动 轨道 的 构造 是 多 么 的 不 正规 . 


定理 1 (MF) (Paley) - 维 纳 (Wiener) — 济 格 家 德 (Zygmund)). 以 概率 1, 
Brown 运动 W = {W(t),t > 0} 的 轨道 在 半 轴 [0, оо) Е, 无 论 哪 一 点 都 不 可 微 . 


ШЕ. 研究 区 闻 Је, 十 1), KH КЕ {0,1,…}. 假如 在 一 点 se€E[k,k 十 1) 对 we 
O,W(-,w) РИ, 由 此 可 得 在 这 点 s 从 右 可 微 , 而 这 样 就 存在 0,1 E€ № = q(s,w),! = 
1(w, s qls, w), 使 得 对 所 有 的 te [8,5 +97) СКК 


ИУ (2, ш) —W(s,w)| < i(t- в). (1) 
对 1,n,i e N (ЯЕ k) 引入 事件 


| — 1 T w.. , , 
Aina = Jw: w (k+ 20) -w (Ты T, 4j=ithi+2i+3}. 
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研究 在 (1) 式 中 的 ! 和 4. WR 4/n < 1/4 Ма = ils, n) є {1,--- ,n}), 选取 那样 的 
s E k+(i-1)/n<s<k+i/n, WH ў =141,142,143 Mo, 满足 (1) 式 (2 
见 , 图 10), 得 到 


ми (в) — W (ть 
n n 


< w С + Zw) — Wsw) + Woe) -W (к + 1—1.) 


4 3 Til 
<1 一 上 1 二 一 一 
Tt Tt 
$ sti 
k Hil’ pi pË p g 03 р 
图 10 


因此 , 如 果 对 w 性 质 (1) 成 立 , Мише fy U Aini 引入 集合 Dk = {w: ИС, и) BH 


便 在 一 点 s є [k,k +1) 上 可 微 } [如果 s = -大 则 认为 所 指 的 是 从 右 可 微 ) 由 所 讨论 
的 , 得 到 


Dk C U U Г) б Al ni- (2) 


注意 , 对 任意 的 事件 序列 В, є 多 ,n EN 有 
P (A в.) < lim inf P(B,,). 
n=l 
因此 , 对 每 个 а, Г є №, 由 于 过 程 W 的 增 量 独立 性 , 得 到 
P | ( ) Jins) < lim inf P (6 лм) < imint J- P(Aini) 


п>44 3==1 ==] 
< timint n (P (wG \\< wy) 


= tim nt n (P (wa I< ayy 





14l 
< tim nf n (2 чу = 0). 
这 里 , 我 们 利用 了 , 5 t20, 而 对 z > 0, W(t) ~ N(0,#) 
ка Гек 
РИ < 2) = ee fe Fda < 22, 
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(现在 应 该 明白 为 什么 定义 Anii 时 需要 研究 过 程 W 的 增 量 在 三 个 区 间 上 : (3 – 
1)/n,j/n),9 =i +1,i4+2,643. 

考虑 到 , 可 数 个 0 测度 集 的 并 集 是 0 测度 集 和 前 面 说 过 的 概率 空间 (О, F, P) 的 
完全 化 , 得 到 对 任意 的 上 = 0,12,… Я Р(р,) = 0. WR DEAR w 的 集合 , 对 w 来 
说 , 至 少 有 一 点 s € [0, оо) 上 W(-,w) 可 微 , 则 D = Орь 从 而 有 Р(р) 0. O 


前 面 给 出 的 简单 证 明 是 由 德 沃 里 蒋 基 (Dvoretzky) - 爱 尔 迪 希 (Erdis) - HAH 
夫 (Kakutani) 给 出 的 . 


$2. Wiener 过 程 的 增 量 是 Wiener 过 程 . 


定义 1， 在 概率 空间 (Q, F, P) 上 随机 函数 X = {X(t),t e T} 称 作 不 依赖 于 
o-RKE CF, WR o- А {Xente T) МФ 独立 . 


定理 2 (Wiener ШУ). 对 每 个 数 wa > 0, MH X = {X(t) = W(t 十 
а) — (а), t > 0} 是 Wiener 过 程 , 与 о- АЖ FY =o{W(8):0<s <a} 独立 . 


Ш. 显然 , X(0) = 0,X = {X(t) t > 0} 有 连续 轨道 , 独立 增 量 和 X(t) 一 X(s) = 
W(t+a)—W(s+a)~N(0,t-s),0<s<t. WE, Е X Æ Wiener 过 程 . 现在 , № 
证 定理 的 最 后 一 个 结论 . | 

根据 第 一 章 引 理 9, 只 需要 验证 , 对 任意 的 n,m © М МИНИ 0 = to < th < 


e < 52,0 = 80 < 31 <t < Sm <А, 事件 


. Aj 一 {X (to) Є Bo, X (t1) Є В1,.. | , X (tn) € Bn}, 
А5 = {W (0) Є Co, W ($1) Є C1, e. ,W (Sm) Є Ст} 


独立 , 这 里 В,С; є 2(В)( = 0,...,п;1 = 0,...т). XAF (П.2) 借助 于 相应 
的 向 量 E = (Х(®), X(t1) — X (to), X (tn) - X(tn-1)) Я Я = (W(s0), И (81) 一 
М (во), :-- , И (5) 一 W(Sm—1)) 的 线性 变换 同 量 ， 可 以 得 到 风量 上 = (X(to),---, 
X(tn)) Шт = И (80), :::, И (з). A FRE W = {Wi,t > 0} 增 量 的 独立 性 可 
以 得 到 上 入 的 独立 性 . 因此 , (作为 独立 向 量 的 函数 ) e 和 7 独立 . 从 而 事件 A, 和 
Ao thir. O 


$3. 目 然 产 生 这 样 的 问题 4 定理 2 中 的 常数 是 否 可 以 改换 为 随机 变量 ,来 推广 
定理 2? 回答 是 肯定 的 , 只 不 过 是 要 针对 确定 的 一 类 随机 变量 . 


定义 2， 设 (9,9) 是 可 测 空间 , TCRA Frs (Fier 是 在 多 PREA o- 
代数 流 (>), 即 对 s < t(s,t oT) 有 F, с HAMMAN te TA RCF. 
с -代数 流 FX = of{fX(s),s <t,s eT},t € T 称 作 过 程 的 自然 o - 代数 流 . 换 句 话 
说 , 对 每 个 te T, o -代数 FX 是 由 在 区 间 (—00,t nT 上 的 过 程 流产 生 的 . 
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定义 3， 有 映射 7 :0Q — TU {oo} 称 作 相对 于 o- КОЖЕ 的 停 时 , 如 果 对 任 
ЕН ЕТ A {ww:7T(w) <the F. AEE RYE Ay RAE AY, 如 果 几 乎 处 处 r(w) < оо. 
注 1。 和 前 面 一 样 , 所 有 的 研究 都 是 在 完全 的 概率 空间 (Q, F, P) Е. 同样 假设 ， 
所 有 的 o- 代数 .多 ,ie 都 是 包含 0 概率 集合 类 N 的 扩张 . 


作为 练习 , 可 以 证 明 , 如 果 ту, то, 是 相对 于 о - 代数 流 Fr 的 停 时 , 这 里 
T = 2, 则 下 列 随 机 变量 也 是 相对 于 o- 代数 流 Fz 的 停 时 : 


m 
— | — ay Э s 
Tw) =a E€ T(a = BR), min 7» MAX Tm 2 Talm EN), (3) 
inf тъ, supT,, liminf7,, limsup7n. | (4) 
пЕМ пећ поо 多 一 Oo 


如 果 т 是 相对 于 o - 代数 流 Fz 的 停 时 , 这 里 人 = (0, оо), 则 对 任意 的 上 > 0, 有 

{fr=th={r<t}\{r <the#, (5) 

ALAXX t>0 8 {r <th= (J{r<t Je U Я с, (Ш т К <Q, 
k=1 k>1/t 


Wi{r<t—kt}=9). 
当 离 散 情 形 时 , 相对 于 o -代数 流下 = {Яо 定义 停 时 , 显然 等 价 于 , 对 每 个 
пе La A {т=п} E Fn. 


2. Wr 是 相对 于 о - 代数 流 Fr 的 停 时 , 而 o: 9 — TU}, 且 儿 乎 处 处 
T = с. 这 时 , 由 于 注 1, 随机 变量 о 同样 是 相对 于 o- 代数 流 Fr 的 停 时 ， 
Be X = {X,,n > 0} 是 离散 时 间 实 随机 过 程 , FX = (#Л), о BAR o - 代数 
流 . 这 时 , 对 任意 的 Borel 集 B, 
T(w) = inf{n 2 0: X (w) ЕВ} | (6) 
将 是 停 时 , 因为 {7 = 0} = {Xo € В} Е FX, ША n> 1, 
{т = п} = {Xo Ф B,- ,Xn-1 Е В, Xn ЕВ} Е. 
$4. 类 似 于 (6) Ñ, 但 对 连续 时 间 的 过 程 , 下 面 定 理 给 出 较 复 杂 停 时 的 例子 . 
定理 3. GX ={X(t),t 20} 是 (对 每 个 t 之 0) 取 值 于 距离 空间 (5, р) 的 随机 
函数 . ХХ 几乎 处 处 的 轨道 是 连续 的 . 这 时 , ME BHA PCS, 时 刻 
Tr(w) = 1+2 0: X(t,w) є F} (7) 


是 相对 于 过 程 X ARo — RAGA FX 的 停 时 ALR, to Rb HAH t> 0, Xt w) g F 
则 有 TF (WwW) = оо). 


5 这 里 停 时 (stopping time) 在 俄 文 原著 中 是 “马尔 可 夫 时 *”, 而 有 限 停 时 就 是 在 俄 文 原著 中 的 
“ 停 时 ”一 一 译 者 注 ， / 
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Ш. RIA w eQ, Х 的 轨道 连续 , 这 里 9 c 9 和 P(Q) = 1. 取 任 意 的 点 zo є 5 
定义 过 程 
С А 
X (tw) = ~ 
ie) [xi WMR tSOweN\Q. 


由 于 概率 空间 是 完全 的 , 过 程 X 是 过 程 X 的 修正 , 它 对 所 有 的 we 9 有 连续 轨道 . 
利用 注 1 和 2, 可 以 看 出 , 不 失 一 般 性 可 以 认为 在 [0, оо) 上 所 有 的 轨道 都 是 连续 的 . 
定理 证 明 的 途径 是 这 样 的 . 过 程 X 的 轨道 连续 性 和 集合 Р НИЕ, 允许 我 们 
建立 
тғ(ш) = lim Tn (w) 对 所 有 的 w, (8) 
这 里 т, := то = ШЕ > 0: X(t.w) Е Gr} (简化 写法 ), ШЛЯ С, = {x € 5: 
p(x, F) <1/n} Joe RK F 以 1/n 倍 的 扩充 . 为 了 证 明 тк 是 停 时 , 我 们 不 可 以 直接 
利用 性 质 (4) 和 (8), 因为 只 验证 对 每 个 ne N 和 任意 的 t+>0 有 {7h <the FX (请 
与 停 时 的 定义 进行 比较 ). 然而 这 样 也 就 达到 我 们 的 目的 了 , 因为 当 0 < 上 < оо 时 
我 们 有 


{w:tp(w) <t} = [| {w: mw) <t} (9) 


n=l 


而 {w :Tr < 0} ={X(0,w) є Е} (意味 着 , 包含 在 FX 中 ), 这 是 由 于 Х 轨道 的 右 连 
续 和 集合 F 的 闭 性 . 

现在 进行 详细 的 证 明 . 首先 验证 , 如 果 С Е 5 的 任意 的 开 子 集 和 to 根据 (7) 
式 所 定义 的 , 只 不 过 是 将 F 换 成 <, ША {1 :TG(w) < the 多 六 .为 此 要 验证 


{ro <t}= |) {X(r) EG}, (10) 
r<t,rEQy 
这 里 ©. 是 非 负 有 理 数 集 . 事实 上 , 如 果 对 某 个 r<tbreQ+ E X(r,w) є С, WA 
тс(ш) <r <. 另 一 方面 , 设 relw) <t. 这 时 , 可 以 找到 那样 的 = s(w) < t, 使 得 
X(s,w) < G. 既然 G 是 开 集 , 而 X 的 轨道 是 右 连续 的 , 则 对 所 有 从 右边 足够 接近 反 
s 的 u, 5 Xu, w) Ee G. 在 这 些 и 中 间 有 有 理 数 点 7 <t, 这 样 证 明了 (10) 式 . 
注意 , 对 7 <t A{X(r) Е Ge FX с HF, 而 在 公式 (10) 的 右边 是 从 FX 中 
取 的 可 数 事 件 的 并 . 因此 , w: relw) < th ee FX 和 特别 的 , 对 每 个 ne М 和 任意 的 
t>0 8 {w:tm(w)<the FË. 
现在 证 明 
mw) Z Trw) Н п» ©, wen. (11) 
ШЖ РС G 1 са, НИЯ м, ХК n Е Моє 2 A mlw) < Trailw) < 
тр(ш). 因此 对 每 个 w 存在 


lim Tn(W) = Tog lw) < TF (w) Є [0, оо]. 
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过 


由 此 可 见 , 如 果 Tolw) = оо, М тр(ш) = оо. 验证 对 w Е {ть < оо}, 有 Tlw) = 
те (и). 由 于 X 的 轨道 的 右 连续 得 到 X (mw) w) Е [С], пем, 这 里 [] 表示 集合 的 
Ше. 考虑 到 X 轨道 的 左 连续 和 对 о> kk 有 [Gn] C [Gy], 得 到 对 we {ть < co}, A 


X(Too(w),w) = lim X(m(w),w) € (1С = F. 
k=1 

XIF, 对 所 有 w Е Q 有 TF(w) < Two(w). 这 与 已 证 的 不 等 式 ro(w) < tr(w) 比较 , 于 
是 有 (11) А. 

最 后 , 验证 性 质 (9). WR т, (и) < tn eN, WHF (11) RA rp(w) <. B 
一 方面 , 设 rp(w) < t,t > 0. WR TF(w) = 0, 则 根据 (11) 式 对 所 有 的 n oN 有 
mw) =O0<t. X w E ={w:0<rpr(w) < В EH т, (w) < Tr(w),n EN. 

ww E Я, ЖЕ mlw) — тр(ш) > O(n 一 оо). 因此 , ЧА КАЈ n BSI т, (ш) > 0 
和 Х (т» (о), w) є OG,(0G, 是 集合 С, 的 边界 ). 既然 在 任意 的 点 X(m(w),w) ВЈ 
域 中 , 这 里 0 < т, (о) < оо, 可 以 找到 G。 中 的 点 ,又 有 点 不 包含 在 Gr 中 的 点 ( 当 
一 оо WY, thew) | mlw), 对 这 些 来 说 , X (tn elw), w) € Gr, 同时 X(t,w) € Gn, 对 
t < mn(w)). 考虑 OG, C {x є S: p(x, Е) = 1/n}, 得 到 不 等 式 mlw) < Troi(w) 对 
w E Y 和 所 有 在 够 大 的 n (WR р(Х (т, (ш), ш), F) = 1/n M p(X (tr41(w),w), F) = 
1/(n+1), W mlw) £ milo). 因此 ,因为 已 验证 {w : т. (о) < th є FX пем, р 0, 
У. (9) АВГ, ТРЕНИЕ. п 


$5. Wr 是 相对 于 o- (RB (Feher 的 停 时 . 
定义 4. K 
F,={AECF:AN{r<the HA, WHER ЕТ}. (12) 
集合 类 F, 是 (很 容易 验证 ) о - 代数, 称 作 观测 到 随机 时 刻 т (也 包含 它 ) 之 前 的 事 
件 o 一 代数 (简称 停 时 o 一 代数 ). 


下 面 介 绍 停 时 的 简单 性 质 , 它 推广 了 关系 式 (5). WR о 是 相对 于 с - 代数 流 
(Filter NEAT A А є Fo, 则 对 每 个 te 有 有 


Апо <t}=(J(An{o<t-q pe F, (13) 
AN{ao=t}=(An{o <t})\ (Апо < th €&,. (14) 


定义 5。 称 作 o ККИ 和 H (都 包含 在 F 中 ) ДЕН A LEA, WR 
AEGNHMANG=ANH(ANG ={AC:CEG}). 类似 地 , 有 在 集合 AE 
ис ж, ШЕ АЕЧПР MANY CAN. 

$ (T Ac)(w) = min{r(w),o(w)},we RQ. 
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П 1. Gr feo 是 相对 于 o -代数 流 (Arter, T CR ВН. 这 时 ， 
1°. Я. {т Sao} C Я = FrN Fo. 
V, 如 果 在 集合 4 上 有 T=o, ШЕЖЕ А ЕЯ F, = Fo (КТ ACF, Fs). 
特别 的 , 在 集合 {T =thtecT 上 有 Fr = F. 
THF, 一 可 测 的 随机 变量 ， 


| 多 门人 所 IC Fo, (15) 


即 , 验证 对 任意 4 e F, 和 每 个 te T, BA С = АП <ao}n{o<theH. # 
R C=AN{r <t}nf{o <t}n{rat<oAt}. MrAt Mont 不 难看 出 是 多 - 
可 测 . 因而 {rAt<oAtleF. REZINANI <theF, Ж {ost є FY, 因此 
Ce Fa, (15) 式 得 证 . 

将 (15) SPR т То Ят ло №. 再 有 {т <тло} = {r <0}, 于 是 
得 出 1° 中 的 第 一 个 关系 式 . 现在 , 将 (15) АНИ т Мо HA тло 和 代替, 然 
ЖН тло 和 RE, 得 到 2,4, C Fr М Я. C Fo (НТ {тла<т} = 9 
Al {r Aa < of} = 9). 这 样 , 2.0, C п.2,. ATEAWRNAS, 取 任 意 的 事件 
АЕ. NF Н ”р = Ап{тло< +} є .®,. SRE {rAc <th={7 <t}U{o<t} 
A D=(AN{r<th)U(An{o < th eH. KAR 1° ЧЕ. 

由 (15) 式 得 出 


FiN{T=o)= FN{TSoIN{T=o} C Fo N{T = о}. 


交换 + Мо 的 位 置 , AF п {то} CF, {r = с}, КВНЕ Т 50.2, п {т = 
с} = Я п{т=да}. 除 此 之 外 , 有 {r =0} E F, N Fo, AN QE F, 和 


20 {т = о} = Fs N {то} Nfa IST} C FNE IT} C Fr. 


不 难看 出 , 2, ПА = Z 0 {т =o} NA = F П {т = о} ПА = FNA. 因此 , 2° 得 证 . 

为 了 证 明 3°, 只 需要 验证 {т< ал+} є 多, 对 任意 的 zeR 和 teT 事实 
上 如 果 ет 则 对 所 有 的 z > +, 还 有 当 x < 该 式 都 成 江 . MER z Тх <. 
如 果 , 集合 B,={seT:s<r} = 2, Mj {r <r} = 3E Ar WR В, £ Ø, 
设 z = sup{s : s € В,}. 4 т eT H, Я {т< х} = {T Sx} E 2, cH. W 
R 2 éT, № {т <r} = U {r < tn}, RE tp € Tit, Tx, Мю 时 因此 ， 
т<пеЕЯ, Ц "= 


$6. 研究 Wiener МЖ (Brown 运动 ) УКЕН ЕЕ. 


定理 4 (SHORT). r 是 相对 于 Wiener THEW = {И (0), > 0} 的 自然 o 一 
代数 流下 ” = (FF ) о 的 有 限 停 时 . 这 时 , ЧУ = {Y(t) = Иа+т)-И(т) #2 0} 
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是 Wiener 过 程 , Lif o- Rg FW (根据 (12) 式 对 og 一 代数 流 (FM iso 所 构 


Ш. 首先 对 w € {7(w) = со} EMMY. R 


0, 对 w éQ. (16) 


у 是 随机 过 程 ( 即 随机 变量 族 ), 因为 根据 第 一 章 , 习题 27 和 28 (过 程 W 是 可 
测 的 , 作为 过 程 具 有 几乎 处 处 连续 轨道 : 下 面 我 们 将 直接 看 到 对 每 个 t > 0,Y(t) є 
2 (6). 

构造 下 面 的 随机 变量 序列 т, = т. (ш) ЖА т = rw): 


Y(t, w) = “v + 7(w),w)-Wi(r(w),w), XT w eR, = {т < оо}, 


OO 
Tn (Ww) — у. КД ТА, в; пе №, (17) 
k=1 


这 里 Ain = {т < 27"), Ann = {(K – 1)27" < tlw) < k2} Mk > 2 Е, 当 
п 一 со 时 , 对 所 有 的 ШЕЯ, A mlw) | rw) 除 此 之 外 , 对 每 个 п є М, 随机 变量 m 
是 相对 于 о - 代数 流 多 ”的 停 时 , 因为 对 任意 的 上 > 0, 有 


{mn < Ц = {те СЯ, KH k=max{l: 127" < th. 
由 于 Brown 运动 的 轨道 几乎 处 处 连续 , 当 п — оо Н, 对 每 个 t > 0, 几乎 处 处 有 
W(t + т. (ш), ш) — W(t+7(w),w), (18) 


对 所 有 的 ne М.Е 0, ЕВ ШЕФ, 考虑 到 (5) R, 有 
{w:W(t+m(w),w) < z} = Jie >W(t+k2-",w) <2, Tnlw)=k2"} E F. (19) 
k=1 


由 (18) 和 (19), 利用 第 一 章 引 理 6 和 注 1 得 到 ,- 对 每 个 t > 0,Y(t) 是 随机 变量 . 
显然 同样 对 随机 过 程 У 的 轨道 也 是 几乎 处 处 连续 的 . 
现在 证 随机 过 程 У 独立 于 о – 代数 F,, НЯ Wiener 过 程 . 
正如 在 定理 2 的 证 明 , 只 需要 验证 , 对 任意 的 A є Zi,m EN,0 < <... < 
tm, B € &(R™), 有 
Р(АП{Е € B}) = Р(А)Р(Е є В), (20) 


XE, E= (Y(t) ,Y(tm)). 在 (20) 式 中 只 需要 对 闭 集 研究 即 可 (根据 第 一 章 , 5| 
H 4, WHERE В 和 任意 的 s > 0 都 存在 闭 集 F; С В,  Pe(B\ Е.) <=). МВ 
(20) ЖР | 

El alseep} = Ela: EljeeB} (21) 
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关系 式 (21) 将 被 满足 , 如 果 对 每 个 有 界 连 续 函 数 f: R” 一 民有 


E14f(é) = Е1д : Ef(é). (22) 
Ж f(x) = Ф(кр(т, B)), 这 里 
1, “4t<0, 
pt)=41-t, 当 te [0,1], (23) 
0, St>1, 


和 p(x, В) = inf{p(x,y): y € В}, p 是 欧 氏 距离 . 连续 和 有 界 连续 函数 的 复合 函数 是 
有 界 连续 函数 (р(., В) 对 闭 集 В, 是 连续 的 ). 因此 , 考虑 到 , 对 те Вт, 当天 一 co 
时 , 有 fele) > 1в(2), 于 是 根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 到 结论 . 

再 证 (22) xt, 在 利用 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 对 任意 的 4 є F, 有 


Е147() = lim Elaf(én), (24) 


这 里 , H п оо 时 , &% = (W(t + Ta) – W (тн), ++ W (tm + Tn) — И (та) > Е LF 
处 处 . 利用 Lebesgue 积分 的 可 数 可 加 性 , 有 


тал) = YO ELAS (En) Liri = > Elantr=k2-"}f (Ene), (25) 
kai 
这 里 Enk = (W (ti + k2-") — И’(Е2-п),... | W (tm +k2-") —W(k2-")). BF (17) 5, 
XT A EZ, A АП {T = К} = AN Akn Є Fyn 根据 定理 2,0 一 代数 И 5 
Enk 独立 , 除 此 之 外 , Enk 的 分 布 与 回 量 (W(t1),… ,W(tm)) 的 分 布 相同 . 这 样 (25) 
式 右边 部 分 等 于 下 式 : 


Ef(W (t1), , W (tm)) So Elantr —k2-"} =Ef(W(ti),---,W(tm))Ela. (26) 
k=1 
取 = 9, 由 (24) Al (26) 式 得 到 对 任意 的 有 界 连续 函数 Г, 所 有 的 m eNA 
О< <... <, МУ 
ЕРУ (1), ---,УС)) = EF(W(t1),--- ,W(tm)), (27) 

从 而 证 明了 (22) Ñ. | 

ЕН (27) 式 , 通过 极限 过 渡 到 示 性 函数 , 得 到 Y AW 的 有 限 维 分 布 是 相同 的 . 因 
此 ,了 是 Wiener 过 程 . O 

注意 , 男 一 种 强 马 氏 性 (更 复杂 的 公式 ) 将 在 附录 6 中 研究 . 


$7. 利用 上 一 节 关 于 强 马 氏 性 的 结果 ， 来 找 出 某 些 Brown 运动 泛 函 的 分 布 . 首 
先 要 介绍 的 是 所 谓 的 反射 原理 ， 
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定理 4 告诉 我 们 , 如 果 т = rw) 是 相对 于 o 一 代数 流 FW = (ЕИ), „о HAR 
停 时 , 则 从 时 刻 zr(w) 以 后 的 过 程 W 就 好 像 是 从 点 (T(w),W(7T(w),w))“ 出 发 ”新 的 
Wiener WE. 显然 , 随机 过 程 -W = {И (2), t > 0} 同样 是 Wiener 过 程 . 这 样 一 来 ， 
随机 过 程 相对 于 横 坐 标 轴 “反射 ” 重新 是 个 Wiener 过 程 . 因此 , 自然 而 然 地 希望 ,如 
RMA (T(w),W(T(w),w)) ER, 对 时 间 t > rw), 相对 于 直线 y = W(r(w) w) 过 程 
的 轨道 W(t,w) 进行 反射 , 所 得 到 的 过 程 也 是 Wiener 过 程 . 为 实现 这 个 想法 , 需要 
给 出 严格 定义 . 

设 т = r(w) 是 相对 于 随机 过 程 W НЖо- 代数 流 Е" 的 有 限 停 时 . 对 we 
Я, = {т < ooHP(Q;) = 1) 引入 “反射 过 程 ” 


Z(t,w) = М (Ё, w), 0O<t<r(w), (28) 
| 20/7 (т(ш), ш) — И (2, ш), > т(ш) 


和 对 осо \ 0, KH Z(t,w) = И’) (参见 , 图 11). 


W(t, о) | 


—— X(t, 0) 


定理 5 (RHR). 由 (28) 式 所 定义 的 过 程 Z = {Z(t),t > 0) 是 Wiener 
过 程 . 


证 .对 所 有 的 t>0 和 weQ 有 
Z(t,w) = W(t,w)lrzt + (QW (rw), ш) — W(t,w)) 1p ee}, 


因此 , Z(t,.) 对 每 个 + > 0 是 一 个 随机 变量 . 

Z(,w) 的 轨道 几乎 处 处 是 连续 的 , 因此 类 似 于 第 一 章 引 理 12 的 证 明 , 不 难 验证 
Z(-,w) 是 取 值 于 Polish 空间 Со([0, оо)) = {f € C([0,00)) : f(0) = 0} 的 随机 元 . 1 
空间 赋予 紧 集 上 一 致 收 维 的 距离 : 

sup |f(t) — 9(#) 


16 [0,п] 


1+ sup |f(t) – og(t)| 
tE[0,n] 


plf,9) = У 27" f, g є Co((0, 00)). (29) 
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设 了 = {Y(t,w),t > 0} 是 由 公式 (16) 所 定义 的 过 程 . 引入 “停止 过 程 ”X = 
{X(t,w) =W(tAr(w),w),t > 0} (对 we 9\0, B X(t,w) = Wit,w)). SWE W 
的 轨道 几乎 处 处 连续 的 , 可 以 看 出 X(.,w) 是 取 值 于 空间 Со([0, оо)) 的 随机 元 . 

定义 映射 (在 点 3 Ab A” At g 和 f) h: 一 Co([0,00)), 这 里 V = 
[0, оо) х Со([0, оо)) x Co([0, 00)), 设 


h(d, Р(-),9()) (0) = FE) Lio, t) + (f(b) + g(t — b))1@,00) (t). 


h (Tlw) X(-,w), ¥(-,w)) — И (-, 
h (т(ш), Xh w), -Y¥(-,w)) = 2(50). 


考虑 到 注 2, 不 失 一 般 性 , 以 后 可 以 假定 na = О, ХЕ осо Ванж 
0, оо) 上 W(.,w) 有 连续 轨道 的 点 w 所 组 成 . 

如 果 随 机 元 (7, X,Y) 和 (т, Х,У) 在 空间 (У, ZV) 上 有 相同 分 布 (该 空间 是 
三 个 Polish 空间 的 乘积 空间 上, 而 距离 取 自 三 个 空间 距离 的 极 大 值 ), 于 是 就 可 证 明 
该 定理 . 由 于 h 是 由 空间 V 到 空间 Co([0, оо)) 的 连续 映射 (以 引入 的 距离 ), 这 意味 
Е, h € BV)|B(Co(([0, оо))) -可 测 的 . 

ВЛАЕ (т, X) 是 多 ;| 名 (|0, 00)) x A(Co((0, оо))) - 可 测 的 . 根据 强 马 氏 性 , 有 
YILF,, 这 里 1 表示 相互 独立 . 因而 (т, X)ILY. 所 以 


Law((7, X,Y)) = Гаж((т, X)} ® Law(Y) = Гам((т, X)) ® Law( W). 
显然 , WHE (-Y) 同样 不 依赖 于 Fr, 而 因为 (Y) 也 是 Wiener 过 程 , № 
Гат (т, X,—Y)= Гам((т, X)) ® Law(—Y) = Гам((т, Х)) @ Law(W). 


根据 结论 1 和 第 一 章 引 理 11, 为 验证 向 量 (7, Х) 的 可 测 性 , 只 需要 验证 它 的 每 
一 坐标 分 量 是 F, - 可 测 的 . 

由 于 引 理 1 的 结论 3", 是 多 - 可 测 的 随机 变量 . 

为 了 证 明 X 的 多 ; -可 测 性 , 借助 于 构造 一 逼近 的 序列 多 , - 可 测 的 随机 元 Xn, 
使 得 当 п 一 оо В}, 有 Xn, 收敛 于 X. 

为 此 引入 随机 变量 


Qn(w) = X Rk2 "а (к+1)2-") (TH)) T Tw), 
k=0 


поо 时 , MATAR wen. 

设 Xn(w) = W(t 入 an(w),w), RBt>0 是 固定 的 , Tne NweQ. 至 于 验证 
Xn WF, - 可 测 性 , 因为 完全 与 定理 3 中 证 明 一 样 , 在 这 里 我 们 就 不 再 去 讨论 了 . 
4 | 
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68. 我 们 将 看 到 在 随机 分 析 中 反射 原理 是 一 种 强 有 力 的 工具 ,特别 是 在 下 面 
610 中 的 证 明 里 可 以 体会 到 . 

我 们 需要 下 面 Kolmogorov АНИ. 

定理 6 (0 一 1 律 ).、 设 在 概率 空间 (0,F7,P) 上 给 定 一 族 取 值 于 可 测 空 间 
(St, B) 的 独立 随机 元 {Xat € THT CR, P Xe: 9 Sn Xie Е ФЕТ, 
iz, | 

FS, = 0{Xs,S ETN |, оо)}. 
这 时 ,“ 尾 ”0o - АЖ, ро КЖ =) FS, 是 退化 . 换 句 话说 , 对 任意 的 A € 多， 
tET | | 

概率 P(A) 等 于 0 或 1 (№ Торо) = в, М FX = о). 


Е. 任 取 一 个 事件 ACY, 并 且 验 证 4 独立 于 А. 事实 上 , 对 每 个 te 人 有 
Ac FX. 根据 第 一 章 引 理 3, 对 任意 的 e > 0, 都 存在 生成 o - 代数 FS, 的 代数 中 的 
集合 Ag, ВП {[(Xa .- ) 及 ) Є В} 的 集合 ， 这 里 Ве Bis tt Sty <: < 
(所 有 点 取 自 Т), пЕМ, 11} Р(АЛА.) < =. 因此 

С(А, А) — C(A, А.) < 2Р(АДА,) < 25, 

这 里 , 对 事件 A Al 有 C(A,D) = P(AD) – P(A)P(D). 由 第 一 章 引 理 о 得 到 | 
rr- 代数 ofX ,Xi,} M FX, Burt, 时 独立 . 因此 ， 事 件 4 和 А. 独立 , 即 
C(A, А.) = 0. 由 此 可 得 , C(A, A) = 0, 这 意味 着 P(A) — P2(4) = C(A, A) = 0. 这 样 ， 
P(A) =0 RM Р(А) =1. O 


引 理 2. Жа>0, Wiener 过 程 首 次 到 达 水 平 Q 的 时 刻 是 个 有 限 停 时 , PP т (ш) 
= inf{t>0:W(t,w) =a} 是 相对 于 自然 o 一 代数 流下 是 个 有 限 停 时 . 


ШЕ. 由 定理 3 得 到 т, BEN. 只 需要 证 几乎 处 处 т. < оо. 为 此 , 验证 对 实 随 
机 变量 Ynn EN 和 常数 ce 民有 


P(limsup У» > с) > limsupP(Y, > с). 
п. — OO Te СЮ 


事实 上 ， 
P(limsup Yn >c) =P | N (>) | = lim P| LU {¥m >} |. 
MOO n=1 mn n= OO mon 


нает new. 有 P ( U oo >!) > P(Y, > с). 


men 


现在 证 т. < оо. 对 所 有 的 ce 民有 
{W (n)/ Vn > е,і.о.} = 这 Хуп > с, = EGY, 


k=1 
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这 里 “io.” 表 示 “ 出 现 无 穷 次 (按照 п)”, 而 尾 o 一 代数 9 是 由 独立 随机 变量 序列 
Хр = W(k) – Wk 一 1),k € N 构成 的 . 因此 , 根据 Kolmogorov 的 0-1 @ (定理 6) 有 


P{limsup W(n)/vn > с} є {0,1}. 


对 a>0 有 


P(t. < оо) > Р | sup W(t) > a) > P(W (n) > ayn, 1.0.) 


1Є[0,оо) 
п OO 


> Р (timsup n 2W (n) > a) > lim sup P(n7!/2W(n) > a) 
NCO | 
= P(E€ > а) > 0, 


这 里 上 《~ М(0,1). 这 样 , Р(т, < оо) =1. O 


$9. 利用 反射 鼠 理 来 找 随 机 变量 W(t) 和 M(t,w) = sup Ws, w) 的 联合 分 布 ， 
sEjQ,t 
其 中 上 > 0. 
首先 要 注意 , 对 每 个 +> 0, M(t,-) 是 实 随机 变量 . 这 是 由 于 


Gif = uP f(s), ЛЕ Co[0, оо) (30) 


是 由 Со[0, оо) 到 В 的 连续 映射 . 

定理 т. 对 所 有 的 t,x,y 之 0 随机 变量 Wt) 和 M(t) 的 联合 分 布 满足 关系 式 : 

P(W(t)<y-—a, M(t) >y)=P(W(t) >y+2). (31) 

HE. WR у = 0, 则 (31) 变 成 平凡 的 等 式 P(W(t) < -z) = P(W(t) > x). ® 

y > 0, 根据 引 理 2 
| Ty = inf{s > 0,W (8s) = y} 

是 相对 于 о- 代数 流 FW 的 有 限 停 时 . 

设 Z = {Z(t),t > 0} 是 由 公式 (28) 引入 的 过 程 , 这 里 т = Ty. RAT oy(w) = 
inf{s > 0: Z(s,w) = y} 是 同样 是 对 于 o 一 代数 流 FZ 的 有 限 停 时 , 因此 , 对 所 有 的 
y 20,w € {Ty < оо} A ay(w) = (w). 


注意 , 对 任意 的 ty > 0, 有 {т < t} = = {M(t) > у}. МЕ, 对 所 有 的 B є 
2(С]0, оо)), > 0, 有 


P(r, <t,W € B) =P | sup W(s) > y;W e в) = P(W € ВПВ), 
sE€[0,t] 
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这 里 , B = G7 (ly, оо)) є A(C[0, оо)), 参见 (30). 利用 定理 5, 可 以 看 出 
P(o, <t,Z € B)=P(Z€ Вп В) =P(W € BAB). 


这 样 , 随机 变量 (ry, W) 和 (cv 2) 具有 相同 的 分 布 . 
因而 , 对 所 有 的 z < R,t,y > 0, 有 | 
Ploy <t, Z(t) <у-т) = Plty St, W(t) <y—2). (32) 
由 于 W 的 连续 性 , 对 y > 0,w en, A И (т, (ш), ш) = у. НИ, 对 上 > oy(w) 得 到 
Z(t,w) = 2W(ty(w),w) — W(t,w) = 2y — W (Е, ш). ЭМ, 对 所 有 y>OMceR, 由 
(32) 式 有 


P(M(t) > у, W(t) <у-=) =Ploy <t, Z(t) <y— т) 
= P(o <t, W(t) >y +x) =Р(т, <, W(t) >y+2) 
= P(M(t) > y, W(t) > y +2). (33) 
如 果 z > 0, W P(M(t) 2 0, W(t) > y+ 2) = P(W(t) > у + х) М (33) ASR (31) 
7%. 0 
$10. 由 定理 7 得 到 区 间 [0,1 上 Brown 运动 极 大 值 的 分 布 . 
推论 1 ( 巴 舍利 耶 (Bachelier)). А0 ty z0 有 
P(M(t) > у) = 2P(W (t) > у) = Р([И/ (2) > y), (34) 
Bp, 对 每 个 t+ 之 0, 有 Law(M(t)) = Law(|W(t))). 
ШЕ. 在 公式 (31) +, 取 x = 0. 因为 
P(W (t) < y, M(t) > y) = P(W (t) > y), 
这 样 有 
P(M(t) > y) =P(M(t) 2 y, W(t) < у) + P(M(t) > y, W(t) > y) 
= P(W (t) > у) + P(W (t) > y) = 2P(W (t) > y) 
(考虑 了 , KERN y eR At>0, A P(W(t)=y)=0). O 


不 难 发 现 , 与 性 质 Law(M(t)) = Law(|W(t)|) 对 每 个 上 > 0 成 立 的 同时 , Levy 发 
现 了 下 面 关 系 式 成 立 (参见 , 例如 , [182, p.230]): 


Law(M — W, М) = Law(|W|, L}, 


这 里 Г, = {L,(0),t > 0} 是 Brown 运动 在 0 点 的 局 部 时 (参见 , ЖЛЕ, 习题 19). 最 
后 的 等 式 应 理解 为 二 维 随 机 过 程 分 布 的 重合 . 
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推论 2. 对 所 有 的 y>0 和 0<a<b<o 有 


Р ( sup W(t) – (а) >) «АРИФ - a) >y) = РИФ) > 0). (85 


iE. 根据 定理 2 有 
Р ( зыр WO — wo) >и) <P( sup Wis) >20) +P( inf Ws) < =v). 
axt<b O<s<b—a O<sgb—a 


注意 , 对 所 有 的 t>0 和 一 W = {-W(t),t>0} 有 
sup (-W(s)) =— inf W(s), 


s€[0,¢] $Е [0,1] 
Zz Brown 运动 . 由 (34) 式 结 论 得 证 . O 
$11. 下 面 的 结果 (该 结果 属于 辛 钦 (Khinchin)) 是 对 Wiener 过 程 (Brown 运 
动 ) 轨道 构造 行为 的 研究 中 最 著名 的 概率 定律 之 一 . 值得 注意 的 是 , 第 一 次 是 在 对 独 
HZA) (Bernoulli) 随机 变量 求 和 时 , 由 Khinchin 发 现 重 对 数 定律 的 . 在 本 章 的 补 
充 和 练习 和 第 五 章 中 , 将 展示 出 , 由 独立 项 部 分 和 所 形成 的 过 程 与 Brown 运动 之 间 
有 着 深层 次 的 联系 
(1+2) /2Е Log Log t 
(1-2) / 2t Log Log t № 





定理 8 (BRE). 以 概率 1, 有 | 
(2) W (t) 


jj — =] lim inf f 
кю (2tLogLogt)!/? 和 t00 отоор? 


— —1, (36) 


这 里 , Logt = In(tVe), У 表示 取 大 值 . 
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从 这 个 定理 看 出 , 对 任意 的 Е > 0, META 如 (sw) 出 发 , 几乎 所 有 Wiener 过 
程 的 轨道 都 是 在 由 曲线 土 (1 + ce)vV2tLogLogt 为 边界 的 “ 简 集 ”当中 , 同时 又 以 概率 
1, 它们 无 数 次 地 从 “人 简 焦 ”边界 土 (1 — €)./2¢LogLogt “跳出 ”( 参 见 , 12). 

МЕ. 证明 分 为 两 部 分 . | 

А. 8 A(t) = (2tLogLogt)!/?, V(t) = W(t)/h(t),t > 0, 验证 以 概率 1, 有 


lim sup |У(# = 1. 
t—00 


取 任 意 的 = > 0,c > 1, 事件 {对 无 穷 多 个 п, BV (<) > 1+=} 的 概率 为 0. 利用 
(11.29) 的 估计 , 得 到 


У > P(\V(e")| >1+e)= > РИМ) > (1 + €)(2LogLoge”)!/) 


n=l 
«У 
` — Val + é)(LogLoge”)1/? 
因为 对 n > no(c), 即使 得 on > e, 有 LogLogen = шс" 和 e-(1+e) LogLoge” — 
(nine) C+. 根据 (37) 式 的 估计 和 Borel - Cantelli 引 理 , 有 


Р(У (с")| >1+=, 29210 п) = 0. 


~—(1+e)*LogLoge” < оо, (37) 


议 
A,={w: sup |V(t,w)~—V(c",w)| > =}, 


і1Є[с",с"+1| 
验证 , 事件 A, REA SRA У) 0. 因为 
V(t) – (е) | = [V E) — We") /h{t)| + (We) /A(t) — Ve"), 
得 


W(t) – ии (ст) > нео) 


sup 
іЄ [с",с"т 1] 
= 1 1 т! 
"(>= ( 一 一 一 一 一 一 一 = Pn + да. 3 


根据 结论 2 和 (11.29), 有 
> ра <2 У P Ò(IW 一 cl> е") 


P(A) < P | 











neno nno 
n+l п 1/2 2 „п n 
< 3 3 С С ехр - (5) c” ш ше 
EAIN 2с" In Inc” 2/ СП — п 
NZNO 
è c— 1 1/2 2 
— Ts Inc) (ACW) < 39 
EV 27 Gar (n nc) < } 


NING 
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如 果 取 с cle) > 1, 使 得 e?/(4(e-—1)) > 1. 
TEX y 2e 有 


/ —3/2 | 
(=) = -5g 080 у) 241+ (InIny)~ t (lny) t}. 
因此 , 利用 Lagrange 公式 , 34 п > по(с) 时 , 有 








1 1 7 > 2¢3°/2 (In In c”)? (er #1 — cr)! — 2сп/? (In Ine п) 1/2. 
Һс") Penrt 7 (c—1) 
e(In In c”)1/2 
Das DP (Ww) Se | 
nno neng ( ) 
2(c— 1 1 
< V2(e— 1) (пас) $ /QD) ) < оо, (40) 


E/T 2. (in In с”) 


如 果 с = cle) > 1, 8848 =7/(2(с- 1") > 1. 
因此 , 对 每 个 。 > 0, 根据 Borel - Cantelli 引 理 , 由 (37) 式 ~(40) 式 得 出 , 对 几 
乎 处 处 we Q 找到 to = tole, w), 使 得 对 所 有 t 之 to(s,w) 有 


УС, | < 14%. (41) 
这 样 ， lim suplV (0) < 1 几乎 处 处 . 
в. 现在 验证 几乎 处 处 有 


limsup V(t) > 1 


t—- оо 


为 此 , 只 需要 验证 对 任意 的 = є (0,1/2) 和 几乎 处 处 的 w, 从 数列 {m*,k Е N 当中 
(这 里 m= mle) 是 充分 大 ), 可 以 找到 子 列 {те} ЖЕ К, = kj;(w)), 使 得 


V(m* jw) > 1 一 2e, WR j> Jo(w,e,m(e)). (42) 


WEHE В, = {w : (W(m*) — W(m*-1))/h(m* — m1) > 1 tel КЕМ. 根据 
(11.30) 有 
Р(Вь) = P(W(1) > (1 — €)(2LogLog(m* — m*~*))*/?) 


м o o k __ к —– | —(1-e)? 
V2r(1 — €)(2InIn(m* — m*k-1))1/2 (nm =m" )) » К оо. 


因此 , 对 所 有 的 К > Ko(e,m), A 


Р(В,) > (In(m* — тк-1)) 0-20) > (kin т) 01—28)“. 
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这 样 ， 二 P(B,) = œ. 由 于 Brown 运动 增 量 的 独立 性 , 事件 В, 是 独立 的 . 根据 


Borel — "Cantelli 引 理 , 以 概率 1 事件 В, RATA BIR, 即 对 几乎 处 处 的 we Q 可 以 
找到 子 序列 К, = kj(w,e,m) 一 оо, 使 得 对 所 有 的 je N 有 


(И (зт) – М (т 1) /hm — тк) > 1 е, 
ВП 
У(т )a(m*®)/h(m*® — тк 1) Vm hm /hm — mT!) > 1- а. (43) 


注意 , SION, 有 


h(m*) , т \'/? h(m*s 1) 1 1/2 (44) 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 | 一 一 . 
h(m*i — m*i—1) т —1 ”hms — m*-1) т — 1 


因此 , 选取 足够 大 m = me), 并 考虑 (41) I, (43) 式 和 (44) sh, 得 出 (42) sh. 不 等 
式 (41), (42) 保证 (36) 式 中 第 一 关系 式 成 芯 . (36) 式 中 第 一 关系 式 成 立 , 只 需要 取 
{-W(t),t > 0}, ВПГ. O 


612. 研究 Brown 运动 在 0 扩 邻 域 的 行为 . 
推论 3 ( 重 对 数 局 部 律 (或 局 部 重 对 数 律 ))。 以 概率 1 有 


Wt W (t 
lim sup И =] 和 liminf WO 一 —]. 
t30+ /2tLogLog(1/t) t=0+ V2tLogLog(1/t) 


证 ， 设 上 = 1/5, 这 里 s > 0, ЛМ, 


0, 4 $ =0, 
Bis) = {0 当 s> 0， 


是 过 程 的 Brown 运动 . 由 定理 8 得 出 B(s) 在 0 点 轨道 的 连续 性 , 而 关于 Brown 运 
动 其 他 的 性 质 很 容易 验证 . 由 定理 8, 当 s оо Н, 得 到 该 结论 ， 口 

在 附录 8 中 , 将 进一步 推广 重 对 数 定 律 . 
‘FES >] eA 


众所周知 , 对 几乎 处 处 轨道 连续 的 Brown 运动 还 有 各 式 各 样 的 构造 . 对 在 第 二 
章 , 定理 8 中 给 出 的 表示 式 (31) 的 补充 还 有 另 一 种 构造 , 该 结果 是 属于 Levy. 

REE Т, = {2+1 kb =0,1,--- 2% 1}, ne N. 设 在 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 给 
定 独立 标准 Gauss 随机 变量 族 {Xn k, k € Tr, п Є N}. 
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定义 过 程 В, = {Bn(t),t є 0,1} n €N. 8 Bit) =tX14,t € [0,1]. 进而 , 在 集 
& т, ЕЖ B,(0) =0Ж В, (1) = X11, 对 te (0,1) 存在 В, FERIA [0,1] 的 端点 保 
持 线 性 内 插值 . 假设 过 程 Bn 已 经 给 出 ， 下 面 来 构造 Bair. 设 对 t € Th, 


Bn+1(t) = B,(t). 
WR t = к" € Tri \ Th, WK 


1 一 -n —{n 
Bn+i(t) = 5 (Bn(t — 2 "4 Balt +277) 42° PTV? у. (45) 


这 样 在 集合 Thai 上 给 出 了 过 程 Bry. 对 于 其 他 区 间 [0,1] ENR Baa 的 定 
义 , 将 根据 结 点 (t, Bruit), 这 里 ЕЕ Thi, 利用 线性 内 插 来 构造 . 于 是 , 对 所 有 的 
neEN 和 we9 Wh В, # [0,1 上 是 连续 的 . 注意 , 在 构造 时 , 变量 Xk 部 分 没 用 
上 , 但 是 由 于 它们 的 存在 , 使 得 公式 (45) 简化 了 . 

显然 ， др В. (#)| = |X H n1 A 


sup |B B,(t)| = 2704+12 max X . 
в |Bn+i(t) — Bni(t)| копах т n+1,k 


因此 ， 


P (su sup IBn4i(t) — Ba(t)| > n2 "+ ‘| < 2"P(\g| > т), 
te [0, 


这 里 < ~ N(0, 1). 和 用 (11.28) 的 估计 式 和 Borel - Cantelli 引 理 , 得 到 级 数 
Bi(t,w) + > (Вин) — В.(о) 


在 区 间 [0,1] 上 几乎 对 所 有 的 w 一 致 收敛 . 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 定理 , 级 
数 给 出 了 在 [0,1] 上 几乎 处 处 连续 的 函数 B(t). 

借助 于 第 二 章 , 引 理 1 很 容易 证 明 , 对 每 个 n> 0 过 程 B = {Bn(t),0 <t<1} 
是 Gauss 过 程 . 

1. WK EB (t) 和 cov(Bn(s), Bn(t)), 对 s,t є [0,1] Жп > 0. WE ВО) 是 
Gauss 过 程 , H. EB(t) = 0 和 cov(B(s), B(t)) = min{s,t}, 对 s,t € [0,1]. 

习题 1 告诉 我 们 : B = {B(t),0 <t <1} 是 区 间 [0,1] 上 的 Wiener ХЕ. 

在 其 他 Wiener 过 程 的 明显 构造 式 中 , 值得 注意 的 是 维 纳 (Wiener) — 佩 利 
(Paley) 的 结果 . 他 们 给 出 了 级 数 


со 2° 


У У E, ETEO (46) 
n=l к=2"—1 
这 里 &0,&1,…. 是 独立 同 分 布 具有 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 . 级 数 在 [0,1] 上 几乎 处 
处 一 致 收敛 , 且 它 给 出 了 连续 的 随机 函数 乃 是 在 [0,1] 上 的 Wiener 过 程 . 
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有 趣 的 是 这 个 构造 与 哈代 (Hardy) 的 结果 (问题 是 由 歼 曼 (Riemann) 提出 的 ) 
相 比 较 . 该 结果 是 函数 





连续 , 但 是 无 论 在 哪 一 后 上 都 没有 导数 . 7 
别 索 夫 (Besov) ЕЖЕ LMR, 他 给 出 证 明 (参见 ， 


[40]) PBK 
we = = “ue +e) a Si (w ) sin kt 


对 某 个 子 序列 {nm} 在 区 间 [0,7] ee Brown 运动 (参见 , 公式 
(VII.68) 和 (VII.81)). 

由 第 二 章 , 定理 1 和 存在 连续 修正 的 Kolmogorov 定理 (第 二 章 , 定理 18) 立刻 
得 到 , 原则 上 可 以 构造 出 在 [0,1] 上 连续 的 Wiener WHE. 事实 上 , В, Xf s Miso 
有 

E(W, — W,)* = 3(t — sY. 
即 估计 式 (11.52) 4a=4Me=-1 是 满足 的 . 

2. $ {trhns1 是 正 的 数列 , H. еа < oo. АЛЕ, 当 一 оо 时 , 几乎 处 处 有 
|W (t,)| — оо. 

在 对 局 部 重 对 数 律 的 补充 (参见 , 推论 3) 中 , 下 面 关于 Wiener TENEH eb 
行为 的 结果 是 非常 有 益 的 . 

3. 研究 序列 In c N 是 区 间 [0, 1 逐渐 加 细 的 分 割 (7), 分 制皮 以 特殊 的 方式 
选取 , t = tm2-",m = 0,1,.… ,27. 

这 时 , 当 п 一 со 时 , 几乎 处 处 有 


2™—1 
> (W(t) — И’)? >t. (47) 
m=O 
4. 试验 证 , 关于 (47) 式 几 乎 处 处 收敛 不 一 定 满足 , 如 果 区 间 [0,1] LER 
渐 加 细 的 分 割 . 即 分割 n,n EN, А Е, т = 0, , №, (п Є №), п — оо WN, 
有 


(n) (п) 
ост, (mti = tm) > 0. 


(尽管 如 此 , 但 对 依 概率 收敛 是 对 的 )， 

关于 (47) 式 进一步 推广 参见 , 例如 , [75; 第 24 章 , 53]. 

5. 试 证 几乎 所 有 的 Wiener 过 程 的 轨道 是 具有 指标 (И) у < 1/2 ЖЖ 
(Hölder) 函数 , 即 在 每 个 区 间 [a,b] с [0,00) E, s,t € [a,b], Cy = 常数 > 0. 有 


|W (2) — W (s)| < Cylt — s|” 





- 82. 随机 过 程 论 


(这 个 证 明 可 以 参见 , 例如 , [12; 定理 3, р.127]). 是 否 能 在 公式 中 取 的 С, 常数 不 
依赖 于 区 间 [а, 6)? 
6. 试 证 , 以 概率 1 有 


lim supW (t)/t!/? = oo 
t— 0+ 


(也 就 是 , 在 0 д, 1/2 BY Holder 条 件 不 满足 ). 

т. 利用 在 证 明定 理 1 过 程 中 所 进行 的 讨论 , 试 证 Wiener WHE W = {W(t),0 < 
t < 1} 具有 几乎 处 处 没有 一 点 不 满足 y> 1/2 阶 Holder 条 件 的 轨道 . 

8. 试 由 第 二 章 , 定理 19 求 出 习题 5 NR, 和 对 geN,0<s<t<o, 有 


E(W (t) — И (8))2 = (24 — ПИКЕ - в)". (48) 


Я Н,(о) 表示 对 Wiener 过 程 的 基本 事件 we О (可 以 认为 Q = C((0, оо))) К 
道上 那些 点 , 在 该 点 上 满足 7 GY Holder 条 件 的 集合 . 习题 5 和 8 说 明了 , 对 y < 1/2, 
有 P(H, = [0,co)) =1. J 7 WHT, X y> 1/2, § Р(Н, =9)=1. 由 习题 6 得 
到 , SES t > 0 A P(t € Ayo) = 0, 但 是 戴 维 斯 (Davis) 证 明了 Р(Н!/2 4 ©) = 1. 

下 面 的 结果 (参见 , [73; р.313]) 可 与 推论 3 作 有 趣 的 比较 . 为 此 , 先 回顾 一 下 , ВЕ 
机 过 程 称 作 时 齐 ( 齐 次 ) 的 , 如 果 X(t +h) — X(t) 的 分 布 不 依赖 于 t. 


定理 9 (Khinchin)， 如 果 关 = {X(t),t > 0} 是 独立 增 量 , 但 不 包括 Gauss 分 
量 的 时 齐 过 程 , 则 几乎 处 处 有 
im O 
10 VET n/t) 
9. 试 构造 具有 cadlag (GEER) 轨道 (但 不 是 连续 的 ) 的 实 过 程 X = {X(t),t> 
0} 的 例子 和 闭 集 РС В, 使 得 几乎 处 处 有 To < те, 这 里 Ж тр 是 在 定理 3 中 所 
定义 的 . 
10. ХХ ={Xy,ncN} 是 实 随机 变量 序列 和 集合 Be A(R). 设 r = rw) 是 
由 公式 (1.49) 所 定义 的 , 首次 到 达 集 合 B 的 时 刻 . 我 们 已 经 看 到 了 (参见 , 53), т 是 
相对 于 过 程 X 的 自然 o 一 代数 流 的 停 时 . 现在 引入 


olw) = inf{n EN: X,(w) 4 В} 一 一 首次 离开 集合 В 的 时 刻 ， 
ylw) = sup{n EN: Xn (w) Є В\ -一 -一 ЕЖА В 的 时 刻 


(E rA 的 定义 中 , 对 某 个 点 w 来 说 , 如 果 在 花 括号 中 的 集合 是 罕 集 , 则 假设 在 该 
w 取 值 为 +0). GUE, о 是 相对 于 过 程 X 的 自然 oc 一 代数 流 的 停 时 . 试 构造 序列 X 
和 集合 В, 使 得 у 是 相对 于 过 程 X ЮА o- 代数 流 停 时 的 例子 . 同时 还 构造 序列 
X 和 集合 В, 使 得 у 不 是 相对 于 过 程 X 的 目 然 o 一 代数 流 停 时 的 例子 . 

11. 设 六 = {X(t),t ET},T CR 民 是 实 随 机 过 程 了 和 Fr 是 过 程 Х МНЯ o- К 
数 流 . 设 т = r(w) 是 相对 于 过 程 Х WEAR o- RBA; 如 果 r(w) = оо, 9 
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X(r(w),w) = 0. EA X(r(w),w) 是 .2,|2(6)– 可 测 的 随机 变量 ? € T =N 时 , 情 
况 又 如 何 ” 

12. 假设 Ta = inf{t > 0,W (t) = а}, RH W = {W(t),t > 0} Æ Wiener WE, 
a € R. ЛЕ, т, 2 ari, 即 随机 变量 7r 和 ат, 的 分 布 相 重 合 : Law(Tq). = Бам (аёт). 

13. t U 是 Wiener 过 程 在 [0,1 PRA 0 A. АЛЕ, 对 随机 变量 U 的 分 布 arcsin 
律 成 立 : 

P(U < x) = = arcsin VE те |0,4. 
回顾 下 面 重要 的 概念 . 


定义 6， 随 机 变量 族 {£4,a E A} 称 作 一 致 可 积 的 , 如 果 


lim su aidP = 0. 49 
lim вр (49) 
由 此 可 以 得 到 , 对 该 族 有 
sup Eléa| < со. (50) 
аЄ Л 
众所周知 , (参见 , 例如 , (85; 第 П 章 , 86]) 如 果 随 机 变量 族 {&,,n > 1} 是 一 致 可 
积 的 和 几乎 处 处 (或 者 依 概 率 ) & E, Мс 是 可 积 随机 变量 , Нч пою 时 , 有 
Ес, > ЕЁ, ЕЕ – £l > 0. (51) 
当 En n > 0, 是 非 负 可 积 随机 变量 时 , E > E 几乎 处 处 (或 者 依 概率 ),， 这 里 
Её < оо. 于 是 有 相反 的 结果 
EE, — Её > ЖЖ {énn 之 1} 一 致 可 积 . 


应 该 特别 强调 的 是 : 在 这 些 关系 式 中 , 除了 (51) 式 中 的 第 二 式 , 几乎 处 处 收敛 
(En > E as.) 可 以 用 依 分 布 收敛 (En &) 来 代替 . 这 个 重要 的 事实 是 借助 于 前 面 所 
得 的 绪 果 和 将 要 证 明 的 Skorokhod 定理 (第 五 章 , 定理 11). 

给 出 一 致 可 积 明 显 判 式 如 下 : 


定理 10 ( 德 拉 瓦 莱 首 森 (De la Vallee Poussin) (参见 , 例如 ，[101; p.10])). 
随机 变量 族 {,аЕ A} 是 一 致 可 积 的 当 且 仅 当 找到 一 个 可 测 函 数 G : R} — К, Bp 
Се 2(К.) (К), 11 


Jim G(t)/t{=0oo 和 sup EG(\E,|) < oo. (52) 
00 CE 人 


由 这 个 定理 得 出 , 条 件 : 对 某 个 7 >1 有 


sup Е & |” < co (53) 
аЄ А 
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是 {4,0 € A} 一 致 可 积 的 一 个 充分 条 件 . 

下 面 我 们 将 描述 随机 变量 如 何 能 够 “ 散 入 ”到 Brown 运动 中 , 又 如 何 研 究 随机 
变量 和 (具有 有 限 方 差 ) 导致 研究 Brown 运动 在 随机 时 刻 的 行为 . 为 此 , 我 们 需要 
Wald 恒等式 . 


定理 11 (Wald 第 一 恒等式 )， Ка, 6... 是 独立 同 分 布 随机 变量 , 5, = У Ek 


fa T 是 相对 于 o- 代数 流 Fn = = o{€1,°°: En}, пе № 的 停 BY, EL Е <, < 55 和 
Ет < оо. 这 时， 
ES, = ETE&,, (54) 


T(w) 
RB, Wwe < оо), Srv) = 2 Erlo) Aa w E {r = co}, RR Srle) = 0. 
WE. 根据 5, 的 定义 , 几乎 处 处 有 


Sr = 》 Elirany- (55) 


к=] 
1 — 1 
{r>n}=2\ т =k} € Far. 


k=1 


从 而 , 对 任意 的 上 e М, & 和 11;>w} 彼此 独立 随机 变量 . 因此 ， 
ES, = ЕУ éltrzk)} = > Ец) 


k=1 k=1 


= -5 EEL pony = Её > P(T > К) = E& Er, 
这 里 , 积分 号 与 求 和 号 交换 次 序 是 因为 


5 
>; Е[61;.>к}| = Е|51|Ет < оо. O 
k=l 


从 证 明 的 过 程 看 出 , 该 结果 可 以 推广 到 任意 的 随机 变量 (甚至 于 相关 的 ) 序列 
£1,&2,.… ,只 要 有 相同 的 数学 期 望 ae В 和 可 积 的 取信 于 目 然 数 集 的 随机 变量 т, 如 
果 对 每 个 5 e Ne 与 lirar 独立 (特别 的 , 如 果 对 任意 Re М, ér 与 7 独立 ). 

14. АЛЕ Wald 第 二 恒等式 : 除了 定理 11 的 条 件 外 , 设 РЕ, < оо, 这 时 有 


E(S, — TEE€,)* = ErD&,. (56) 
定理 12. ХХ SMA A (Q,F,P) 上 的 实 随 机 变量 , 且 Е|Х| < оо. 人 
在 (也 可 能 在 已 知 概率 空间 的 扩张 上 ) Brown 运动 人 = {W(t),t > 0} 和 随机 变量 


Х 2ZEX+W(r). (57) 
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如 果 ЕХ? < оо; 则 了 可 以 构造 成 Er < оо, 且 进 一 步 有 
Er = DX (58) 


р 在 证 明定 理 之 前 , 首先 要 指出 的 是 : 证 明 最 困难 是 在 于 关系 式 (57) 和 (58) 同时 

BRE. 

15. BX = X (w) ж (Q, Z, P) 上 中 心 化 的 随机 变量 , Н ЕХ? < оо. 在 概率 空间 
(V, #',P’) ER Brown 运动 W = {W(t,w’),t > 0}. 在 空间 (0, F, P) @ (8, F', P’) 
上 根据 (I.46) PREM XAW. 引入 rww) = inf{t > 1: Wt’,w) = X(w)}. 这 
”时 , W(r) =X. 试 证 , 这 时 有 Er = со, 这 里 E 为 对 测度 P@ P' 取 中 值 . 

定理 12 的 证 阴 . 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 , 在 已 知 的 概率 空间 (Q, 多 ,P) Е, 不 仅 
定义 有 随机 变量 X, 而 且 还 有 某 个 Wiener 过 程 W = {W(t),t >20}. 这 样 , 仅仅 需要 
研究 EX = 0, X 是非 退 化 的 随机 变量 (否则 的 话 , 只 需要 简单 假设 т = 0). 

首先 设 X 只 取 两 个 值 a 和 Ma <0<5b, 因 为 EX =0). 如 果 


P(X=a)=p, Р(Х =b)=1-p, (59) 


则 由 条 件 EX = 0 导出 
p= 1-р= 三 一 (60) 








由 于 定理 3, 量 
Tab = inf{t > 0: W(t) Е fa, b}} 


是 相对 于 Wiener 过 程 的 自然 o 一 代数 流 F” BERT. 
”现在 证 , 几乎 处 处 ть < оо. 对 任意 的 me №, 有 


{ть > M} C ПИ (п) – И(п- 1] gb—a,n=1,..,m}, 
由 此 可 得 
P(Ta b > т) < РИ! (п) – (п – 1) <b - а,т =1,... ‚т) = [P(E <6-а)]", 
这 里 ,上 ~ М(0,1). 这 样 有 
P(Ta,b = co)=0 和 Erg, < оо 对 所 有 的 KEN. (61) 


考虑 到 Brown 运动 的 连续 性 , 得 到 以 概率 1 或 者 РУ (ть) = а BR W (Tab) = b. 
PAL, 如 果 Pa,b 是 使 得 


P(W (Tab) = а) = Pab, P(W (Ta b) = b) = 1 — Pa,b (62) 


当 等 式 
EW (Tab) = 0 (63) 
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成 立 , 则 由 (62) 式 可 以 找到 pao = b/b — a) 和 根据 (59), (60) 式 对 只 取 两 值 的 随机 
变量 X 关系 式 (57) 式 是 成 立 的 . 
值得 注意 的 是 , 借助 于 款 技 巧 (第 四 章 ), 利用 类 似 对 连续 时 间 的 第 四 章 , 推论 2 
的 结果 , 关系 式 (63) 很 容易 得 到 . 但 是 (63) 式 也 很 容易 的 由 下 面 的 方法 直接 得 出 . 
定义 随机 变量 2, т = И’(т/п) – W((m —-1)/n),m,n EN Me 


т = шт : 1+ -- Enm 6 (а,5)}. (64) 


由 于 习题 10, 对 每 个 пе N 随机 变量 г 是 相对 于 o 一 代数 流 9” = 
fen En К Е М 的 停 时 .类 似 于 (61). 式 有 Er < оо. YER, Eni + . 
= W (т/п) 和 Ел = 0, 根据 (54) 式 找 出 


EW (т Jn) = 0. (65) 


关于 随机 变量 O 有 如 下 的 结果 

16. 试 证 , Ч 一 оо №, 几乎 处 处 有 т/п — Tap. 

由 于 Wiener 过 程 的 轨道 几乎 处 处 是 连续 的 ， 所 以 根据 这 个 性 质 ， 2 5724 п 一 оо 
时 , 几乎 处 处 有 ИИ (т/п) — W (Tab). 


由 此 可 得 
EW (727) /n) 一 EW (Tab), п — оо. (66) 
但 是 还 需要 有 下 面 的 习题 . | 
17. 试 证 , 随机 变量 族 (Wr) /п), п Е М} 是 一 致 可 积 的 . N 


关系 式 (66) 可 以 由 习题 17 得 到 而 (63) 式 可 以 由 (65) 式 和 (66) 式 得 到 . 这 
OR, 对 中 心 化 的 只 取 两 值 随机 变量 , 形 如 (59) 式 的 证 明了 


X= = Wr, ь). | (67) 


现在 研究 一 般 情 HL. 设 F(x) = P(X < х), 考虑 到 EX = 0 和 随机 变量 х 是 非 
退化 的 , 于 是 有 | 


c=] (ағ) = | ear) 40 (68) 
(—с0,0] © (0,00) 
Wf: ROR, 是 有 界 连续 函数 . RN, 
оо 
Е) = | f(@)dP(e) 
一 z)dF(z)- —y)dF dF (y) - zdF(z 
ГАЕС (2) I... y)dF(y) + [fv wy): | (2) 


(0,00) 


- ] аЕ(2) ] (zf (у) — yf (2)) dF (y). (69) 
(0,00) (—оо,0] 





第 三 章 ”布朗 运动 . 轨道 性 质 .87. 


由 此 可 得 
sosa a {i 





+ 也 ae ). (70) 
在 某 个 概率 空间 (V, FP) Е, 构造 取 值 于 R 的 随机 向 量 (Y, Z), 使 得 
PYZ eB = ||| (z - y)dF(y)dF(2), В є A(R). (71) 


BN{(—oo,0] x (0,00) } 
因为 公式 (71) 右边 是 非 负 可 数 可 加 集 B 的 函数 , 所 以 这 样 的 构造 是 可 行 的 . 至 于 概 
率 测度 可 以 由 公式 (70) 得 出 , 只 要 是 取 函 数 为 集合 的 未 性 函数 . 
| 如 果 y Al Д y <0 < 2, WH (62) HH р, = 2z/(z — у) М (67) 式 找到 


Оу + f(z) 2: 





= Ef(W(ty,2)). | (72) 


MRX y <0 < KH, = 0, FRA b> 0 这 个 公式 是 对 的 . 
考虑 到 (71) АЖ (1.25), 可 以 看 出 


Ef(X) = | EFW сы) (9, 2) (73) 
由 富 比 尼 (Fubini) 定理 和 (1.23), 等 式 (73) 可 以 写成 
Ef(X) = ЕЕ" f(W (ту,2)), (74) 


这 里 ,对 wsQw' е9 F тур (и, ш) = ту, zw) (w), П E 表示 对 测度 P 的 积分 . 
取 概 率 空间 (0, F,P) = (Q,.F,P) @ (QZ P) 和 对 如 = (w,w Е 9,420 R 


Х(0) = X(w), Уфа) = W(t,w). 
18. 试验 证 , 在 概率 空间 (OQ, F,P) 上 
T(w) = TY (w!),Z(w"’) (w) (75) 


是 随机 变量 , 而 W = {W(t t), t > 0} 是 Brown 运动 . 

考虑 到 这 个 习题 和 公式 (74), 可 以 看 出 

Ef(X) = Ef(W(7)). 

因此 , 在 定理 12 中 所 要 求 的 关系 式 (57) 可 以 由 Law(XIP) = Law( XIP) 和 测度 论 
当中 的 一 个 简单 事实 (下 面 习 题 将 给 出 ) 而 得 到 . 

19. 设 P,Q 是 在 距离 可 测 空间 (5, ZS) 上 的 测度 . 如 果 对 任意 的 有 界 连 续 函 数 
f:S— R4, 有 

| дева = | FA), 
S 5 
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则 在 BS) 上 有 P = Q. 

这 样 , (0, F,P) 就 是 那个 在 定理 12 所 叙述 中 的 扩充 概率 空间 . 为 了 完成 定理 的 
证 明 , 只 需要 验证 , 在 EX? < о 条 件 下 有 等 式 (58). 

20. 利用 Wald 第 二 恒等式 (习题 14), 试 证 


ET, b = —ab, (76) 
再 利用 等 式 (76), 富 比 尼 (Fubini) 定理 和 (75) R, 得 到 
Er = Е'Е(ту х) = E'(-Y Z). (77) 
注意 到 (71) 式 和 (68) 式 , 由 此 可 得 : 
Er = E'(-YZ) = I, y)(—y) р“ F(z)z(z — ye-! 


- | и НЕЕ 
(—00,0} (0,00) 


— | y dF (y) 十 | z*dF(z) — ЕХ? = EX2. 
(—оо,0] (0,00) 


从 而 , 所 要 求 的 性 质 (58) (上 面 是 在 扩充 概率 空间 中 相应 的 表示 ) 得 证 ， 0 
现在 , 我 们 需要 对 Brown 运动 作 如 下 的 推广 . 


ЖУ т. 随机 过 程 W = {W(t),t > 0} 称 作 相对 于 o 一 代数 流 (Filton OSE. 
Brown 运动 , WRB: 
1) 对 每 个 +> 0, W(t) 是 F,— 可 测 随机 变量 . 
2) У 0<s<t, Я W(t) – W(s)ILF, (80, W(t) —W(s) 与 多 独立 ). 
3) 几乎 处 处 Wo = 0 AIX 0 < s < t, A W(t) — W(s) ~ N(0,t — в). 
4) 随机 过 程 W 的 轨道 几乎 处 处 连续 . 


显然 ,上述 的 定义 可 以 推广 到 m- 维 Brown 运动 的 情况 : 这 时 条 件 3) 中 要 求 
的 是 , Ч O<s <t, 9 Wt) 一 W(s) ~ NO, (6 — в) 1), 这 里 了 是 m 阶 单位 矩阵 

不 难 发 现 , 如 果 И’ 是 相对 与 o- 代数 流 (Fidiso 的 Brown 运动 , 则 它 就 是 相 
对 于 自然 o 一 代数 流 (F< )tzo 的 Brown 运动 . 以 后 , 当 提 到 Brown 运动 , 而 没 涉及 
o~ BORAT, 束 目 然而 然 地 认为 是 相对 于 日 然 vc- 代数 流 . 

设 .Y 是 完全 概率 空间 (Q, F, P) 上 的 0 概率 事件 集合 类 . 不 失 一 般 性 , 可 以 认 
为 在 定义 7 中 , 每 个 с- 代数 F(t > 0) 都 包含 着 所 有 Л 中 的 事件 . 


定理 13 (Skorokhod, 参见 , [71])， 设 ХХ... 是 在 某 个 概率 空间 (Q, 
F P) 上 的 中 心 化 独立 随机 变量 序列 ， 这 时 , 存在 那样 的 概率 空间 ,在 其 上 可 以 找 
到 随机 变量 序列 {Th} es. 和 Brown 运动 W = {W(t),t > 0}, 使 得 


{Xr,k € N} 2 (Т) — W(T1),k € N}, (78) 
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这 里 , 非 负 随机 变量 Tk – Tk-1,k E No = 0) 是 独立 的 . 如 果 ЕХЕ < оо, 则 对 所 求 
出 的 序列 {Т}, 还 有 关系 式 E(T – Th-1) = ЕХ?, k EN. 


ШЕ. #8 {(У,, Zn) а: 是 取 值 于 R? 上 的 独立 随机 同 量 序列 , А {(Ү,, Zn) dasa 
W, 这 里 W = {W(t),t > 0} 是 相对 于 目 然 o- AA (F ) о 的 Brown 运动 . 
很 容易 构造 一 个 概率 空间 和 定义 在 其 上 所 有 给 出 的 随机 元 ， Xf t > 0, R MB = 
{FM ((Ү., Zn) noi}, 即 是 由 随机 变量 W(s),s є [0,t] 和 Zn 一 起 所 产 
生 的 o— 代数 , 且 都 是 扩充 了 0 概率 事件 集合 类 . 利用 下 面 的 习题 . 


21. 试 证 , W 是 相对 于 上 题 所 定义 的 o 一 代数 流 (24)iso 的 Brown 运动 . 

继续 定理 13 的 证 明 . 设 对 每 个 mn є №, 如 同 在 公式 (64) FATER X M (У, 2) 
分 布 一 样 , 来 根据 Xn 的 分 布 构造 (Yn, 2.) 的 分 布 问 量 . 

ME, 随机 变量 序列 0 =ЩШ <<... М 


T, = inf{t > Тр: W(t) —W(Ta-1) € {Yn Zn}}, DEN. 


不 难 验证 , Т, 是 相对 于 o 一 А (Ao 的 几乎 处 处 有 界 停 时 对 Brown 
运动 的 强 马 氏 性 的 一 后 修正 (定理 4) 指出 , 对 每 个 п = 0,1……， 过 程 BM = 
{В® = ИТ. +t) — W(Th),t > 0} 是 与 o- 代数 MG, 独立 的 Brown 运动 . 除 
此 之 外 , 设 =, := oTe, Wh) k <n} с 2. 因此, BM ILA, п = 0,1,- . 注意 到 
(Ут, 2241) 1210186") }, Aa}. PRY, (Yni, ил), BO) Le. 由 此 可 得 , 随机 变量 
对 (Troi — Т, (Т1) — W (Th)) п = 0,1,... 总 起 来 独立 . 根据 定理 12 和 随机 变 
Е (Yn, Zn) 的 构造 , W (Try) — И(Т,) NAH Хоп E М) 的 分 布 相 重合 ， 口 

在 (78) 式 中 随机 变量 ТТ... ARAE, ARARE ӘЛ E, 参见 ， 
[182]. 在 该 书 中 构造 了 那样 的 Brown 运动 W, 使 得 在 定理 13 中 所 描述 的 随机 变量 
Ti (k Е N) 是 相对 于 自然 o- RE (FF hzo 的 有 限 停 时 . 

第 二 章 引入 的 Brown 运动 的 进一步 推广 . 


定义 8， 被 称 为 指数 为 HE (0,1 的 分 数 (或 者 是 分 形 ) Brown 运动 , WREE 
中 心 化 的 Gauss М В = {BCD (t),t >20}, 且 协 方差 函数 为 


RH)(s,t) = (87 ен |. 529), st>0. (79) 
当 H = 1/2 时 , 得 到 标准 Brown 运动 . 常数 H 又 被 称 作 哈 尔 斯 特 (Harst) 参数 . 
22. 试 证 , 在 公式 (79) 右边 的 , НМ НЕ (0,1) МЕЛ. 


EX 9. 随机 过 程 X = {X(t),t > 0} 称 作 具 有 平稳 增 量 的 , 如 果 对 每 个 n> 1, 
任意 的 0< <... < МАР 0, 5 


(X (tz) — X (t1), X (tn) — X (tn-1)) 
2 (Хы +h) — X(t +A), X (tn +h) — X (tn-1 +h); 
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这 里 2 表示 依 分 布 相等 


从 下 面 引 入 的 两 个 习题 , 可 以 得 到 分 数 Brown 运动 是 具有 平稳 增 量 的 随机 过 程 . 
23. Ww X = {X(t),t > 0} Æ Gauss WH, AYMAN O<s<t<0,F 


E(X(t) — X(s)) = (t—s)c, D(X(t) – X(s)) = f(t — 8), (80) 


这 里 , сЕВ MAX 三: В, >R. 这 时 , X 是 平稳 增 量 的 随机 过 程 . 
24. 试验 证 , 对 指数 为 He [0,1] 的 分 数 Brown 运动 有 


E(B 8s) — BUD (t)? = |s – tH, s,t>0. (81) 
设 (Т,р) 是 具有 某 个 固定 点 9 的 距离 空间 ， 
定义 10. X Gauss WH BY = {BI(t),t єт) 具有 0 中 值 和 协 方差 函数 
RE(s,t) = 3(p(s,0) + p(t, 0) — pls.t)), (82) 
称 作 在 集合 全 上 Levy 的 Brown (%) 函数 . 


给 出 的 定义 中 , 假设 距离 р, 使 得 公式 (82) 给 出 是 非 负 定 的 函数 . 一 般 来 说 , 对 
任意 的 一 个 距离 р 这 是 不 见得 的 . 

25. Gauss 随机 函数 X = {X(t),t oT} EERS T Е Levy 的 Brown 函数 当 
且 仅 当 几 乎 处 处 X(9) =0 和 

E(X(t) — X(s))° = p(s, 0) 
(同时 假设 公式 (82) 是 非 负 定 的 函数 ). 

EX 11. WÈ (Т, ||.) 是 赋 范 空间 (特别 的 是 Rd 带 有 欧 氏 范 数 |. |), WRA 

0 中 值 和 协 方差 函数 
R(s,t) = 2 (181-101 18—40), steT (83) 
的 Gauss 随机 过 程 称 作 Levy 的 Brown 运动 . 

在 多 维 的 情况 , 类 似 公式 (79) 引入 菜 维 (Levy) - Ф ДА (Shimberg) 随机 场 . 
它 是 中 心 化 Gauss 随机 函数 VOD) = {У (t), t € RR4 = [0,00)*},H с (0,1], 且 协 方 
差 函 数 有 

RH (s,t) = 5 (РИ + РН | 828), ste RM. (84) 

FEM 12 (#2 (Wiener) 一 #44 Ж (Chenzov) ИЖ). EER Gauss 随机 

函数 X = {X(t) te Ri} HA | 


d 
EX(t)=0 和 соу(Х (з), X(t)) = | | оь, te}, (85) 
k=1 





第 三 章 ”布朗 运动 . 轨道 性 质 . 91. 


这 里 t= (t1, °°: ta), $ = (s1 ‚ $d) Е RG. 

试 证 , 这 样 的 随机 场 是 存在 的 . 

设 Wp = {W,(t),t > 0},k =1,--- ,d 是 独立 的 Brown 运动 . 假设 对 = Rê = 
[0, оо), Y (t) = Wi(t1)… Walta). BN, 有 


d 
EY(t)=0 和 cov(Y (s), Y (t)) = |] min{s,, te}. (86) 
k=1 
因为 ， П min{ Sx, tk} FEAT PSAP GUE НО ВА BL, 所 以 根据 第 二 章 ， 定理 3, Wiener — Chen- 
ZOV 随机 场 是 存在 的 
注意 , X(t) =0 对 点 t 几乎 处 处 是 在 坐标 平面 中 . 随机 函数 X = {X(t),t Є RI} 
可 以 认为 是 指标 为 矩形” 的, BU X(t) = X((0, А), 这 里 ,对 t= (ti, ,ta) E Rt 有 


(0, ¢] = (0, 21| X- X (О, tal 


借助 于 Haar 函数 来 构造 以 集合 为 指标 的 Brown 运动 , 可 参见 [174]. | 
在 矩形 (平行 六 面体 ) 形 如 В = (a,b) = (a1, bi] x --- x (аа, Ба] C R? ЖЕ, 定义 
随机 函数 


X(B) = >》(-1UD es X(eial 二 (1 一 cb sdad 十 (1 一 Ed)ba)， (87) 


这 里 , 求 和 取 自 所 有 的 向 量 = = (eu еа), 具有 0 或 1 的 分 量 ,而 | el = È ex 和 
Ев жи X = {Xi,t eR} Æ “HB” 类 上 的 增 量 . 

26. 设 X Æ Wiener - Chenzov 随机 场 , TUE, {X(B), B є П} Æ Gauss BEALE 
ЗП К” В = [a,b] CRE 的 全 体 . 试 求 它 的 中 值 和 协 方差 图 数 . 试 证 ， 
对 任意 的 n > 2 和 不 相交 的 矩形 By,---,B, є П, 随机 变量 X(B1),…… ,X(Bn) 是 相 
互 独立 的 . 给 出 以 随机 变量 X(B), Bc, 为 术语 的 Wiener - Chenzov 随机 场 定义 . 


定义 13， 如 下 随机 过 程 被 称 作 具有 参数 о, 6 > 0 的 奥 恩 斯 坦 (Ornstein) — 
乌 伦 贝克 (Uhlenbeck) 随机 过 程 , 如 果 其 有 如 下 形式 


Vi =e PW (ме?8'), t eR, (88) 
这 里 W = {W(t),t > 0} 是 某 个 标准 的 Brown 运动 . 


27. ЗАЛЕ, У = {V;,,t € R} 是 Gauss 随机 过 程 , 且 求 其 协 方差 函数 . 
对 Brown 运动 (或 更 广泛 的 过 程 ) 的 许 许 多 多 性 质 可 以 参见 , 例如 , [31, 43, 48, 
81, 182]. 


OS 
oR. 离散 与 连续 时 间 


内 容 摘 要 : №, PR, ER. 例子 . 杜 布 (Doob) 分 解 . 补偿 元 . 田中 (Таппака) AAS 
REX. 滤 基 的 扩充 . 二 次 特征 .二 次 变 差 . Doob 的 自由 选择 定理 . 应 用 到 随机 游 动 
(破产 问题 ). Doob 的 下 款 极 大 、 极 小 不 等 式 . 关于 穿越 数 引 理 . FRA. iR 
(Galton) - 沃 森 (Watson) 分 支 过 程 . L'(0,F,P) ИЖЕ. Ж (Levy) 
定理 , 保险 数学 的 基本 定理 . 具有 连续 时 间 闭 和 下 鞠 的 一 些 不 等 式 . 


51. 本 章 的 目的 是 给 出 一 系列 蒜 理 论 的 基本 结果 , 而 这 些 具有 各 式 各 样 的 应 用 . 
在 初学 这 一 章 的 时 候 , PARA 81 中 的 定义 和 82 中 的 例子 . 离散 时 间 下 擂 的 构造 
是 被 Doob 分 解 曾 明了 (55). 在 86 中 给 出 了 最 简单 的 应 用 . 在 87 中 解释 了 滤 基 的 
扩充 , 即 增加 0 概率 事件 类 VY 的 理由 . 在 39 中 , 给 出 了 在 时 间 的 随机 变换 下 , 保持 
BR (PRR) 性 质 的 重要 结果 , 在 811 中 经 典 的 破产 问题 用 来 举例 说 明 它 们 . 在 $19 中 
На (借助 818 中 的 引 理 ) 证 明 保险 数学 的 基本 定理 . 在 复读 的 时 候 , 可 以 学 习 
这 章 的 其 余部 分 . 


首先 回顾 一 下 , 实 随机 变量 上 相对 于 o- 代数 и CF 的 条 件数 学 期 望 EJA) 
定义 为 这 样 的 函数 C :9 一 В, 使 得 


1) EH A|A(R) - 可 测 的 . | 
2) 对 每 个 Сем, 数学 期 望 EClc 和 Elo 是 确定 的 , Нл Ес1с = Е&1с. 


根据 拉 东 (Radon) — 尼 科 迪 姆 (Nikodym) 定理 (参见 , 例如 , [35; BNE, §5]) 
得 到 , 如 果 Еј < со, 则 那样 的 随机 变量 © FE, 而 且 精 确 到 等 价 类 是 唯一 的 (随机 
变量 tc 和 > 等 价 , 或 随机 等 价 (a ~ С), MRA Pà = О) = 1). 在 同 量 的 情况 ， 
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E= (&1,.… En) :0 В", 存在 数学 期 望 的 分 量 , 根据 定义 设 
Е(&|/) = (EEA), , E(En|/)). 


”值得 注意 的 是 , 定义 条 件数 学 期 望 是 对 垂直 投影 运算 的 一 种 推广 (参见 , 习题 1). 
设 给 定 一 概率 空间 (0, 多 ,P) MEA о - 代数 流 ( 滤 基 ) (Pdicr, 这 里 人 CR, 
ПОЗЕ № o- 代数 族 Z, t eT, ERA s<t s, tET 时 ,有 .多 С .2, CF. | 


定义 1， 随 机 过 程 X = {Xi,t E T}, 这 里 Xi: 0 一 К, ЖЕ ОНР с К 
数 流 (Filer), 如 果 满 足下 面 的 条 件 : 

1) 随机 过 程 X = {Xn tE T} 5 с 代数 流 (Fiher 相 适 应 ， 即 对 每 个 t € Т, Х, 
是 FP 可 测 的 随机 变量 . 

2) Х| < оо, ЕТ. 

3) 对 s,teT,s <t, 几乎 处 处 (a.s.) 有 E(X Fa) = Xz. 

为 了 在 定义 中 强调 适应 性 , 经 常 过 程 用 (Xi, Feher 来 表示 过 程 X. 

如 果 在 定义 3) PRM as. 有 Е(Х,|.2,) > Xs ИЖЕ (Х,) ет Æ FR (sub- 
martingale). WRK аз. 有 Е(Х,|.2,) < Xs 则 称 过 程 是 上 款 (supermartingale). 
显然 , 过 程 (Xe, Feher AFH HLA (-Х, Feher BER. 这 就 告诉 我 们 为 什么 
以 后 , EA LR AAA PR. 自然 而 然 , BRB] DEAR A Ze PR ERR. 

注意 , 在 给 出 的 定义 3) ENF, 对 所 有 的 s teT,s <t 和 任意 的 АЕ, 有 


] X,dP = ] X,aP. (1) 


类 似 地 , X FRE (1) RÉ “=” PRR “<. 显然 由 条 件 3) 可 得 关系 式 EX, = ЕХ,, 
对 所 有 的 s,t ЕТ. 
如 果 (Х,,.2,) ст Bh (Г) Al o- 代数 流 (Ger, HAG CF,, НЕТ 
有 X Е YAR), 则 (X Aher НЕ (Г). 这 是 由 于 条 件数 学 期 望 的 “ 望 
远 镜 ”性 质 (参见 , [85; 第 1 FB, р.270~271]): 对 o- 代数 GA, с 4 с Я 和 可 积 随机 
变量 上 有 
Е(Е( 11 ) |20) = Е(Е(& |5) |, ) = EE) as. (2) 


特别 的 , 如 果 取 (“ст 是 自然 o - 代数 流 FX = ofXs,s Sts ET}htETHI 
(Xi, FX rer ЖК (Г). 但 是 如 果 相 对 于 “ 穷 ” 的 (小 于 FS )o - REG, 
WE (X,,G)ter 将 不 再 是 蒜 , 因为 由 于 1) te T, Я с 4, 是 必要 的 . 
当 概 率 空间 (Q, 多 ,P) 中 , 没有 明确 指出 о - И (Фет M, 则 一 般 来 说 ， 
过 程 X = {Xt E T) RER, 自然 是 相对 于 自然 o- 代数 流 (FS dter 的 . 但 是 
经 常 将 (Fher 直接 写 入 到 概率 空间 (О, 多,P) P, 即 写 成 (Q, F, (Ferer, Р), 并 称 
做 滤 化 的 概率 空间 , 或 者 说 随机 基 . 除 此 之 外 , 如 果 在 同一 个 可 测 空间 (9, F) 与 一 
族 概率 多 = {P} 有 关系 , 则 说 关于 滤 化 的 随机 实验 (NQ, F, (Fher 2). 如果 上 只 是 
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与 这 概率 族 多 中 的 菜 个 具体 概率 Р 有 关系 , MRE “Хх, бет Е, 有 时 用 
“(Xis Ft, Pheer Epp 来 表示 , НХ 3) 成 并 与 成 P - a.s.3) ВУ. 
| Shee ХЕ IREF в” 向 量 随机 过 程 的 情况 时 , 要 求 条 件 1),2),3) 对 每 个 分 
量 都 满足 . 
对 了 = Z; = {0,1,---} 时 , 在 条 件 3) 中 , 只 需要 研究 上 = s 十 1 的 情况 . ha 
说 , 充分 (ELH) 要 求 as 有 


E(AX,|Fn—1) =0 这 里 AX, =X, —Xn-1,n EN (3) 


定义 2. 序列 {En Fnjnz0, MBM AH & 是 可 积 的 ， 并 与 о - 代数 流 
(Fn )n>0 适应 的 ， МЕХ, WRX п > 0, 2.5. 5 Е E(En| Fn- 1) = 0. 


这 样 , 由 3) 看 出 , WEE (Xn, Я.) ира PRS AMS (AXn, Fr)nzo ERE (AXo 
:二 0). 


$2. 例子 
11. ИХ ={Х Фет} ERAT R” 的 独立 增 量 过 程 ,这 里 TC Rj, Х, = 
(X},---, XM), 且 对 所 有 的 te T, Я ЕХ, = а. 这 时 , (Xier BRR (相对 于 自然 o- 
代数 流 ). 
HE, 对 3, Е T(s < t) 和 Е oR о 一 代数 流 (А): ет, a.s. 有 
E(X FZ) = Е(Х, — X; + X| FË) = E(X, 一 X) 二 X = Х,. (4) 


特别 是 , т — 维 Wiener WHER. WHE {M – EN, t 20}, XE М = {Ni,t 20} 
是 Poisson ЯЗ AFF BR. 

序列 5% = & + ::: +&,п EN, 这 里 &,&,... 是 取 值 于 В" 的 独立 同 量 , AR 
мВ Ух пем, 有 EE, = 0. Ж, пем 0{51,:-:,5,} = 0,6,6} 

关系 式 (4) 说 明 , 可 以 用 任意 的 o – 代数 流 (ет RRE AR о - 代数 流 , 只 
要 X 是 A - ЧИ, МЕР, Xi -Х, 是 独立 于 多 ,, 和 对 所 有 的 te 了 有 
EX; =a E R”. 


n 9 2 2. 设 nme N, Cn 是 实 独 立 随 机 变量 ， 且 对 所 有 的 n 有 Ес, = 1, 假设 Xn 一 
Ш“ 7 = o{C1,° t „npn EN. 这 时 ， 有 (Xn, Fn nen TE 8}. 


定义 3， 设 在 滤 化 的 可 测 空 间 (BD, 赋 有 滤 基 的 可 测 空 间 ) (О, F, (.2,) ст) 上 给 
定 概率 测度 P 和 О. 称 作 测度 Q 相对 于 测度 Р 局 部 绝对 连续 ( 记 作 , Q SP), 如 果 
对 每 个 te 工 , 在 .多 上 测度 Q 的 压缩 测度 Q = Ое, 相对 于 在 Fe 上 测度 Р 的 压 
缩 测度 P, = Plo, 是 绝对 连续 的 . (参见 , 第 一 章 , 614). 


例 3. ў Q < Р 和 gt = dQ; /аР;, Є Г. 这 时 ， 过 程 (gt, Fr, Р);єт Fe BR. 





SOS 3. 离散 与 连续 时 间 95 + 


Е. Ms<tMBe 2, с.2,, 可 以 看 出 , 由 于 gs 是 F,- ЯМ CANN, д, 是 
- 可 测 ), 有 


| gsdP = / g.dP, = Q,(B) = Q(B) = Q(B) = ] gidP; = ] фар, 
B B JB | В 


这 样 结论 得 证 (参见 (1)). O 


例 4 (591734). (0,9, (.2,,), ьо, Р) 是 滤 化 概率 空间 , Fo = {2,0} FM = 
(MnyFn)n>o В. 随机 过 程 X = (Xn, про, 由 М 根据 下 面 公式 得 到 的 


Xn = Хо + Улм, п 之 1, (5) 
k=1 
这 里 ， Y = (Yn, Fn—1)n>1 是 可 料 序列 ， Вр Pn 是 Fn-1- пу), В. (为 了 简单 ) [pn < C 
(常数 ), ЖЕ E H. 

类 似 的 过 程 经 常 在 赌博 模型 中 被 用 来 描述 资本 的 演化 (详细 可 参见 ， [85; 第 一 
№, р.653]). ЕЖ, WE on >0 和 М fe PR (AY ESR), 则 同样 对 过 程 Х 也 是 . 

E = (pr)kz1 是 可 料 的 , 表达 式 У ЕАМ, 有 时 称 作 “函数 对 过 程 М 的 
离散 式 随 机 积分 ”. 在 定义 “随机 积分 fe рам. ”的 概念 (参见 , 第 八 章 ) БИ ЕН 
然 就 成 为 一 种 特殊 情况 . 

例 5， 设 (ст 是 某 个 o - АТМ Е 是 可 积 随机 变量 . 假设 对 te T,X = 
E(é|.%,). 由 “望远镜 ”性 质 (2), 得 出 (Xi, Freer ERR. 该 过 程 称 作 Levy 3. 

83， 设 了 = {Yi,t > 0} 是 实 独立 增 量 随机 过 程 , 且 对 某 个 a є R 和 所 有 的 
s,t >0, 有 

Ее“ < со, Eeer Y) < ою. (6) 
研究 
t>0. (7) 
BR, wR 多 = of Y,,8 <t}, M 





еб а(Ү; — 
Е(2,1.,) = (= =a 12.) = АУ: ”Eea(Yi-Y,) (8) 


由 此 可 知 , 4s < Е 时 E(Zi/ 多 ,) = 2, 当 且 仪 当 有 
ore E oY 
E (Sr) = Е аус. (9) 


这 样 有 
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5181. GY = {Ynt > 0) 是 实 独立 增 量 随机 过 程 , 且 满足 (6) A. 这 时 , 过 程 
Z = {Zit > 0}, 这 里 Zi 是 根据 (7) 式 所 确定 的 ,是 蒜 当 且 仅 当 (9) ARS. 

$4， 下 面 的 引 理 给 出 了 构造 更 广泛 下 鞭 例 子 的 可 能 性 . 

52. Ж (Х, Я ет AR, h: R> К АЖИЛ t eT, ВАХ 


E У = МХ, ATRN. ЗН, (Yi Fiker ATH. PRAA h 是 不 降 的 , WS 
(Xi, Fiker 是 下 款 时 , 结论 依然 成 立 . 


ШЕ. 对 条 件数 学 期 望 利 用 延 森 (Jensen) 不 等 式 (参见 [85; 第 1 卷 , p.297]) 得 到 
对 s < t(s,t e T) 以 概率 1 有 


(Хз) = h(E(XelSs)) < ERX) Fs). (10) 


如 果 (Xe, Feher HE PARA h 不 降 的 , 则 (10) 式 换 成 as. 有 В(Х,) < А(Е(Х,[.2,)). 
C] ， 


$5. 下 面 的 结果 被 称 作 Doob 分 解 , 在 利用 鞭 方 法 研究 随机 序列 分 析 时 , 它 起 
着 关键 作用 . 对 连续 时 间 的 情况 , 相对 应 该 结果 被 称 作 杜 布 (Doob) – 梅 耶 (Meyer) 
分 解 , 将 在 第 八 半 的 补充 中 给 出 . 


定理 1 (Doob)， 设 在 概率 空间 (0,Я,Р) Е, 给 定 可 积 (对 每 个 n) Бо- К 
数 流 (多 ,)n>o 适应 的 随机 过 程 X = {Xn,n > 0}， 这 时 ， 存在 a.s， 唯 一 的 形 如 
Х= JM 十 和 分 解 ,使 得 对 n 之 0, 有 


Xn = Mn + An 


这 里 ， М = (Mp, Fn)nz0 Я А = (An, Fn-1)nz0 是 可 料 过 程 , В Ao = 0 和 
多 _1 = {2,0}. 特别 的 , ЖЖК X= M+A 中 ,过程 (Xn, 9.) ТЕНИ 
当 过 程 4 是 不 降 的 , аз. Ж AA, >20 Жп>1. 


Ш. 如果 X 有 那样 的 分 解 , 则 由 于 (3) А, 有 
AA, = (АХ, 1) 对 所 有 的 n 之 1, 


从 而 , 有 
An =У`Е(АХ» 1), n 21, (11) 
k=1 
这 样 , ЦЕННО X = M+ A, 具有 可 料 的 随机 过 程 A = (An, Fn-1)n>0 НХ Ao =0 
是 as. 唯一 的 . 
设 X 满足 引 理 条 件 的 随机 过 程 . 现在 根据 (11) 式 定 义 可 料 过 程 A, n > 1, AK 
Ао 三 0. 这 时 , М = X — A 是 靳 ,显然 满足 定义 1 中 的 条 件 1) 和 2). 同时 , Xf n > 1, 
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a.s. 有 
E(AMn|Fn—1) = Е(АХ, |2,1) — ДА, = 0. (12) 


也 就 是 , У X = M+ A 建立 了 . 
XP RR, 该 定理 的 结论 由 公式 (11),(12) 立刻 可 得 . 0 


56. 我 们 将 介绍 , 甚至 于 Doob 分 解 的 最 简单 情况 也 导出 非常 有 趣 的 结果 (9 
如 , 下 面 通常 是 利用 组 合 方法 所 建立 的 关系 式 (19)). 


例 6， 设 So = 0, Sn = sl 十 :二 c 这 里 =, e0,--- 是 独立 Bernoulli 随机 变量 ， 
使 得 Plen = 1) = Plen = —1) = 1/2. пЕМ. 由 于 引 理 2 随机 过 程 X = {X,,n > 0}, 
其 中 Xn = [Sn] 是 下 加 (相对 于 с - RB (Fr)nso, 其 中 Fn = afsl ,en), 对 
n 1M Fo = {2,9}. 试 求 其 Doob 分 解 . 


АМ, = АХ, — ЛА, = АХ, — Е(АХ, |2,1) 
=|S,|—E(|Sn||Fn—1), п2>1. (13) 


TER, 
[Snl — Sn-1 + En| — (5—1 + Еп)1{5,_1>0} 十 11S。;=0} (521 +én)lys,_, <0}; (14) 
这 里 , 15 是 集合 В 的 示 性 函数 . 因此 ， 


Е( |521 + En||-Fn-1) 一 E((Sn-1 + En) Lis, 30} һ-1) 
+Е(115„_,=0} |1) — Е (5-1 + En)1{s,,_1<0}|/Fn-1) 
— n—11{5,,_1>0} 十 11S。 1=0} — On-—1l1{s,.1<0}) n, 之 1, (15) 


我 们 这 里 考虑 到 Е(=„|.„_1) = Een = 0. 由 (13)~(15) 得 到 


Mpa = У (sgn 5к—1) Ак 


k=1 
这 里 
1, 当 x > 0), 
snz=<(0, 42=0, (16) 
—1, 42z<0 
根据 (11) 


A, = У Е(А Хх. |1) = У (E(|Sk-1 + Ек|| #1) — 98-1). 


k=1 k=1 
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由 (15) 看 出 ， 对 k 2 l, A E(AXk|Fk-1) 一 1 {5,_1=0} 因此 An — L,,(0), 这 里 
Ln(0) = #{k, 1 <S k S n: Sk- = 0), BR Г, (0) 是 序列 (Slockcn-1 为 0 的 数目 . 这 
样 


Sn| = > (sgn 5-1) А + Ln(0), (17) 

k=l 
下 是 对 Brown 运动 绝对 值 的 著名 田中 (Tannaka) AX, (参见 , 例如 , (86; 第 2 A, 
р.375]) WARA. 
由 (17) А] | 
ELn(0) = ElS,| (8) 


利用 中 心 极限 定理 (关于 随机 变量 Si, / Vn 分 布 弱 收敛 于 标准 正 态 律 N(0,1)), 由 (18) 
找到 | 
EL (0) ~ =n, Ч и 一 oo (19) 


关于 (19) 式 的 证 明 可 以 在 第 五 章 , 例 2 中 找到 . 而 对 一 般 弱 收敛 定理 的 问题 将 放 在 
下 一 章 和 它 的 补充 和 习题 中 


67. 解释 , 一 般 对 о - 代数 流 所 附加 的 条 件 . 


注 1， 在 定理 1 中 , 我 们 要 求 的 是 Ао = 0 ЖА as. Ap = 0. 虽然 对 随机 
变量 来 说 所 有 的 等 式 与 不 等 式 都 理解 为 as. 成立， 问题 在 于 , 这 并 不 保证 А, = 
Е(АХ. |.) + Ao 是 Fo - 可 测 的 . 为 了 避免 类 似 此 事 发 生 , 经 常 假设 给 定 的 概率 空 
E (9, 多,P) 是 完全 的 , LÆR (.2,):ет 也 是 扩充 的 , 即 每 个 o - 代数 Я, 包含 看 P-0 
概率 集合 类 Ve 多 (为 了 简单 只 研究 在 (0,9) 上 一 种 测度 ). 

下 面 的 结果 说 明 , 对 扩充 的 滤 基 来 说 不 仅 是 方便 的 , 而 且 也 不 影响 对 一 般 的 讨 
ie. 

5383. AX = (Xa т ZR (FR), TCR am, МАНЯ X = 
IX Fiber, 这 里 Я, =f Fi, N} tET, ARR (FR). 

УЕ. 显然 (Xt, вет 满足 定义 1 中 的 1) 和 2) 条 件 (考虑 到 Я, C ЕЕ T) 
取 s < ЦзЕЕТ) 和 验证 as. 有 E(X,|F,) =Х.. BRE, X, € #8) 和 对 任意 
KI Ає 2,, 可 以 找到 Be 多 ,和 Ce М 使 得 4 = BUC ОЖ, AT 多 是 完全 的 ， 
可 以 认为 BNC = с). 根据 (1), 有 


] Х,аР = ] X,dP = ] Х,аР = ] Х,аР, = (20) 
A B B A 


这 里 利用 了 , 如 果 存 在 Её 和 P(C) = 0, 则 Etlc = 0. WP BOR, 将 (20) 式 中 的 第 
二 个 等 号 换 成 不 等 号 “<”， 口 
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58. ВА PRR ЯЕ IE. 


定义 4. HX = (Xn, 9), Æ PR. 在 Doob 分 解 中 的 不 降 可 料 序列 4 = 
{A, Fn—-1}n>z0(Ao = 0, 多 _1 = {2,Q}) 称 作 随机 过 程 X 的 补偿 元 (“和 补偿”, 即将 X 
变 成 Х — А, tae DRE F BRR RR). 
设 M = (Mn, Fn)n>o HEA TARR, BI EM2 < oo,m 20. RN, 由 于 引 理 2 
ue M? = м, )л>о Fe FBR. 根据 Doob 分 解 定 理 有 М2 = т, + (М), 这 里 
= (Mn, про Е, 而 (М) = ((M)n, Fn-1)nz0 70, 在 这 种 情况 下 , 它 义 
в M 的 二 次 (平方 ) 特征 . 由 (11) А, X n > 0 可 以 找到 


(M ЭГ AMk| Fk- == Seon -m 11-1) 
k=l k=1 
— ŞT E((AM,)? 1) (21) 
k=1 


这 里 , BAER К > 1 利用 了 E(MkMk-1|Fk-1) = Ме 1Е(Мь 1) = МЕ}. 
二 次 特征 ,自然 而 然 的 可 以 看 作 类 似 方差 , 是 当 М, = а + нп >1 和 
Mo = 0, 这 里 Е1,&5,... 是 独立 中 心 化 的 随机 变量 , Н EE < oo(k 2 1), АЗ (21) 给 
出 (М), = У Dé, =DM,,k > 1. 
=1 + 


定义 5， 被 称 作 随机 过 程 X = (Хп > 0 人 的 二 次 变 差 是 随机 过 程 [X] = 
(X]n)n>0; 这 里 


ІХ | = У (Ах, п>1 和 [Хр = 0. | (22) 
k=1 - 
59. 介绍 在 时 间 的 随机 变换 下 , RIFA OCP RR) 性 质 的 一 些 非常 有 用 的 结果 . 为 
此 , 我 们 还 需要 数学 期 望 的 一 个 简单 性 质 (回顾 在 第 三 章 , 85 中 所 给 出 的 在 某 个 事件 
上 o- 代数 相 重 合 的 定义 ), 


引 理 4 (条 件数 学 期 望 的 局 部 性 质 )， 设 给 定子 o КИ, HCF них 
量 ine LQ, F, P) 并 且 在 某 个 事件 A (多 当中 的 ) LAG =H fe Е = (Л, 
乎 处 处 在 A Е). 这 时 , as. 在 4 上 有 | 


EIS) = Eln 2) (23) 


ШЕ. PHA 14E(E|Y) 和 LEMA) Æ Zn – РА, 因而 , D = AN{E(E|¥) > 
Е(и|.2)} €GNH. FR 


E(1pE(é|¥)) = E(1pé) = Е(1рл) = Е(10Е(712)). 


如 果 , JURA C > oM ЕС = 0, Was. 9 С = 0, НШ, as. ÆA Е, A Е(& 9) < 
E(n|.2@). 同 理 可 证 , Æ A 上 ,有 Е(& 9) > E(n| 7). 0 
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WX = (Xn9n)nzo 是 随机 序列 , 即 相 对 于 某 个 o - PRB (.2,,) „оо 适应 的 随 
机 过 程 {Xn n > 0}. Е т 称 作 有 界 的 , 如 果 对 某 个 自然 数 k, as. 有 т < Кк. 如 果 
T(w) = co (对 有 限 A Р(т = оо) = 0), MRE Xr lw) = 0. 

定理 2 (Doob 自由 选择 定理 或 者 停止 定理 )， 设 随机 序列 X = (Xn, Fn)nvo 
具有 E|X,| <00,n > 0 这 时 , 下 面 的 条 件 是 等 价 的 : 

1) X = (Xn, Яир 9 (FH); 

2) 对 任意 的 有 界 停 时 7 和 任意 的 停 时 o, 有 E(X7| 多 ,) = (2)Xrno; 

3) 对 任意 的 有 界 停 时 7 Feo, Has. Я тро, 这 时 有 EX, = (2)ЕХ,. 在 给 出 
的 公式 里 和 即将 证 明 中 , Е “(2)” 都 是 当 对 下 款 研 究 时 用 的 . 


ЇЕ. 1)=2). Ras. Чт<Е, ЖЕ КЕМ. 这 时 ， 


k 
ЕХ,| < У E|X,,| < oo 


n=O0 


从 而 相对 于 任意 的 子 c - 代数 oS CF ИЕН E(X 9) 是 存在 的 . 
现 证 , 在 集合 {7 > 0} E, 有 Е(Х,|.%,) = (2) Х,. 只 要 证 , WER Ac FY, R 
В= Ап {о — т}, т > 0, 有 上 入 TBmfr>mm] 一 (S)EXmI Bntrem}- 事实 上 ， 


| ЕХ 1 Ba{rsm} = ЕХт 1 вг{т=т} + ЕХт Е Во {т>т} 
= (<)EX; l Bagram} + E(E(Xm+1|Fm)LBnir>m}) 
= EX, 1B qfram} + EXm+11Bn{rzm+1} 
= (<) = (<S)EX-LBn{r >m}: (24) 


根据 第 三 章 , 引 理 1 集合 <o 包含 在 F, 中 , 在 该 集合 上 , 由 于 引 理 4, 有 
Е(Х, | Fo) = E(XrnolFe) = Хело, (25) 


这 里 ， 我 们 利用 了 Х-тло 是 Feng т 可 测 的 量 ， 而 ла C Fy. 由 (24) Th, (25) 式 得 
2). 
2)=>3). 由 于 当 a.s. T 2 с Ё, a.s. 有 Х.л = Х,. BREA 


EX, = (S)EX eae = ЕХ, 


3)=1). Rr Alo BN, Has. т< е, XE k 是 某 个 上 自然数 . М о = тло, 
并 且 取 任意 的 集合 4 < J. 很 容易 看 出 ， 


QA = 21А + оо19, ТА = т1д + oly, З = ад ЛК, д = тА ЛЕ 
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ЕЕ НАХ] о ео AB< 6 < Е ОДА w-0=0,0-l= о). AK, 
EX; = (2)ЕХв. МІ, 


ЕХ, 14 ЕХ = (>)EXa l4 十 EXIT 
ЕХ. 1 = (>)ЕХтло ТА. 
考虑 到 , Холо 是 .多 we - 可 测 的 量 , 而 公式 (1) 后 的 注 , 导致 
Е(Х, ло) = (2) Хело (26) 
геп Ж о= т, ЖЕ 0 < т< п(т,пє 2). 这 时 Fino = 图， 根据 第 三 章 引 


理 1 和 (26) 式 变 为 条 件 切口 

由 已 证 的 定理 立刻 得 到 

推论 1. 随机 序列 X = (Xn, Fr)nvi BHR (FR) 当 且 仅 当 所 有 随机 变量 Xn 
是 可 积 的 , 且 对 任意 不 降 有 界 的 停 时 т, 序列 (р, AP n >l, as. 有 Tn < Tnt1， 和 对 
某 个 自然 数 kn, as. 有 т, < kn), 随机 序列 (Xr Fr, noo 是 款 (TH) 

2. ХХ = (Xn, Fn)nzo HR. HT 是 有 限 停 时 , 使 得 对 某 个 非 负 常数 с 
fo Br #9 п > 0 as. |Xinn| < с. Е ЕХ, = EX. 

事实 上 , М и 一 oo 时 , as. 有 Х,ль > X- (如 同一 般 , 在 0 概率 集合 {т = оо} 


Е, 设 X = 0). 根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 随机 变量 X, 是 可 积 的 , В. n- оо 
时 , 有 EX， 一 EX 由 于 定理 2 的 3), 有 ЕХ,л„= ЕХо. 由 此 可 得 需要 的 结果 . 


§10. 已 证 的 定理 2 中 最 有 用 的 结果 当然 是 1)52). 我 们 将 引入 一 些 条 件 ， 以 
便 保 证 对 不 是 有 界 停 时 的 情况 下 这 种 缠 渭 关系 依然 成 并. 


推论 3， 设 (Xn, 多 n)nz0 AP (FH), T 是 有 限 停 时 , 使 得 


E|.X,| < co (27) 
Fe 
lim inf EIXn|1{7>n} = 0. (28) 
这 时 , 对 任意 的 停 时 a 有 
Е(Х, |.) — (>) Х.л (29) 


特别 的 , Жо 是 有 限 停 时 , Has. Ho <т Ж ЕХ.| < оо, А]. 


ЕХ, = (>)ЕХ.. (30) 


Ё 
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HE. 根据 定理 2, ЧАЯ ту =7AN, 对 六 >1 有 
E(XiAN |.) 一 (2) Хллмло. 


显然 , М N 一 co 时 , as. Ж Х,лмло 一 XrAc， 因 此 ,只 需要 证 对 某 个 子 序 殉 
{nk}, nk 一 00(k 一 оо) 成 江天 系 式 , 即 当 天 一 oo Nias. 有 


E(X ran, Fo) > Е(Х #0) (31) 
条 件 (28) 等 价 于 存在 序列 {mj},mj 一 olj 一 оо), 使 得 
lim ЕХ нц) = 0 (32) 


这 时 , 由 于 (32) 式 , 当 j 一 oo 时 , 有 
EJE(Xram; | Fo ) E E(X,|.¥,)| 
S E| Xram; — Xr| S Е Хит + ЕХ церт) > 0 (33) 
因为 根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 (as. 9 т < оо, 因此 当 т; 一 оо 时 , as. 有 
1{т> ть} — 0) 有 EIX7|1 {7 >m,} 0(7 >? со). 
现在 从 序列 {mj} 中 取 子 列 {пк}, 使 得 (31) 式 成 立 (由 在 L 空间 中 收敛 的 序 
列 经 常 可 以 提取 a.s. KARIT FI). 
Xo 的 可 积 性 和 (29) 式 的 成 立 保证 (30) RAJA. O 


5| 理 5。 设 随机 变量 族 {Xn,n 之 0} ТЖ, НХ = (Xn, 多 i,)nz0 一 致 可 积 , 则 


对 任意 的 有 限 停 时 7 ( 即 对 停 时 了 有 Р(т < оо) = 1) 满足 条 件 (27) 和 (28). 


Е. ВА, 当 оо 时 有 P(r > п) — 0, 则 由 在 [85; 第 1 卷 , p.236] 中 引 理 2 得 
到 条 件 (28). 除 此 之 外 , 由 于 {Х„п > 0} 的 一 致 可 积 得 出 


sup E|.X,| < oa (34) 


对 有 界 停 时 т, = TAN, XH, NEN, 根据 定理 2 (第 三 点 ) AEX, SEX. 因此 

EIXrv|=2EX7 一 EXrv < 2EX7 – ЕХо. (35) 
由 于 引 理 2, 序列 Х+ = (ХХ), 是 下 载 ， 再 一 次 用 定理 2 (第 三 点 )， 得 到 
EX? <ЕХх < ЕХм|. 


注意 , 4 N > rw) as. 有 т, (ш) = rw) М, 4 М > т(ш) as. 有 Хт, = Хз. 
考虑 到 |X, | 2 0, 利用 (34) 式 , (35) sh, 根据 法 图 (Fatou) 引 理 (参见 , [85; 第 1 卷 ， 
p.233]) 得 出 


E|X,| = Eliminf |X; | < liminfE|X,_ | < supE|X,_| < ЗварЕ|Хм| < oo. Ш 
N N N N N N N 
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$11. FATRA KRENAR Р RARE GRRE, 我 们 来 研究 经 典 的 关 
于 破产 问题 . 


Gl 7. Е, Е... 是 独立 同 分 布 Bernoulli 随机 变量 : 
P(& =1)=p, P(& =-1)=q=1-p (0<p<1). 
R Sn == +6 +t- + &, 这 里 7 是 固定 的 整数 , n > 1. 利用 赌博 来 解释 , x 是 某 个 
HERIR AE, 而 Sn 是 在 时 刻 п 他 的 资本 . 


取 整 数 Al b (“边界 ”) a < b, 使 得 x є (a,b). ВИ, 以 多 少 概率 随机 游 动 
$ = {Sun > 0}, 走出 边界 a 早 于 边界 b EEKE а 意味 着 赌 徒 的 破产 , 而 走出 水 
SE b 意味 着 赌 秆 胜出 ). 

设 


Ta = шп 21:5, = а}, т =inf{n >1:S, = b},7 =inf{n>1:S, ¢ (а, Б)}. 


随机 变量 ra, ть, т 是 相对 于 о - 代数 族 (Fano 的 停 时 , BEBO, = of{61,… En}. 
且 根 据 第 二 章 习题 15, 7 是 有 限 停 时 

注意 , Xn = (a/p), n > 0 是 相对 于 ос - 代数 族 (Fa)nso 的 蒜 (这 里 % = 
(2,0) 由 于 定义 1 中 的 1) 和 2), 显然 , 对 ne N, 有 


E(Xn|-Fn—1) = (а/р)?"-Е((9/р)*") = Xn-1- 


对 任意 的 п > 0 随机 变量 Soan 的 值 是 位 于 a 和 6 之 间 . 因此 , 对 所 有 的 n> 0, 有 
E|Xran] < с, 这 里 常数 c= c(a, b, р). 
利用 推论 2, 得 到 


ЕХо = (4/р)° = EX, = (9/р)*Р(5, = а) + (а/р)”Р(5; = b). 


值得 注意 的 是 


(因为 7 < co а.в.), 5 рт 4 时 ,有 
(q/p)* — (a/p) 
(q/p)* — (a/p) 


ШЖ p= д = 1/2, 则 解 更 简单 . 显然 , 可 以 取 a 一 x M o-r RAVE a 和 b, 这 时 , A 
为 初始 资本 为 0. Wald 第 一 恒等式 (参见 , 第 三 章 定 理 11) 给 出 , Ут=шНпем: 
Sn Ф (2-2,0 — х) }, 有 


P(S- =a) = P(t < ть) = 


ES, = Ес. Er = 0. 
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因此 ， 
(a—x)P(S, =a—2x)+(b—2z)P(S, =b — x) = 0, 


考虑 到 P(S =a-—x)+P(S,=b-—2)=1, 由 此 可 得 
P(S- =a – x) = (b — x})/(b — а). 


这 样 , 对 随机 游 动 , 初试 始点 为 e Z, Æ n = 0 Н, р = д = 1/2 ЖДЖ а < 
b(a,b € Z, x € (a,b)), A 


P(Ta < ть) = (b — x)/(b — а). 
$12. 对 蒜 和 与 蒜 相 近 的 过 程 建立 一 系列 重要 不 等 式 时 , 定理 2 表现 出 非常 有 效 . 
定理 3 (Doob 极 大 和 极 小 概率 不 等 式 )， 设 六 == (Xn, Я), АТ. 这 时 ， 
对 任意 的 N EN 和 所 有 的 4 > 0, 有 


十 
uP (max, Xn 2 u) < РАМ max. Xu < ЕХм, (36) 
. | + 
uP (min, Xn < -u) < —Е Хо + EXNT min Xu) < —Е Хо + EXN (37) 


ШЕ. 定义 停 时 т = minin > 0: Xn Sup AN. 这 时 ， 
EXN > ЕХ, = EX,;14 + EX,1q = uP(A) + EXn 17, 


这 里 4= | max x > up. 因此 ， 


O<nsN 


uP(A) < EXn 一 EXnv1z = EXNl1a < ЕХ. 
(37) 式 的 证 明 是 类 似 的 , 只 需要 利用 停 时 7 = min{n > 0, Xn <-u} aN. O 
下 面 的 定理 是 推广 了 Kolmogorov 关于 上 面 估 计 概 率 P (max, [Sn] > u) 的 经 


典 结果 (参见 , 例如 , [85; 第 2 卷 , p.535), 这 里 , 是 对 具有 有 限 的 二 阶 矩 的 独立 中 心 
化 随机 变量 Eo En 部 分 和 5, = Eo + ér +: + (п < М). 


E|Xn|? < оо. 这 时 , ЖЖ и> 0 和 自然 数 N 有 
Р ( max, Xal > u) < ахь (38) 
WE. OP RR (Х|, 多}wz0 应 用 不 等 式 (36), ARBIA 


| max |Хи > up = max Xn > whe П 


Ox<n<N O<n<N 


除了 上 述 (36) 式 和 (38) 式 “ 极 大 概率 不 等 式 ” 以 外 , 在 随机 分 析 中 下 面 的 “ 极 
大 L? – 不 等 式 ” 起 着重 要 的 作用 . 
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定理 5 (Doob MX LP - RER) HX = (Xn, Fn)nzo ARRI A FR. 
ЖЕ Хы < œ, KB рє (1,0) fen <N. 这 时 


max |Хи| > (р/(р 一 1) Хм, (39) 


05п< № 














这 里 |||, = (EEP). 

证 .不 失 一 般 性 (考虑 到 引 理 2) 可 以 认为 , Я п < NA Xr > 0 азѕ.. ® 
Mn = „шах Xn. 为 了 计算 非 负 随机 变量 р ИЕ (参见 , 例如 , [85; 35128, p.258]) 不 
断 地 利用 不 等 式 (36), Fubini ЕНК (Holder) 不 等 式 , 得 到 


OO OO 
Е(МР) = p | up-IPUMN > u)du < p ] uPE(Xy limy >u} du 
0 


ve [Peas — 5 E(Xw MR) 


т 5(ЕХА (ЕМА)? 0/р g 


需要 强调 的 是 , 极 大 不 等 式 (39) 对 1 < p < оо 是 成 立 . M4 p = 1 时 , 需要 特别 研 
究 (参见 习题 23). 


$13. 在 研究 下 蒜 收 和 伍 性 的 问题 时 (514), 我 们 需要 估计 在 时 间 区 间 [0, №] 中 下 
ae “ER igh” FRKE (a,b) 的 次 数 Bn (а, 0). 

为 此 引入 必要 的 表示 . BX = (Xn, Fn)nz0 HE PRA (a,b) 是 某 个 区 间 a <b. 
定义 停 时 未,k > 0, НВ то = О ЯП Г 


Tam—1 = min{n :n> Tam—2, Xn < а}, Тат = min{n:n > Tam-1,Xn 2 0}, т Є М. 
通常 假设 , т. Шт, > Е, 如 果 相 应 的 花 括号 集合 是 空 集 , ЛИТА 09-Р 7695. w 
8 ыы = 如 果 n>N, 


max{m : Tom<N}, WR r < М. 


不 难 发 现 这 个 量 正 是 在 时 间 由 0 到 N 中 , 随机 过 程 “ 自 下 而 上 > FREE (a, b) 
的 “穿越 次 数 ”( 这 个 思想 , 完全 由 图 13 可 以 看 明白 ). 


引 理 6 (Doob 关于 穿越 次 数 ). Я (Xn, Fn)nzo 是 下 载 和 给 定数 a,b(a < b). 
这 时 ， > FRR EEE BAT REA 
ХА + ЕХў ка 


< 40 
р-а b-a (40) 


EGn(a,b) < 


НЕ. 对 随机 序列 (Xn, Fn)jnz0 来 说 , Е Bn(a,b) 等 于 对 随机 序列 ((Xn 一 а), 
Fn)nzo 的 量 Вм(0,6 — a), 因此 , 我 们 以 后 认为 a 二 0 和 Xn 20n ÈO. 
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假设 Хо = 0,F%o = {2,0} MX i > 0, 
Pi — 1 іта, 对 某 些 不 可 数 的 т} 


这 时 , 显然 有 68 м (0,6) < У) (Xi — Xi_-1) Gi. 


i= 


一 


ЕЖ, {ф; = 1} = LJ ({Tm <t}\{tm4i < i} Є 1,121. 
т 为 不 可 数 


Н, 
| N 


N 
bEBn(0,b) < >. E(X; — Xi_1)9i| = У. Elgi (E(X Fi-1) — Х 1) 


1 $=1 


N 
< У. Е(Е(Хя #1) — Xi_1) = У (EX; —ЕХ; 1) = EXN, 


i=1 i=l 
这 样 就 证 明了 不 等 式 (40). С 


$14. ”下面 关 于 下 载 收 敛 的 结果 自然 而 然 是 经 典 分 析 中 关于 有 界 递 增 数列 存在 
极限 定理 的 类 比 . 


定理 6 (Doob). й X = (Xn, Fn )ny] Fe. F Fk, 有 sup ЕХ, | < OO, 这 Е, 以 概 
Tt 
#1 存在 lim Xn = Хо, А E|XQ| < оо. 
т OO 


HE. RIRE. 4 X = liminfX,, X = limsupX, Н P(X < X)>0. AA 
TU OO NOOO 


{X<X}= |) {KX <a<b< X}, 
a,cb€Q,a<b 
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这 里 о 是 有 理 数 全 体 , 则 存在 某 两 个 有 理 数 a。 < b, 使 得 
P(X <a<b<X)>0. (41) 
由 于 引 理 6, 对 任意 的 自然 数 N, 有 
EBn (a,b) < (ЕХ + lal)/(b— a). 


而 序列 By(a,6) 是 不 降 的 , 所 以 存在 极限 , 用 Bola, 6) = lim Bry (a,b) 来 表示 . 这 时 ， 


Е8.(а,6) < (sup EX} + а) /(b— а). 
М 


注意 到 , AA PRX = (Х,,.2,)а BRAK EX} < ELX,| = 2EXT – ЕХ, < 
2ЕХ+ — EX), W 
supEX+ < оо supE|X,|< оо. | (42) 

这 样 a.s. A Ella, b) < оо. | 

但 是 , 假设 P(X < Х) > 0, 即 存在 某 两 个 有 理 数 Fl b, a < 满足 (41) д. 这 
就 意味 着 , 在 集合 (о: X <a<d< X} Е, FRR bola bd) 等 于 无 穷 . 既然 , 这 个 
集合 的 概率 是 严格 正 的 , 所 以 Ebola, b) = оо, 矛盾 . 于 是 由 假设 supE|IXn| < оо 得 
到 P(X < X) = 0, Р(Х = X) = 1, 也 就 是 以 概率 1 存在 lim X (= Хо). 

最 后 , 根据 Fatou 引 理 , 有 


E|Xoo| = E(lim inf |X,,|) < lim inf E|Xn| < sup E|Xn| < œ. Ц 


自然 而 然 , 定理 6 ATLL АИ Е (前 面 已 经 指出 过 , BS PRR, 如 
果 (Xn, Fn)nz1 FER, М (Xn, Яир ETW 值得 注意 的 是 条 件 sup EX, | 
< oo MP SE A Еж BATE. 

推论 4. I X =(X,,Fn)noi LEA PR, WHE DE (1,00) A supEXP < co 
这 时 , 以 概率 1 存在 极限 lim Xn = Хо 也 在 LP WK Ak HY ESF. 

iE. 因为 (Xp, Fn)n>i EPR (参见 , 引 理 2), 则 根据 假设 sup EX? < оо ME 
理 6 有 以 概率 1 存在 XP 的 极限 , 也 就 是 说 Xn 的 极限 (由 于 随机 变量 X,,n 1 
的 非 负 性 ) 存在 . 

由 定理 5, 得 

E sup ХР < (р/(р —1))? sup EXP < оо. (43) 

因此 , me X = Jim Xn, № | 


х, — Хо? < 2Р- "(ХР + XP) < 22 sup ХР, (44) 





. 108 . 随机 过 程 论 


这 样 , 随机 变量 |X, -Xol п > 1 被 可 积 随机 变量 2? sup XP 所 控制 . 由 于 以 概率 1 
WA Xn 一 Xoo, 根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 有 ЕХ, — Хо? 一 0, Е L? 意义 下 
KE (Xn 一 Xoo). O 
815. 下面 例 子 说 明了 , 应 用 定理 6 去 研究 分 支 随 机 过 程 的 渐进 行为 的 可 能 性 . 
例 8 (高 尔 顿 (Galton) — Ж (Watson) 分 支 过 程 )， 设 质量 {k,n >1} 
是 取 值 于 非 负 整数 的 独立 同 分 布 随机 变量 , 且 Ee) = > 0. 假设 50 = 1,5, = el? 
Snl 
AIX n > 2,5, = У EM У Е .= 0,n > 路 这 样 构造 的 序列 5 = {S,,n > 0} 
k=1 к=] 
称 作 分 支 随机 过 程 . 它 描述 了 荣 种 受 普及 数量 的 演化 趋势 , 其 数量 是 以 下 面 的 形式 
RE. 最 初时 刻 п = 0 有 1 个 受 普及 的 代表 , 他 可 普及 一 个 随机 数量 E (可 以 取 值 
于 0,1,2,...) 的 人 群 , 这 一 代 受 普及 人 和 群 中 的 每 一 个 代表 , 又 以 同样 的 方式 , 彼此 之 
则 相互 独立 地 又 普及 一 个 随机 数量 的 人 群 , 它 的 分 布 如 同 前 面 的 50. 这 个 复制 过 程 
MEET, 假设 中 的 最 后 一 代 , 就 是 意味 着 这 一 代 还 没有 产生 新 的 受 普及 者 . 


引入 随机 变量 
Xn = п/ш", п = 1, 


验证 它 构成 一 个 相对 于 自然 о - 代数 流 .2 = of Хо, ,Xn},n > 0 HR. 
由 于 随机 变量 {E k > 1} 独立 于 “历史 ”(50, 51,...,5,_1) 得 到 


Хо, ... х.) 
So, mT s) 


оо j 
k=1. 


j=0 
со 2 
= и" Y Lisni) У EEE? 150 „би 
7 二 1 k=1 


5, — 1 
E(Xn|Fn-1) = и "Б | >. ee 
k=1 





Sn-1 
= u "Е | D>, ee” 


k=1 








— port? У 7145. 1-7 — 51/077" — Ап 1, 
j=1 
PESHEN T BRE. 
不 难看 出 , supElXn| = supEX = 1. 因此 , 根据 定理 6 得 到 当 ”一 оо 时 , 有 
Xn > Xoo а.з. Я EX < оо 由 此 可 得 , 如 果 u<1W4nowW, 9 5, — 0 a.s.. 
换 句 话说 , 在 р < 1 时 , 以 概率 1 普及 数量 退化 (A 0). 
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利用 生成 函数 的 方法 (参见 , 例如 , [68; §36]) 可 以 证 明 , М и = 1 Bt, 有 lim P(S, 
= 0) =1 #14 и>1 时 , 有 lim P(S, =0) < 1. 

分 支 过 程 详细 内 容 在 , 例如 , 小 册子 167, 139]、 作 为 这 个 方面 领域 的 初步 , 可 以 
阅读 [61] 中 的 84. 

516. 推论 4 是 关于 (SER PR, IER) ГР - 收敛 ( 当 p > 1) 结果 之 一 .下 
面 的 定理 将 对 р = 1 时 研究 回收 全 的 问题 

定理 7. ХХ = (Xn, Я), АЖ. 下 面 一 些 条 件 是 等 价 的 : 

1) Xn =E(E|Fn), n 2 1B E 是 菜 个 可 积 的 随机 变量 ; 

2) 族 {Xn,n 之 1} 是 一 致 可 积 的 ; 

3) 存在 可 积 随机 变量 Xv, EA Г - ЖА, п оо Bt, ЕХ. – Xal 一 0; 

4) sup EIXn| < оо 和 Xk = E(Xoo|.Fk), Хо = lim Xn,k > 1 (as 极限 存在 且 
由 于 定理 6 是 可 积 的 ) 


Ш. 1)=2). 对 n > 1 和 任意 的 a > 0, > 0 有 


ЕХ. 1х. љар < Ех, >а) 
= Eléll {xn [>а + ЕІ, |>а,11>) 
| b 
< Р(Х. > а) + Е 1) < СЕ Хи + Е 1а 


b 
< z EISI + El€|Lgyejs0}- 


КЖ, 
jim sup ЕХ. 1х, >а} S Ell le>). 


注意 ,5 > 0 是 任意 取 的 , 且 可 以 取 极 限 5 一 оо. 这 时 由 于 El < оо, 上 边 不 等 式 右 
边 趋 于 0. ЖЕНЯ у 2). | 


2)—3). НР {Х,п> 1} 的 一 致 可 积 性 , 得 到 sup E| Xn | < oo. 根据 定理 6, 
有 a.s. 存在 lim Xn = Xoo . 再 一 次 利用 族 {Xn n 1) 的 一 致 可 积 性 , 得 到 (参见 ， 
(Ш.51)) Ех, Xe — 0 即 在 L1 中 收敛 . 
3)>4). 由 3 3) 可 得 sup Е|Хһ | < оо. 因此 根据 定理 6, as. 存在 Jim | Xn =Y, H 
ЕУ| < оо. 条 件 3) 说 明 as. Y = Xoo, 其 中 Xo 在 条 件 3) 中 说 明 “RFR 1 需 验证 
Xp = E(Xool Fu), k > 1. 
WEAN n>lk>1iA 


EJE(Xn| Fr) — ЕХ) < ЕХ, — Xol. 
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因为 , 4 п 一 со 时 有 EX, – Х| 70 ЯЖ п > Каз. 有 Е(Х,„ |.) = Хь, 则 对 
k>las. 有 Хь = ECX 多) 

4)=>1). Меж. 0 

定理 7 25 ГЕН ARB) RR ЕЯ] КУРТ ВЕ. 

9. МЕ, 5,.-. 是 独立 同 分 布 随 机 变量 , H. P(E =0) =Р(&, = 2) = 1/2. 假 
设 Xn =I Enn > 1. 则 序列 X = {X,,n > 1} BRST AR 

事实 上 , 因为 它 是 例 2 特殊 情况 , 所 以 序列 X 是 蒜 . 注意 {Xn = 0} С {Xn = 
O},P(X, #0) = 27", п> 1, НЕ n 一 оо 时 ,as. AX, 一 0. 假设 , 族 {Xn n > 1} 
是 一 致 可 积 的 , 这 时 , 由 于 定理 7 中 的 2)=3) 就 得 出 当 п 一 co №, EX, 一 0. 但 是 
EX, = 1,n 2 1. 从 而 {Xn п> 1р 不 是 一 致 可 积 的 . 


$17. WHE (完全 的 ) 滤 化 的 概率 宇 间 (Q, 多, (多 ,jny1,P) E, 给 定 随 机 变量 E, 
H E|é| < оо. 这 个 随机 变量 “伴随 ”产生 了 一 个 一 致 可 积 Levy # 


X = (Xn, (多 njnplP)， Xn = E(ElFn). 


根据 定理 7 以 概率 1, ERTE L -WAEN T, 存在 极限 lim EEF). 这 个 极限 
给 出 了 极其 重要 的 目 然 表 示 . 下 面 的 结果 , 一 般 称 作 Levy 定理 , CARE NARS 
收敛 定理 中 的 一 个 , 是 在 20 世纪 30 年 代 中 得 到 的 (ЕЯ (Jensen) 1934, ЗЕ (Levy) 
1935). 当时 , 研究 的 是 由 某 些 随机 变量 Y,,--- ,所 产生 的 o - 代数 F,, MEANS 
机 变量 取 的 是 集合 Be 多 的 示 性 函数 18. 

设 Fo = V 2 ”表示 包含 所 有 о - 代数 Fan CN 的 最 小 o - 代数 . 


定理 8 (Levy). ¥ n— оо 时 , 以 概率 1 有 
E(E| Fn) 一 上 (| 多 oo) (45) 
这 里 的 收敛 同样 可 以 是 L- ЖЖ. 
ШЕ. 根据 定理 7, 以 概率 1 存在 极限 
«lim E(|Fn) = Xoo, 
FEH, 对 所 有 的 n> 1, 9 
E(E|Fn) — Е( Хо |). (46) 
验证 a.s. Xoo = E(E| Foo). 显然 , Xn = Е(&|,) є Fn BR), n > 1. 由 于 Fn C 
Fy, 随机 变量 Xn, 是 Fo- 可 测 的 (n > 1). 根据 第 一 章 引 理 6 E Xo E€ F~|A(R). 


由 于 第 一 章 引 理 7 可 以 找到 Fo- 可 测 随机 变量 Zo, 使 得 a.s. Zo = Xo 这 样 , R 
需要 验证 as. Zo = EEF) 为 此 , 要 证 对 任意 的 集合 А є Fa, 有 


EZ_14 = ЕТ д. 
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因为 as. Zo = Хо, 最 后 的 等 式 等 价 于 , 对 每 个 A є Fy, A 
ЕХ 1a = Eé1 (47) 


根据 (46) 式 关系 式 (47) 对 每 个 包含 在 代数 of 一 U ,中 的 事件 4 RE (从 
而 组 成 л- A). 很 容易 看 出 , 所 有 满足 (47) 式 多 中 的 集合 4 组 成 入- Ж. 根据 单 
调 类 定理 , of} 包含 在 入 - А. BR, of} = 多, 因此 对 所 有 的 A © Fo, (47) 
式 成 立 ， 口 


518. 对 连续 时 间 扶 或 下 质 的 研究 要 比 离散 时 间 的 复杂 .但 是 , 有 一 系列 的 结 
FAG Fe BC Ta FE PR (在 一 定 的 条 件 下 ) 为 连续 时 间 的 情况 . 

由 于 引 理 3, 在 研究 鞭 或 下 加 (Xt, Hi)t>0 ВУ, WA 2 一 代数 流 F = (F 1 ):>0 是 扩 
充 的 . 


定义 6. 相对 于 o- R F,r 称 作 可 选 时 ( 停 时 ), ИЖ r: 0 一 [0, оо], 
使 得 对 每 个 +>0, 有 {и : tlw) < the Fa 


SI 7. 4 X = (Xr, Я ьо 是 具有 as. PERRIER. Ro 和 7 是 相对 于 
0 一 代数 流下 的 可 选 时 , Has 有 ore, 这 里 Cc 是正 常数 . 这 时 ， 


EX, = EX, (48) 
(在 0 概率 集合 {0 = co} 和 {7 = co} 上 , 假设 X =0 和 XX; =0). 

УЕ. SARE Т, = 2-?Z = {2 k E 724}, пем. BR, (Xu, Я) ст EB. 
ENX T(n) = 27% [2"7 +1] M a(n) = 2" [270+ ||, XE n eN, [| 是 数 的 整数 部 分 . Ш 
然 , T(n),o(n) ЄТ, MA nn 一 оо 时 , 对 几乎 所 有 的 w є О, т(п) lr oln) | о. REZ 
外 , as. a(n) < т(п), п Е М. 注意 , т(п), oln) 是 相对 于 co- 代数 流 (多 Juer 的 停 时 ， 
因为 对 每 个 keZ A {т(п) < k2-"} = {т < К") є... (类 似 对 oln), п є М). 
这 时 , 对 所 有 的 meEeN 有 估计 式 a.s. T(n) < с+1. 因此 , 由 于 定理 2 (在 这 定理 中 研 
究 的 是 参数 集 Z, 而 不 是 Т, 这 不 影响 ), 对 n eN, as. 有 


E(X rn) Foin) = Хп): (49) 
根据 同一 定理 , 对 m e zZ, as. A 
E( Xe (m) (п) — A gn) næm (50) 


这 里 c(m) = 2-™[2™ce +1). 在 定理 7 的 证 明 过 寸 程 中 说 明了 , 对 任意 的 о - 代数 族 
2, C 多 ,a є А (& 是 可 积 随机 变量 ), 随机 变量 Elida) 全 体 是 一 致 可 积 的 . 考虑 到 
te R,,X, 的 轨道 是 右 连续 的 , 同时 (由 (50) 所 推出 的 ) Ж {Хоу} 是 一 致 可 积 的 ， 
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得 出 当 п 一 оо 时 as. Хи) > Xo 和 在 [1(9,Я,Р) 中 М И. 这 样 , Xe 是 可 
积 随机 变量 . AA, 对 n >m 有 as. E(Xaumy|Frn)) = Xriny, 类 似 地 得 出 当 т — оо 
时 as. Xin) > Xr 和 在 (9, F,P) P D – WM. 根据 党 三 间 引 理 1, 对 n>m 有 
Fon) C Fom) 因此 , 对 每 个 m e М 随机 变量 Xom) 是 Form) - 可 测 的 . 由 第 一 章 
引 理 6, 可 以 看 出 对 任意 的 m eN, Xo 是 Fom - 可 测 随 机 变量 , 即 X, 是 乡 -可 
测 随机 变量 , 这 里 


G = П | (51) 
现 证 明 | 
E(X- |Z) = Х, as. (52) 
为 此 , RABE ACG, A 
EX,14 = EX,14 (53) 


既然 , Mn Ee NAY C Fon, 由 (49) 式 和 第 一 章 引 理 7 得 到 , 对 所 有 的 mneN 有 
EX7(n)14 = EXo(n)14. 等 式 两 边 让 п 97295, 且 利用 已 证 的 Х, „у - 收敛 到 


X, 和 Xom - ИЖ Xo, 导出 (53) R. 关系 式 (52) 显然 的 导出 了 (48) Ñ. O 


$19. ЯЛТЕ ЕЕ КЕ зе р А (Cramer) — уа АНЯ (Luen- 
berger) 保险 模型 (第 一 章 例 3) 中 的 基本 结果 (定理 9). 为 此 , 67 


(и) = Ее" <œ, 对 vv > 0. (54) 


HAAR SCH” Btn; 来 说 , 这 个 条 件 显然 是 满足 的 , 也 是 非常 现实 的 .因为 a.s. 
m > 0, 则 对 v <0, (54) ARS. 经 过 完全 类 似 于 (1.5) 的 计算 ,对 0< s<t 和 
ЕВ @F 


Ee 0001—15) = et 8)9) 这 里 (и) = 和 (WV) — 1) — ve. (55) 


由 (55) at, 注意 到 Yo = yo, 有 Ee-o = 90) рев, 因此 关系 式 (9) 成 立 , H 
对 每 个 v e В 过 程 
Z = {7 =е *" 9) рє В, ) 
是 相对 于 с - 代数 流 多 =0{Z,,0<s<thaal{y,,0<s<t},te R4 HBR. 
BIA EP в 
т = inf{t > 0: Y; < 0} =inf{t > 0: Y; € (-оо,0)}. (56) 


因为 {Ynt > 0} 有 аз. 右 连 续 轨 道 , 而 集合 (—с,0) ЕЯ, 类 似 于 第 三 章 定 理 3 
得 到 (作为 练习 试验 证 ), т 是 可 选 时 , 即 对 任意 的 te В. 有 {т < +} є .2,. 由 于 引 理 
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7 (© =О<ТЛЕ<Е BRO NM tar 是 有 界 可 选 时 ) 对 t, v € Ry 考虑 到 不 等 式 a.s. 
Y, <0 #9 


ет Уо 一 Е 20 — Е Илл 之 Eexp{—vYia7 7 ($ A T)glv)} lirst} 
> Eexp{—vY, — Tg(v)}lir<t} 


> Ee MO cy > ink e 9 P(r <t). (57) 


这 样 . 对 ww>0 和 ty>0 有 


P(r <t)<e7’™ sup е9). (58) 
0585$ 
议 
с> da, 这 里 a= Ет < оо. (59) 


这 时 g’(v) = Ар (0) — c Al 9'(0) = Ma 一 c < 0, 除 此 之 外 , 因为 0" (и) = Enje’™ (由 
条 件 En, > 0 推出 En? > 0), 所 以 对 v > 0 有 gv) = Mw) > AE. ALE 
在 唯一 的 数 vo > 0, 使 得 g(vo) = 0. Mv = vo, 由 (58) 式 对 所 有 的 上 e Ry 得 到 
Pir<t)<e >, 由 此 有 

P(T < œ) < е OO". (60) 


这 样 , МЕНЯ SP RF Re BS PEAR AR: 


定理 9. 设 由 具有 强度 为 A > 0 й Poisson 过 程 (1.10) 所 描述 的 Cramer – 
Luenberger 保险 模型 (1.11); 随机 变量 nj CN 满足 条 件 (54) 和 不 等 式 (59). 这 
时 , “破产 ”概率 P(7 < оо) 可 以 用 公式 (60) 式 来 估计 , 这 里 , yo 是 初始 (原始 ) KA, 
vo > 0 RAF 9(5) = 0,vE 了 + (唯一 的 ) ИЖ, 而 函数 g 是 由 (55) 式 给 出 的 . 


§20. 以 后 我 们 还 需要 下 面 的 结果 (参见 , 例如 (36)). 在 这 一 节 里 T RREA 
ТЕЖ. 
推论 5. 设 (Xs, Я) <,<т 是 具有 连续 轨道 的 下 蒜 . 这 时 , 对 任意 的 c>0 有 


P ( sup Xs 2 г) < EX} /с. (61) 
0%3<Т 


ШЕ. 考虑 到 Х,,0 <t sT HERRE, 有 
OO 
| sup X, > 7 = © б {Xpo-n >U} U {Хт > u} 
Оо<8<7 — _ 
“8% n=1 k:0<k2-"<T 


在 证 明 (36) 式 的 过 程 中 (用 Xsis, Xem S1 <: < Sm 来 代替 Xo, Xn) 给 出 
个 等 式 


Р О б {Xpo-n > u} U {Xr > a) < EXT /u. 


п=10<&2-"<Т 
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HF, 当 мою НР CU, в, р ( Ü Ba). 再 对 u 取 极限 , 得 到 不 等 式 
(61). O 


推论 6 (Doob). Я (Xi, A7i)ocicr 是 具有 as. 连续 轨道 的 平方 可 积 款 (PP, 对 
t E10,TI A EX? < oo). 这 时 , 对 所 有 的 c>0 有 


P ( sup |X| 2 c) < с “EX7. (62) 
O<t<T 


ИЕ. 考虑 到 (Х2,.%,) сот He PRR, 由 不 等 式 (61) BRAG. O 
补充 与 习题 

1. 设 随机 变量 ee LQ, F, P) 和 o -代数 CF. Pry 是 垂直 投影 到 子 空间 
Н = 12(0, 2/,Р) с LQ, F, P) 的 算 子 . 试 证 EEA) = Ртнё. 

注意 , 因为 空间 L, F, P) 在 空间 L, F, P) PRE, 所 以 算 子 Pry 根据 连 
续 性 能 够 延 拓 到 空间 LH, F, P) Е. 

2. 设 (Fr)iso BIE о - 代数 流 . WUE, т 是 相对 于 o= 代数 族 (Fi )iso 的 可 选 
时 当 且 仅 当 г 是 相对 于 о – 代数 流 (多 44)tzo 的 停 时 , 这 里 .多 + = N Fet 20. 5] 
№ о 一 代数 

F, ={ACF:AN{r <theF,, MRT t 0}. 


3. 在 关系 式 (51) 中 , BAA о -NE I = Fog? 
4. 设 {En fn>1 是 可 积 随机 变量 序列 ， Fn = o{f1,°°° En}, Xn = У? бк, П EN. 


WUE, (Xn, F,)az1 TEBE, ЕСА ЕЕ fn) = 0, AERA IE Borel 函数 
fa: В" > R APTA nl. 

非常 有 趣 的 是 上 面 的 结果 与 下 面 简单 验证 过 的 绪论 进行 比较 : 

实 随机 变量 (不 一 定 可 积 ) & k 2 1 是 独立 当 且 仅 当 对 所 有 的 п РЕЯ HR 
Borel 4k 9:R—R #2 fn: R” – R. 有 соу(9(&. +1) (61, ,6а)) = 0. 

5. 试 证 ,如 条 (En, Яир 是 独立 中 心 化 随机 变量 序列 ，. 多 。= of{&1,:… , En}, 
n > 1, 则 过 程 (Sn m, Fn)Ànam 其 中 


Dn,m = ` Gin Eim NM, 
<<. < Sn 
对 每 个 m > 1 是 具有 0 НЕК. 

6. HEPA a 个 白 球 入。 个 黑 球 ,从 钢 中 每 次 地 随机 提取 一 个 球 , 并 且 在 返 
AER BRE AOI, 再 加 入 与 取出 球 同样 颜色 的 а 个 球 . 用 Xn(n > 1) ЖЕН 
En 次 取出 、 返 回 后 , 白 球 数 与 总 球 数 之 比 (Xo := a/(a+b)). WE X = {Xn,n > 0} 
FER. 
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т. 设 (Q,F,P) = ([0,1}, (0,1), mes), mes 是 Lebesgue 测度 . 设 {T,,n > 1} 
是 区 间 (0,1) 上 加 细 分 割 序列 , ВТ, 是 由 点 0 = tno < tra < -. < tam, = 1 4 
成 , НТ CT т 2 2. 引入 [0,1] E o - ЖЖ, CHARA Ani = 
(0, #0], Дик = (кф, 2 < k < та, т > 1 MERK. 对 函数 7 : [0,1] > В 假设 


n >l, 8 
<” — f(tn gk-1) 
тет 
试 证 ， (Xn, Fn)nz1 FER. 
8. 设 在 上 面 习 题 中 函数 f ALAR (Lipschitz) 条 件 , BIX х,у є [0,1] 
和 某 个 常数 L > 0, 有 |f(x) – К < He -yl УТ, 使 得 当 п 一 оо 时 ， 
有 max (tn, — факс) 一 0. WUE, Уз n= of Fn,n € №) = (0,1) 和 族 


O<k< 


{Xn,n 之 1) 是 一 致 可 积 的 . 这 时 根据 定理 7, Мп 一 оо 时 , 随机 变量 Xn 一 Xo as. 
和 Гл — Wk, 这 里 Xs Е B([0,1]))|A(R). 因此 , SHE [a,b] с [0,1], Ч п —+ оо 
时 有 
b b 
J Xndt = EXn Цаы > EX olja b] = | Xoodt. (63) 


因为 当 n — со 时 有 |” Ха > f(b)— f(a) (请 解释 为 什么 ?), 则 从 (63) 式 得 出 , 函数 
f 是 绝对 连续 的 , 且 它 的 密度 (相对 于 Lebesgue WE) 可 以 作为 随机 变量 Xn, n 一 оо 
的 极限 来 找到 . 

9. 设 {Х,ол 是 在 概率 空间 (Q,F,P) 上 的 实 随机 变量 序列 , FR fala, 
tn) 和 fi(£1, e ,2n) Ж (К, Z(R”)) Е (n 2 1) 某 个 相对 于 Lebesgue 测度 的 概 
率 密 度 . 研究 似 然 比 
(Хи), +++) Xn(w)) 
Р(Х, (ш), +++, Xn(w)) 

如 果 f9(z) = 0, 假设 fi(z) = 0 (这 时 L,(z) := 0),z Є В". 试 证 (Ln, Fn)n>1 Æ 
Be 这 里 , 多 ,= o{X1,---,Xn},n 21. 

10. ЕТСЕ, 和 (Xi, Aer ERR, ВП ((Вех,, Im Xi), Fiker 是 取信 
于 R И 它 的 每 一 个 分 量 (根据 定义 ) ER. 这 时 , 对 s < t,s,t eT, 有 as. 
Е(Х,|.2,) = Xs (8 E(Y +129) := E(Y |A) + (|97) 对 可 积 随机 变量 У, Z, 和 
с RE A CF). BM Єт AEX? < 00. WE X ={X%,teT} 是 具有 不 相关 
增 量 的 过 程 , BIN ou <u <s <t, u,v, s, tE TA E(X - Х,)(Х, — Х,) = 0 (HEM, F 
зая BAF Ba Н BS A BE ZBI). 

11. 设 (р: 是 独立 实 随机 变量 序列 . 并 设 S, = У gp,n > 1. МНН 


证 , 对 级 数 У & 下 面 结果 是 等 价 的 : 
k=1 
1) 级 数 as. 收敛 ; 


Гһ(ш) = n>1 


[一 
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2) BBR BE AL SE: 

3) BBA К. 

注意 , 根据 Kolmogorov “0-1” # (第 三 章 定理 6), 该 级 数 收 敛 与 发 散 都 是 以 概 
率 1 成 立 的 . 

12. 8 Y = {Ynt E T} TCR ж (218) 独立 增 量 过 程 , Н БҮ? < o0,t є Т. 
WUE, 存在 非 随 机 函数 h: T > R, 使 得 X = Yi- ht) 相对 于 с - 代数 多 = 
of{fYs,s <St,s ET}=o{Rey,,ImY,,s <t,s eT},teT ÆR, 4ARMS 


E|Y, — Ys| = A(t)—h(s), s<t, s,t eT. (64) 


设 W = {W(t),t >0} 相对 于 目 然 о - КОЖЕ = (#5 的 Brown 运动 . 
13. 试 找 出 所 有 的 а, В € R, 使 得 过 程 X = {exp{aWi + Bt}, t > 0} EM. 
14.0% 7 是 有 限 停 时 (相对 于 o- 代数 族 Е). RUE (Wirt, Яо ER. 
15. X a,x Ee RAM t>0 CMBR h(a,z,t) = ехр{ах — a*t/2}. 1 

O* h(a, x,t 

(2,6) = пат , 


a=0 
试 证 , 对 每 个 天 > 1, (А. (Wit), 2) њо ERR GER, 根据 习题 13, 对 每 个 a є А 过 程 
{Ко Wn O, t > 0} д). 这 样 , 过 程 Wi, W2 — t, W8 — 3tWi, WA — 6tW? + ЗВ... 
FEAR (t > 0). 
16. 试 证 , 对 Ta = inf{t > 0: |W.) =a},a>0 A Er? = 5а? /3. 
17. W Х, = о >0 All Ra = inf{t : X; =a}. 试 证 ， Ш y> 0,0 5 0 和 
a <0, Wl | 


К 2 1. 


P(R, < оо) = е27а/о“. 

18. WR, 

a) У = {Y;, t > 0} Æ Wiener WE, 

b) У = {УЕ > 0} Æ Poisson WH, 是 否 满 足 条 件 (9)? 

19. (BA, [12; р.166]). 设 У = {Wi,t 0} Æ т & Brown 运动 且 f(x) 是 R” 
中 的 连续 上 调和 函数 , 即 对 任意 点 ге В", f(x) 不 小 于 该 函数 在 以 点 x APD, 任 
意 长 为 半径 球 上 的 积分 . 试 证 , 随机 过 程 X = {X, = (Wa t > 0} 如 果 对 所 有 的 
t 之 0 有 ElXi| < оо, 则 它 是 相对 于 由 Brown 运动 所 产生 的 目 然 o - FRAGA ER. 

下 面 是 一 个 与 定理 6 有 关 的 , 且 有 趣 的 结果 . 

20 (УЕ ВИНЕ (Krickeberg) 分 解 ). $ X = (Хи, Fn )n>0 具有 性 质 sup E| Xn] | 
< oo SAM4 FSET BR У = (Yn, Fn)n>vo Ж Z = (Zn, Fn) noo, 使 得 Xn = Yn 一 
Zn, = 0. 

21 (BE (Riesz) 2). 设 X = (Xn, Fn)n>o FE BLA AER. 这 时 存在 表示 
Xn = Mn + Rn, 这 里 M = (Mn, Fn)n>0 是 一 致 可 积 款 , 而 R = (Ra, Fn)nzo 是 位 
势 , 即 一 致 可 积 非 负 上 贺 , H4 n 一 оо В}, а.в. В, — 0. 
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22 KA: ROR, 是 不 降 是 函数 和 (Xn, Fn)isn<Nn ze R&R. ЗАЛЕ, 对 任意 的 
uE 了 R 和 t>0 有 


p ( max, Xn > u) < Eh(tXw)/h(tu). (65) 


23. м (Xn, Frjicngen ERRE E PRR. 试 证 


Е max |Xn| < 
15п< № 





N|)， (66) 


这 里 , 对 x > 1, logt x = log X, Я x < 1,106 x =0. 
对 独立 随机 变量 和 来 说 , 估计 (66) 式 可 以 更 精确 , 有 下 面 的 结果 . 


定理 10 (Doohb ). Ж. €1,62,°°° ,EN 是 独立 实 随机 变量 ， H EE, — 0, К — 1,... ? 
7% 
N. 设 Xn — >. Ek n = 1,... ‚ № 这 了 时， 有 
k=1 


< | 
Е „тах, Xn] < 8Е|Х y| (67) 


THAER (Burkholder), Я (Davis) ЯН (Gundy) 的 一 些 结果 ， 
它们 推广 了 对 独立 随机 变量 求 和 , 著名 的 辛 钦 (Khinchin) 和 马 钦 咒 维 奇 (Marcink- 
iewicz) — BARS (Zygmund) 经 典 不 等 式 ， 详细 关于 这 些 不 等 式 的 内 容 可 以 参见 
[51]. 

定理 11 (Burkholder). 7% X = (Xn, Fn)nz0 А, E Хо =0. 这 时 , 对 每 个 
p > 1 TURS| Ap Fo В, 不 依赖 于 X, 使 得 


Apli V Xll < | < ВУ КР n>0, (68) 
这 里 , [Хь RX 的 二 次 (平方 ) 变 差 (参见 (22)). д (68) AP TUR 
Ар = [18p*/? (р 一 1)] 一 ， Bp = 18р?/?(р — 1)1/2. 


除 此 之 外 , (由 于 定理 5) Шр>19Я Ху = max |Xk| 有 


O<k<n 


Ам Пр S Xalo < Boll (1, (69) 


这 里 , Ах = Ap, В = (p/(p — 1))Bp (参见 , 例如 , [85; 第 2 ж, p.678)). 

24. 试 构造 一 个 例子 (参见 , [85; 第 2 卷 , p.678]), 使 得 当 p = 1 时 , 双边 不 等 式 
(68) 不 一 定 成 立 . 

但 是 Gundy 给 出 了 例子 , 当 p = 1 时 , 不 等 式 (69) 依然 成 立 (只 是 带 有 某 个 “万 
能 ”的 常数 At, В* 不 依赖 对 X). 

SESE DL, 比 阶 的 更 一 般 形 式 有 下 面 的 结果 
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定理 12 (Burkholder — Davis — Gundy; (参见 , 例如, [106; p.425])). 设 
Ф : 0, оо] 一 [0,co] LAER BR, LH [0,c0) LA RFE, 使 得 对 所 有 的 t>0 
和 某 个 c> 0, A Pt) < сФ(®, А Ф(0) = 0, Ф(оо-) = Ф(оо). 这 时 , 可 以 找到 常数 
0 < A< B< o0, 仅 依赖 于 С, 使 得 对 任意 的 蒜 和 = (Xn, 多 i)nz1 有 | 


АЕФ(5») < ЕФ(Х*) < BE®(S,,), 


l ДА 1/2 
这 里 X* =sup|Xpl, Soo = (5 ахь) AX = Xp ХЬЮ =0,k EN. 
n k=l 


连续 轨道 ), 这 里 |.| 是 R” PREA. 127 7 22 РНР hr) = e!* FIG 
当 的 值 t+ 0), 试 证 对 每 个 s > 0 和 所 有 的 r> Vims 不 等 式 


ва —"/2 2 
P| sup 10:12251 < (5) e77 / 09), (70) 
1Є [0,8] Мех". 


成 并 . (过 程 (Well, 2) ео 称 作 维 数 为 т HY А ЖЖ (Bessel) 过 程 .) 

26. (参见 , [12; p.182]). И’ = {W,,t > 0} Æ т 4 Brown 运动 , RB m > 3. 
试 证 , 4 too 时 , as. 有 |W 一 оо. 且 试 证 , 无 论 在 什么 有 限时 间 内 , 过 程 W 以 
概率 1 不 会 回 到 0 点 . 试 解释 一 下 , 为 什么 当 m = 1 时 , 该 结论 是 不 对 的 . 4 т = 2 
时 , 能 看 出 相应 的 什么 样 结果 ? 

借助 于 扶 论 的 方法 和 倒 向 时 间 的 思想 在 随机 分 析 中 可 以 得 到 一 系列 重要 结果 ，. 


ЕМ Т. B (Zer 是 在 F biži o- 代数 族 , 即 当 s <А з, ЕТСЕ 时 有 
асе, CF AR X = {Xet eT} 是 相对 于 og - 代数 族 (Fher 的 实 适应 随机 过 
程 . 随机 过 程 X = (X Чет MES aR (Bl FR, Sly ERR), WR ( 倒 网 的 ) ВЕ 
机 过 程 (Xu, Ч, си, МИ = -T ={-t:t eT} ER CP RR, EBD. 

特别 的 ， 加 果 E(Xn|Gr41) — Xni; n 之 0, 随机 序列 X — (Xn, въ )п>0 EA ај BR. 
在 最 后 的 等 式 中 “=” 换 成 “>”, AAA РА (“<”: НЕЕ). Be BRE ae BY LA 
扩充 到 取 值 于 В" (т > 1) 的 随机 过 程 . 

27. 设 &1,… ,én 是 取 值 于 R” 的 独立 同 分 布 随机 问 量 (m > 1), E Ell&il< оо, 
这 里 |- || EKRA. 假设 Xn = (1/п) 2 Sk» м = о{Хь...,Хмь Wik, 
(Xn, rN jixngN АНИ. 

定义 8， 实 随机 变量 序列 (Enzi 称 作 可 置换 的 , 如 果 对 每 个 М > 1 和 任意 的 
一 个 集合 {1,2,... ‚ №} 的 置换 (11, °* ,ZN 部 有 (6 ,* Ein) 2 (51, - +: , EN ). 

Е т >21 Яд: В” — В Я Borel BA. 研究 如 下 面 形式 的 U -统计 序列 : 


Unm — (Ст): У; 9(&, 7 , Ei )) n 之 m, 


15 и<.:- <. An 
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这 里 cn = 一 一 т). na aa = oe mk > ie п> т. 
下 面 的 结果 是 类似 定理 6. 


E 13. Ж (Xn, GFr)nzo RA PR. 这 时 as. HA lim Xn = Хо Є 


[一 ceo, оо) 此 外 , 如 果 存 在 
lim EX, = c > —o, (71) 


nooo 


则 Xoo Є (—00, 00) 和 在 空间 (Я, Я,Р) Ф, 当 n оо MA Xn > Xoo ‚Я 
п > 0 а.з. Xn 20, 和 对 某 个 p E (1,00) A EX? < co 则 在 空间 D(Q,F,P) 中 当 
п 一 œ 时 有 Xn > Хо. 

ШЕ. 对 非 空 区 间 (a,b), М> 1, 1 Bn (a,b) #758 (Ху, nhe , (Хо, %) 
而 上 ”穿越 区 域 (a,b) 的 次 数 (参见 JL, §13). 这 时 根据 引 理 6 有 EGn(a,b) < E(Xo 一 
ai+/ — а) 因此 as. 有 

Boo (a, b) := tim 1 бм(а, 6) < о0о 


正如 在 定理 6 的 证 明 中 所 得 a.s. 存在 极限 Xoo = lim Xn. 注意 到 (ХЕ, 多,)nz0 是 
(аа FBR. 因此 ， 
Е ( lim xt) < im inf EX+ < EX+ < оо. 
由 此 可 见 , P(Xoo = оо) = 0. 第 一 个 结论 证 毕 ， 
设 条 件 (71) WE. 因为 对 n 之 0 有 EX, > EXn+1 M ЕХЯ > EXT, M 
E|X,| = 2ЕХ+ — EX, < 2EX+ -c <S2EXf —с, n20. 


因此 sup E|X,,| = Co < оо. 
现 证 族 {Хп > 0} 的 一 致 可 积 性 . 对 任意 的 < > 0 取 т = m(e) EN, 使 得 对 
n >m WE с- Е < EX, <cte. 这 时 , 对 任意 的 a>0 和 n>m (RYU) 式 考虑 
XY RRR) 得 到 
EIXn|l {x lza} = EXnl (x, za} — EXnl{x, <—a} 
= EX, 1х, >а} + EXn1px,5—a} — EXn 
< ЕХи 1х, za} + EXml{x,>-a} — 6+ € 
< ЕХ 1х, рар + ЕХт — С+Е 
< Е Хи {ха} + 2. 


对 任意 的 у 有 


Е! Хи 1х1} < ElXml1yx,,.[27} 十 YP( > а). 
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由 于 切 比 雪夫 (Chebyshev) 不 等 式 和 已 证 明 对 所 有 的 ne N 有 估计 supEIX < Co 
有 

P(|Xn| 2 a) <a EXn| < Сат". 
Ry = y(e) > 0, 使 得 Е Хи 1х2} <=. 这 时 


sup Е|Х „|1 (x, lay < ЗЕ + 7YCoa- 
7222 1, 


进而 , Ж {X,,n > 1} 一 致 可 积 成 立 . 因此 , 当 п 一 оо 时 在 L, F, P) 空间 中 有 
Xn > Xoo. 而 因为 Xv € М 则 显然 as. E [Хы < оо. 

如 果 对 所 有 的 п > О а.з. AX, > 0 AXES рє (1,00) Ж ЕХ? < оо, 则 根据 
推论 4, 对 Ху, Хо 有 估计 式 | 

E (max, XE) < (p/(p - DEG). 
让 N 趋 于 无 穷 , 得 到 Е (sup xp) < со. 正如 在 推论 4 的 证 明 中 , 有 在 LO, Z, Р) 
室 间 中 当 — со 时 有 X, > Xoo. O 
”推论 2 对 任意 的 倒 向 蒜 条 件 (71) 是 满足 的 . 

天 于 Levy 定理 (定理 8) К м АРНЕ РН АЯ. 

29. МЕХ| < co 和 (4,)„>, 是 概率 空间 (9, FZ, P) 中 的 不 增 o - 代数 序列 . 
Вы Goo = N G,. 这 时 , 4 п ә оо В а.ѕ. 8 HÆ L'(Q, FP) 空间 中 


E(X|G,) — E(X|G,,). (72) 
PDA Н PRTG BY 091] Kolmogorov “0 — 1” # (第 三 章 定 理 6). 
WH Чек} кат Æ R” 中 的 独立 随机 向 量 序列 ， Mn >21, = of{ék,k S т}, = 
olé k <n}, HR А є 4, = = Пу. 这 时 , 因为 4 不 依赖 于 Fa, Д E14 = 
Е(1 |»). HF (45) = п 一 œ 时 as. 有 Е(14[.2,) > E(lal Foo). 但 是 Go C 
Foo, 因此 АЕ Foo, 这 意味 着 a.s. E(141.Foo) = 14. BH, Ч п 一 co 时 有 
P(A) = Ely = E(14 Fn) > Е(14| Я) = 14 as. (73) 


从 而 , P(A) 等 于 1 或 0. 
对 独立 同 分 布 随 机 变量 来 说 , Kolmogorov “0 — 1° 律 的 有 意义 的 推广 将 在 下 面 
的 定理 14 中 给 出 . 为 此 引入 下 面 的 概念 . 


定义 9， 一 一 对 应 映射 r: NN 称 作 有 限 置换 ( 记 作 r HI(N)), 如 果 对 不 多 
于 有 限 个 (依赖 于 r) М 中 的 数 п 使 得 x(n) 2 п. 在 概率 空间 (O,.F,P) 上 给 定 实 随 
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机 变量 序列 ( 即 对 随机 元 E = (€1,£0,---) Е FIM(R™)), HH WE = (En, Eng’), 这 里 
п = (п, ло...) 是 集合 М 的 置换 , 日 在 多 中 定义 置换 事件 oa - 代数 . 


4 = {= "(В), В € A(R?) : €-"(B) = (п) (B), 对 所 有 的 TeIN)} 


定理 14 ( 休 伊 特 (Hewitt) — РЕ (Savage) “0—1” 1). 1 {&}>, — № 
立 同 分 布 随机 变量 序列 . 这 时 , 置换 事件 o-RKG 是 退化 的 , 即 仅仅 包含 概率 为 0 
或 是 1 的 事件 . | 


证 明 在 , 例如 , [85; 24%, р.533] 给 出 . 

30. (习题 28 的 继续 ). 根据 定理 14 得 到 , Ч п 一 оо 时 , as. A Unm 一 Uom. {8 
助 定 理 13 TRUE, WR {Е} ка 是 独立 同 分布 随 机 变量 序列 , 则 Оо, = Eg(&1,…- fn) 

31. ® (Xn,F)no1 Ell FRR, 且 设 满足 条 件 (71). HUE, ў m 218 Хо 
(Хы), 这 里 GY. = A G, (ER, 根据 定理 13, as. Xo = lim X, ЕН 
LHO, F, P) 空间 中 ). 换 向 话说 随机 过 程 (Xn, Ga) n>1 RAHTI “Е”. 试 证 ， 
如 果 (Xn, Panal FEAR, 则 (Xn, Gar)isnsoo ИРЕН. 

32. 在 定理 13 中 是 否 可 以 去 掉 条 件 (71)? | 

定理 15 (Kolmogorov АЎ Е). Я, 5... 是 取 值 于 R” 的 独立 同 分 
布 随机 向 量 , L Её =аЕ R”. 这 时 , пью MALO, F, P) 空间 中 as. 有 


] n 
Xn :一 n У ér — а. 
k=1 
证 ， 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 a=0ER™. 由 于 习题 27, 随机 过 程 (Xn, Gan )ixn<n 
(Gn N = o{ Xn, , XN} = {Sn ,SN},S = ёр +e tEn n = l, ‚ №) 


是 倒 向 (ТАЈ АЧ) BR. 这 样 , 利用 Levy 定理 (对 每 一 个 分 量 运 用 ), 对 n= 1,2,--- М, 
as. 有 Xn = Е(Х114, №) 假设 М 一 oo 得 到 a.s. Xn = E(X fn) 8 9, = о{ 56, > 
п}. BW Goo = = Ga 根据 倒 向 序列 的 Levy 定理 得 到 (参见 (72)), Ч n 一 оо 时 和 
在 LIQ, ,P) 空间 中 as. A Е(Х,14,) > Е(Х 9). 由 Kolmogorov № “0-1” R 
A с – RAG, 是 退化 的 . 因此 , EX2) = EX, = 0. 但 是 , X = E(X1|G,) 即 在 
L1(Q, Z, P) 空间 中 as. 9 Х, +0. O 


关于 Kolmogorov 定理 推广 到 相关 的 随机 变量 (特别 的 , 两 两 独立 的 ) НД 
德 (Etemund) 给 出 , 可 以 参见 例如 , [101; p.66]. 

下 面 的 结果 一 方面 既 包 含 了 Levy 定理 , 男 一 方面 也 包含 了 在 条 件数 学 期 望 符号 
下 取 极 限 的 定理 (AS Lebesgue Fl Maye HB) 


WE 
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定理 16 (布莱克 韦 尔 (Blackwell) - HRM (Dubins)). Я {Xn}n>1 是 在 概 
率 空 间 (QF, P) 上 的 实 随机 变量 序列 ， 上 且 当 п 一 оо 时 , as. 有 Xn 一 Xo 和 
E(sup |Xn < оо. 且 设 (8 多)n>l 是 Я» F o- RRR, 它 或 是 递增 的 或 是 递减 的 
(对 应 的 是 Foo = V 2, È Foo = A Fp). 这 时 , ав. № LQ, F, P) 空间 中 有 


lim E(Xn| Fe) = (Хо). (74) 
证 ， 记 作 
Um = sup E(X,|F¥x), Vm = int E(Xn! Fk) m1 
knèm ‘nm 
这 时 as. FE U = lim Um 和 V = lim Vm (由 于 序列 {Um} 和 {Vm} 的 单调 性 ). 
У, = sup X,,m>1. YER, НУ» < Е (sup xnl) < оо,т > 1. 因此 , 对 
每 个 m > 1, 或 是 根据 定理 в, 或 是 根据 倒 向 序列 的 Levy 定理 , 4 k> оо 时 和 在 
L1(Q,F%,P) 空间 中 a.s. 有 
E(Yn| Fx) > E(Yin| Foo): (75) 
Жп>2т Xn < Vn, Ш п> т, k 21, as. 有 
E(Xn| Fr) < Е(Ут |) 
这 时 , 由 于 (75) АЯ as. 有 


И < lim sup Е(У |.) < lim sup E(Ym| Foo). 
7200 кт m—oo 


由 Ym | Хх, М т э оо Ё, as. A E(Yn|Foo) | Е(Хо |). 20, U < Е(Хо |). 
类 似 地 可 以 验证 У > E(X.0|%). 因此 as. 9 0 =V. 
至 于 (74) 式 中 的 L - 收敛 让 它 作 为 习题 0 


存在 着 关于 Doob BRAT BUC SEE (定理 6) 的 各 种 各 样 的 推广 . 例如 aa 
М = (Mn, „пы 是 具有 二 次 特征 (М) = (M)n,¥n-1)n>1 DZ Ay Ну (2 
(21)), W {M} < co} C {M 一 }, ЕЖЕ {(М)ъ < оо} Е. 这 里 序列 {Mn = 
a.s. 收 化 到 有 限 的 极限 , 记 作 {М >H 除 此 之 外 , 当 и 一 оо BY, 对 所 有 的 函数 
7:8. > R}, HFA 


f (1+ f(t)) dt < oo 
0 


(特别 是 f(t) = ов t)*, 这 里 а > 1/2); 详细 参见 [101; р.53]. 
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33. № (Я 是 在 完全 概率 空间 (Q, F, P) 中 的 不 降 o 一 代数 流 (不 一 定 完全 
的 ). 这 时 , Fin = Fr, 即 扩充 0 概率 集合 类 的 运算 与 o— 代数 流 右 连续 闭 运 六 可 
以 相互 交换 (参见 习题 2). 

34. 对 Brown 运动 的 自然 с - А (>, HATARI t > 0 EBA .多 = 多 + 
BY AL? 


ЖУ 10. BCP RR) X = (Xu Я, 称 作 满足 通常 化 条 件 , 如 果 o - К 
(2) о 是 扩充 0 概率 集合 类 的 , 且 是 右 连 续 的 . 


35. 设 (Хы 是 具有 as. НР (Bh) HERREN t e R}, F 

在 6 = 5(t) > 0, 使 得 
|( sup x] < oo (76) 
se[t,t+d] 

试验 证 , ХХ, Fe) Е ГЎЙ (9) (提示 : 利用 定理 16). 

同时 验证 对 Wiener 过 程 和 Poisson 过 程 公 式 (76) 成 立 (注意 , Wiener WHEN 
轨道 是 as. 连续 的 , 而 Poisson 过 程 的 轨道 是 as. 右 连 左 极 的 ). 

与 最 后 两 个 习题 有 关 的 是 下 面 的 基本 结果 , 即 对 下 圾 存在 具有 “好 ”人 性质 轨 道 的 
修正 . 


定理 17 (参见 , [148; p.16]). X= (Xi, Я > RFR, 且 0 一 代数 流 (Fizo 
满足 通常 化 条 件 . / 

а) 随机 过 程 (Xi)izo 有 右 连 续 轨道 的 修正 (Хо 当 且 仅 当 函数 上 一 ЕХ, 是 由 
Ry» 到 民 右 连续 的 . 

b) 如 果 右 连续 轨道 的 修正 存在 , 则 它 可 以 使 得 在 每 一 点 te (0,00) 左 极限 存在 ， 
且 与 o- RAA (9,0 ВЯ. BOM, X = (Kt, Я, RFR. 


注 3， 在 随机 过 程 的 一 般 理论 中 , 经 常 是 假设 : с - 代数 流 (多 )t>o 满 正 通常 化 
жь ТТ (В ER) 的 轨道 是 在 Skorokhod 空间 D([0, co)) P, ВЕН A t > 0 
上 右 连 续 , HAA t > 0 上 存在 左 极 限 . 


对 蒜 的 概念 有 许多 不 同 的 推广 . 其 中 最 重要 的 是 局 部 蒜 (ТВ, Е) 的 概念 . 


定义 11. 轨道 是 在 空间 D = ([0, оо)) 中 随机 过 程 М = (Mi, > 称 作 局 部 
z (Rab PSR, BAB Е), 如 果 找 到 非 降 停 时 序列 {ти} пра, a8. Tr Т со 使 得 对 每 个 
n 终止 随机 过 程 М" = (М, лт, Фа)е>о 是 (一 般 的 ) ap (PRR, ER). 


ванны ASE RR ASHES, 它 是 一 个 非常 基本 的 随机 过 程 与 随机 计算 
的 发 展 有 着 密切 相关 (参见 , 例如 , [46]). 


Ы 
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定义 12， 轨 道 是 在 空间 D = ([0, оо)) 中 随机 过 程 X = (Х,,.2,) ьо ЖЗ, 
如 果 这 个 过 程 能 够 表示 (一 般 来 说 , 不 见得 唯一 ) 成 


X= Xo+ М + А, 


mH M = (Mi, 26) ео 是 具有 Мо = 0 的 局 部 蒜 , А = (А+, Ft)e>0 是 轨道 具有 有 界 
变 差 的 随机 过 程 (在 每 个 区 间 (0, t] 上 ,ti>0), 且 4o=0. 

与 驶 过 程 相近 的 有 拟 蒜 (参见 [168]), 微 信 号 (参见 [162]), 同时 还 有 多 指标 凌 
([119, 195]). 对 于 今后 学 习 航 和 它 的 应 用 可 参见 书 [26, 46, 95, 138, 146, 148, 182, 184, 
197]. 

在 半 加 概念 和 随机 计算 基础 上 建立 起 的 随机 模型 , 非常 好 的 被 应 用 到 金融 数学 
(现代 随机 过 程 理 论 中 一 个 途 动 发展 的 方向 分 坟 ) 当中 . 在 各 章节 金融 数学 部 分 中 ， 
作为 引言 我 们 来 介绍 一 个 最 简单 的 离散 时 间 金 融 市 场 模型 

在 金融 市 场 演 化 (evolution of financial market) 中 , 无 风险 (资产 ) 价格 (rickless 
asset) В (银行 账户 ) 和 风险 (资产 ) 价格 (rick asset) 5 (股票 ) 用 不 同 的 方程 来 描述 


(n 2 1) 


AB, = Tn Bn-1, (77) 
AS», — PnOn-1; (78) 


这 里 , 一 般 假设 AX, = Xn- XX,_1， 除 此 之 外 , 还 假设 By, Sara р 是 给 定 的 滤 
化 的 概率 空间 (9,9, (2). <а<м,Р) 上 的 随机 变量 , 这 里 Fy = М < œ. .对 
п=1,..., ММ 


Tl 


Un = У ть, Vn = У AP (79) 
k=0 


k=0 


这 里 {ra} 和 {on} 是 随机 序列 , 即 对 每 个 п, 它们 是 .多 ,| 多 (R)- 可 测 的 . В A = 
{$, Q} 和 对 n>1 有 多 ,= о{80,:::,8,}. 


定义 13， 上 面 所 描述 的 模型 称 作 (В,5) - 价格 过 程 (price process) (或 市 场 
(market)). 


36. 试 证 , 方程 (77) 和 (78) HARASS oP ae А (离散 的 ), 即 
В, = Воё, (О), Sn = оби (У), 
这 里 ， 


En(X) = | [(+АХ»), n21, &(X)=1. 
k=1 
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定义 14. 被 称 作 投资 策略 (投资 组 合 ) (trading process) 是 二 维 随机 变量 序列 
T= (Ви, Yn)o<n<Nn> 使 得 对 所 有 的 n A 


Bn є Fn BR), Yn Е Fn-1| ZR). 


КИЕВО ЕНА (投资 组 合 ) x 的 价值 过 程 (value process) 是 随机 序列 X7 = 
{X7}, 这 里 
Xn = В.В, + уһ, О<ъ< М. 


随机 变量 6。 和 yn 相应 地 被 解释 为 在 时 刻 ”投资 В 和 Ss 的 数量 . 


ЖУ. 15. ÆRA ETZI n = 1, ce ‚ №, 具有 性 质 Bn-1å bn + Sn—-1AYn — 0, 的 投 
资 策 略 类 称 作 自 融 资 ( 自 筹 ) 策略 (self - financing trading strategies) №, HH SF 表 
未. 


37. 试验 证 , 目 融 资 渍 略 的 价值 过 程 可 以 表示 成 下 面 的 形式 : 


X7 = XF +Y (Gr ABe + YEASEk), 
k=0 


这 里 ЛВ = 和 So = 0. 

定义 16， 在 自 融 资 策略 类 SF 中 可 以 找 出 套利 策略 (arbitrage strategy) F% 
95Farb (GR RBH), 它 是 由 那样 的 r 组 成 , 使 得 对 n < М, P-as. 有 Хе =0,X7 > 
0 和 以 正 概率 有 XZ > 0. 

XIF, 这 个 概念 在 经 济 意 义 上 的 思想 是 无 风险 而 获得 利润 与 这 个 定义 相关 的 
是 下 面 的 . | 

ЕХ 17. 概率 测度 P 等 价 于 概率 P (Е Р «РАР < P*) ARERR 
(martingale measures), 如 果 在 给 定 的 滤 化 的 空间 上 ， 则 {Sn/Bnhisn<en 是 相对 于 概 
率 测 度 P* ABR. 

P* RRMA RWE P* 全 体 . 

定理 18. 设 在 价格 过 程 (市 场 ) 模型 (B, S) 中 ， 随机 变量 {Tn <n<N 是 可 料 的 
(Ар Tn Є „1198 (Ю)), He Tn > —1. 这 AY, P* єр" 等 价 于 {Vn — Un Hi<n<N 是 相对 于 
测度 Р" a5 ee, BU, РИ, 是 根据 (79) 式 所 定义 的 . 

定理 19 (金融 数学 的 基本 定理 )， 设 在 价格 过 程 (市 场 ) 模型 (B,S) 中 
{Tn fisn<N 是 一 组 确 定 的 数 ， 使 得 对 1<п< АМ 有 rn > 一 上 |. 这 AY, 


P* 40 SFarb = Ø. 
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由 于 市 场 的 重要 特征 ， 即 它 是 完全 的 ， 在 不 同 的 金融 计算 中 ， 可 以 得 到 的 准确 


AR. 


ЖУ 18. 市场 (5, S) 称 作 完全 的 (complete), 如 果 对 任意 的 函数 f € 多 |B(R) 
都 可 以 找到 自 融 资 策略 ле SF 使 得 XR (w) = (ми ЕО. 


从 数学 的 观 后 看 完全 的 市 场 性 质 是 保障 所 有 作为 市 场 上 资产 的 准 入 和 减少 对 这 
些 资产 投资 的 限制 . 


定理 20 (关于 (В, 5) 市 场 是 完全 的 )， 设 P AO. RH, 直面 的 结论 是 等 
价 的 : 

1) (B,S) 市 场 是 完全 的 ; 

2) р* 包含 着 唯一 的 元 素 Р*; 

3) 任意 的 蔷 (Mn, Fn, Р*)о<ь<м ЖЖ 


vt 
Mn = Mo + У укАть, п=1,...,М, 
k=1 


这 里 Yk = Fg- ZR) Fa 


Ж 4. 既然 Ат, = Sk-1 B; (on – тк), 对 随机 变量 (М, р 有 下 面 的 等 价 的 表示 : 


Mn = Mo + >. Ук (Ре — Тк), (80) 
k=1 


这 里 Fk = YkSk-1B7' € Я,_1|8(®). 
我 们 还 需要 一 些 概念 . 


ЖУ 19. 具有 期 满 日 N 的 未 定 权 益 (contingent claim) 是 (f, №), 这 里 非 负 随 
机 变量 fc Fyl|\A(R). 市 场 的 投资 者 或 经 济 人 应 该 履行 给 定 的 义务 , 选择 上 自己 的 投 
资 策略 , 使 得 XT > р. 建立 这 样 投资 策略 r 的 程序 称 作对 冲 (hedge), 而 策略 本 喘 
称 对 冲 策 略 (hedging strategy). 


与 未 定 权 益 的 对 冲 相 关 的 重要 问题 之 一 是 期 权 (option) 定价 问题 . 想象 在 金融 
市 场 上 证 券 发 行 所 , 提交 、 发 行 一 些 资产 的 有 价 证 券 (对 买方 , 卖方 等 等 ). 为 了 成 为 
这 些 证 券 的 持 有 者 , 需要 支付 证 券 发 行 所 一 些 金额 С. 这 样 , 购买 了 在 时 刻 N 对 所 
交 的 证 券 有 执行 的 权力 和 得 到 付款 f. 这 样 的 有 价 证 券 交 易 称 作 欧 氏 期 权 (european 
options) (KA, 卖方 等 等 , 投资 ), 而 契约 本 身 一 期 权 合 同 (optional contract). Suk 
券 的 持 有 者 对 提交 的 证 券 , 在 任意 的 时 刻 п є {0,---,N} 有 执行 的 权力 和 得 到 付款 
fa, ZIERA MEF D RE 3 RIA (american options). XFMR, 在 买 出 





时 得 到 金额 С, 所 应 该 组 织 自己 的 投资 策略 , 使 得 XZ (w) > fn(w), SAW w ЕО 
Я п < М. 
现在 回 到 欧 氏 期 权 . 


定义 20， 设 在 (B,5) 市 场 上 给 定 了 原始 资本 z > 0 和 未 定 权益 (f, №). AR 
资 策 略 л 称 作 (x, Г, №) - 对 冲 , 如 果 对 任意 的 weg, 有 


Xg =x 和 XR Sf. 


用 (2, у, №) 表示 所 有 (2, Р, №) 对 冲 的 集合 . 被 称 作 未 定 权 益 (SN) 的 投资 价值 
Ж. 


Hele 


C(N) = inf{x > 0: I(x, f,N) 4 2} (81) 


公式 (81) 同时 给 出 满足 双方 的 考虑 : 对 卖主 ДЕЯ EBT AREA EA SEM), 
对 买主 (在 一 定 意 义 下 , 付出 最 小 的 金额 给 卖主 ). 因此 CIN) 同样 称 作 期 权 的 公平 

众所周知 , 买 入 期 权 (call options) 又 称 看 涨 期 权 (期 权 对 卖 出 ), 卖 出 期 权 (put 
options) 又 称 看 跌 期 权 (期 权 对 买 入 ). 第 一 个 是 带 有 未 定 权 益 f = (Sw 一 К)" 的 期 
权 , 根据 它 , 期 权 持 有 者 可 以 在 时 刻 N 以 固定 的 价格 К 来 购买 一 些 股票 (这 时 股票 
的 市 场 价格 是 Sw). 当然 , 如 果 是 Sy > К, 期 权 成 交 , 当 Sk < К 时 不 成 交 . 根据 卖 
出 期 权 , 期 权 持 有 者 有 权 在 时 刻 М 以 固定 的 价格 К 来 出 售 一 些 股票 , 这 时 未 定 权 
mize /= (К – №)". 


定理 21. И (5,6) 是 无 套利 机 会 的 和 完全 的 市 场 ， 且 设 确定 的 序列 rm 使 得 
结论 : 
1) 公平 价格 是 由 下 面 的 公式 所 确定 


O(N) = EE"éN (UV)f = у (U)E* f, 


这 里 E* 表示 以 唯一 的 蒜 测 度 取 中 值 (由 于 定理 20); 
2) 存在 最 小 的 (CN), f, N) ЯФ т" = (нк, BP XN = f, А 


XT™ =E*(En*(O)En(U)F|Fn); 


xT = * Sn 
An-1 ИЕ 上 F,,\B(R), 
By-1 


y — YBn 
" Sn-1 





Є F,,-\|A(R), Gr — 


这 里 157. см АЖ, {E*(By'f|Fn) о, N, 由 分 解 (80) 式 可 料 序列 ， 


关于 上 面 所 述 的 结果 以 及 许多 其 他 金融 市 场 的 有 趣 模型 既是 离散 也 是 连续 时 间 
的 可 以 参见 [86], 在 那里 有 很 多 的 参考 书 . 


第 五 章 
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МАЖЕ: 度量 空间 上 的 测度 弱 收 敛 . 依 分 布 随机 元 的 收敛 . 测度 的 弱 收 化 准则 . AE 
续 映 射 下 测度 弱 收 人 敏 的 保守 性 . 在 空间 С(Т, 5) PR RY BIKA. 测度 族 的 相对 紧 性 
( 弱 列 紧 性 ) 和 胎 紧 性 FER (Prokhorov) 定理 . 唐 斯 克 尔 (Donsker) - #7 Ë 
洛 夫 (Prokhorov) 不 变 原理 . 林 德 伯 格 (Lindeberg) 多 维 中 心 极限 定理 , 独立 随机 变量 ， 
和 的 极 大 值 引 理 . Kolmogorov ( 拟 合 优 度 ) 检验 证 明 的 步骤 . 作为 条 件 维 纳 (Wiener) 
过 程 的 布衣 (Brown) Ж. 一 个 概率 空间 的 方法 , МНЯ АЕ (Skorokhod) =. аж 
BW) 8 510. RHE (Levy) ~ Skorokhod 距离 . 


$1. ABH, 我 们 所 涉及 的 只 是 一 般 教 程 中 的 问题 , 是 与 用 一 些 过 程 的 概率 分 
布 来 逼近 其 他 过 程 的 概率 分 布 有 关 . 本 章 的 基本 结果 是 Donsker - Prokhorov 不 变 
原理 (86). 在 初学 这 一 章 的 时 候 , 为 掌握 这 个 结果 需要 熟悉 测度 的 弱 收 敛 以 及 取 值 
于 距离 空间 的 随机 元 依 分 布 收敛 的 概念 (81 和 $2). 在 连续 函数 空间 C([0,1]) 上 测 
ВЕНУ НЕ НН (在 55 F) 起 着 关键 作用 , 它 是 借助 于 测度 的 有 限 维 分 布 的 弱 收 敛 
和 相对 紧 性 的 思想 建立 起 来 的 . 多 亏 了 Prokhorov 的 基本 定理 (证 明 可 参见 附录 2), 
上 上述 的 思想 可 以 有 效 地 进行 验证 . Prokhorov 定理 ($10) 是 非常 有 用 的 , 它 给 出 了 在 
一 个 新 的 概率 空间 上 重新 定义 随机 元 , BRS as. ЖЕН. 至 于 本 章 的 其 他 
结果 可 以 在 复读 时 再 去 光顾 . 


从 测度 (概率 ) AGS CST (weak convergence) 概念 开始 . 


定义 1. М (5$, рр 是 具有 Borel o- 代数 2(5) 的 距离 空间 和 Q, Qn(n > 1) = 
(S,A(S)) 上 的 测度 . 称 作 测度 О, ам ОН Q, = Q 来 表示 ), 如 果 对 任意 
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的 函数 фе Сь($, В), ПЕР f: S> R, Ч п 一 co 时 有 


J f(a)Qn (dz) > J f(a)Q(dx), (1) 


同样 的 定义 , 如 果 在 (1) RP RAR f с Сь($, С), 即 有 界 连续 函数 f :5 一 
С. 对 于 测度 的 序列 可 以 考虑 更 宽 的 范围 , 例如 , 网 , 即 有 癌变 量 为 指标 的 测度 族 , 如 
{9.,о > 0}. 

函数 Р 对 测度 Q 的 积分 ( 当 被 确定 ) 用 (1,9) 来 表示 . 

如 果 弱 极限 存在 , 则 它 是 唯一 的 , 正如 


引 理 1. 设 对 所 有 的 Ге (5,6) 有 (7,9) =(f,Q), 则 Q=Q. 


证 .利用 在 (III.22) 公式 后 的 讨论 , 可 以 看 出 , NAW FA Q(F) = Q(F). 
由 于 第 一 章 引 理 4 得 到 ,在 AS) 上 Q=Q. 0 


注意 ， 在 这 个 引 理 中 , Н 只 是 fe Съ(5, Ri) WEK Г. 

回顾 , 集合 B CS 的 边界 8B ін 5 中 的 那些 点 的 全 体 , 使 得 在 该 点 的 任意 邻 
域 都 有 В 和 S\B 中 的 点 .对 任意 的 集合 BCS, 来 说 集合 OB 是 闭 集 , 因此 属于 
BS) Ф. 

对 验证 弱 收 合 的 准则 ,下面 的 定理 使 用 起 来 更 方便 

定理 1 ( 亚 历 山 德 罗 夫 (Aleksandrov)). 设 Q,Qn(n>1) 是 距离 空间 (S,p) 上 
的 测度 . 这 时 , 88 №45 О, > Q(n 一 оо) 等 价 下 面 的 每 个 结果 

1°. ЖЕНИЯ Ре AS), 有 lim supQn (F ) < Q(F); 

2°. 对 任意 的 开 集 Ge ABS), 有 liminfQn(G ) 2 Q(G); 

3°. 对 任意 的 集合 Be AS), в Q(B) =0, 有 lim Qn(B) = Q(B). 

Ш. 首先 注意 定义 (1) 等 价 于 对 任意 的 函数 f cS, R) 有 

lim sup(f, Qn) < (F, Q). (2) 


~ 事实 上 ， 如 果 对 函数 f є sR 有 (2) ARZ, WH f Mm -f， 得 到 
lim inf (f, Qn) > (f, Q) 从 而 (1) 式 满足 了 , 反之 结论 很 显然 . 


a) HQ, > Q, 证 明 1°. МЕЖА РО 和 任意 的 = > 0, 定义 函数 fi (т) = 
(p(x, F)/e) € Съ(5, К), 这 里 y 是 由 (Ш.23) 公式 给 出 的 . 因为 lp < Л, 有 (Р) = 


lim supQn, (F) < lim sup(f! ,Qn) < (7,9) 


Tit 


余下 的 是 让 = 一 0, 根据 Lebesgue 定理 有 (fF, 9) — (16,9) = Q(F). 


[一 
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b) 设 1° 成 立 . 要 证 Q, = 9 只 需要 对 在 < f(z) < 1 下 (经 过 线性 变换 
а(х) +b 以 后 的 , 这 里 , a > 0,b € В) 验证 不 等 式 (2) 即 可 . 任 取 k e N MAR 
F; = {x : f(x) >i/k},i=0,---,k. В С = FR NF= {(@@-1)/k < f(z) < i/khi = 
1,.… k. 这 时 , 有 





“i-l ki 
У. Г Q(C;) < | FE) < 2 pC (3) 


?一 | 
注意 到 
k 
У; (Ci) = У, pO) - WA) = E+ EL AA) 


5 (3) 式 左 半 部 分 求 和 类 似 的 变形 同时 , 有 
Ly an) < J toad) < УР), (4) 
k i=1 5 k k о 
将 测度 Q 换 成 测度 Q; 可 以 得 到 类 似 的 不 等 式 . 这 样 , 有 
lim зир(Р Qn < 一 Е + limsup; aa Fi) <= tr PCO — + (f, Q). 


НТ k 的 任意 性 , 有 不 等 式 (2), О, >Q. 

с) 条 件 2° 和 1° 的 等 价 是 显然 的 (只 和 需 对 相应 的 集合 取 其 余 集 来 进行 ). 

d) 验证 由 条 件 1° 推出 3°. 用 В° 表示 集合 B 的 内 核 , 而 В] 为 B е. 这 
时 , 由 于 1° 和 2° 有 


Q(B°) < liminfQn(B°) < lim infQn(B) 
< lim supQn(B) < lim supQ, ((B]) < QBD). (5) 
AIA Q(B) = 0([B]\B с OB М B\B° с OB), МЫ 9([8]) = Q(B) = Q(B°), 因此 
由 (5) 式 得 到 条 件 3°. 

е) 设 3° 成 立 , 证 1°. RAR Е, 且 研 究 集合 Fe = by ES: plx, F) <=}, 这 里 
e>0. ER, ӘР С {x: plx, F) ==}, MAX e Zå A OF DOF =o. 因此 ,不 多 于 
可 数 个 数 = 的 集合 有 Q(OF*) > 0. 取 序 列 ex | 0 使 得 QOF) =0, 4k 1. 这 时 

lim supQ,,(F) < lim Qn (278) = (Е), 


Ft OO 


对 任意 的 k. 4k со 时 考虑 到 有 QF) — Q(F), 从 而 得 证 ， 0 


52. М (Q, F, P), (Qn, Fn, Pn) 是 所 给 的 概率 空间 ,S 是 距离 空间 , 随机 元 X : 
Q35,X,:2, 一 S$ ( 即 相 应 的 是 F|A(S) 和 Fal BS) 可 测 上 映射 ) n > 1. 
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定义 2， 随机 元 Xn 称 作 依 分 布 收敛 到 X ЧЕХ, >, ХЕХ, 23 X), 如 果 
当 n 一 œ WA Рх, > Рх, 这 里 Px Ж Рх 是 随机 元 X, M X 的 概率 分 布 (参见 
(16)). 


利用 (1.23) 看 出 , X, Хх 当 且 仅 当 


En f (Xn) > Ef(X) (6) 
对 任意 的 函数 f е Cy(S, В), ЖЕ Е, Е, 表示 根据 测度 P,P。 取 的 中 值 . 


定理 2. 设 (S,A(S)),(V,A(V)) 是 距离 空间 ,hh 是 由 5 到 V 的 连续 映射 如 果 
Xn S X(Xn,X 取 值 于 5),: 则 


,h(Xn) S ВХ), п оо. (7) 


如 果 在 (S,B(S)) EQ, > 9, WH nw HE (V,AV)) 上 有 
Qnh > Qh! (8) 


ШЕ. 取 有 界 连 续 函 数 g : VOR. 这 时 , 函数 goh 属性 空间 C,(S,R), 因为 是 
连续 和 有 界 连 续 函 数 的 复合 . 因此 , 4 n 一 co 时 有 Eng(h(Xn)) 一 Eg(h(X)), BH (т) 
注意 , MR X: 28 是 Fg- 可 测 映射 , MPRA А: 5 – VÆ Ям - 可 
测 的 ((S, 28) 和 (М, of) ASAT MARTA), 因为 对 任意 的 В є 多 有 Pxh-1(B) = 


Px(h7!(B)) = P(X € h71(B)) = Р(А(Х) € В) = Parxy(B) № 
Pxh-*(-) = Pacxy(-). (9) _ 


设 О. > О. 根据 第 一 章 引 理 8, 定义 随机 元 Xn, X 使 得 Qr = Px,,n 21 和 
Q = Рх. 这 样 , 对 n 一 oo AX, S X. НҒ (9) RA Qnh-! = Рых), = 
Роху. 因为 已 证 Pacx,) ЗВ Pax, 则 可 得 所 求 的 结果 (8) =. 0 


$3. 正如 同 数列 一 样 , 在 研究 测度 族 弱 收敛 时 , 考察 测度 的 子 序列 收敛 性 是 非 
T ER H. 


引 理 2. 当 n 一 00 时 Qn > Q 的 收 敏 性 当 且 仅 当 从 每 个 序列 {п} CN PT 
以 找 出 子 序列 {п}, 使 得 当天 一 00 时 , Qn, = 6. 


ШЕ. 必要 性 是 显然 的 . 证 明 充 分 性 . 假设 从 每 个 序列 中 可 以 找 出 子 序列 , 使 得 子 
序列 收敛 , 但 是 当 n 一 со 时 О, => Q. 这 时 , 存在 函数 f eE lS, R) 和 序列 {me} esi, 
使 得 对 某 个 => 0, 有 |( Qm) — (F,Q)| > в, ЖАН k > 1. 

由 此 可 见 , 由 序列 Ire das. 中 不 能 找 出 子 序列 (тро, 使 得 当天 一 сю Н, T 
FRI Qm = 9. FE, 充分 性 得 证 O 
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定义 3， 在 (S,A(S)) 上 测度 族 {Qa,a е A} 称 作 相对 紧 的 ( 弱 列 紧 的 ) (Rela- 
tively Compact), 如 果 从 任意 的 序列 {О} PEJ ESSAAT АР {Qa} (7 
般 地 说 , 收敛 到 的 元 素 不 一 定 在 这 族 中 ) 


显然 , 任意 的 弱 收 化 序列 是 相对 紧 的 . 很 容易 构造 出 相对 紧 的 序列 , 但 是 序列 没 
有 弱 极 限 (只 需要 取 两 个 弱 收 敛 于 不 同 极 限 的 序列 , 并 将 它们 合 而 为 一 ). 
下 面 将 展示 出 两 个 概念 (BIR TR PEAT SB CTE) 之 间 的 紧密 关系 . 


定理 3. 在 距离 空间 5 的 Borel o— АЖ B(S) 上 测度 序列 {nnz ABRAM 
当 且 仅 当 同 时 满足 下 面 的 条 件 : 
1) 序列 {Qnjn>1 RABI K H3; 
2) 存在 那样 的 函数 类 H С СЬ(5, В), 使 得 
2a) 对 每 个 he .党 ,存在 极限 lim (h, Qn), 
2b) 对 (S, 8(5)) 上 任意 的 测度 Q 和 Q, wR MAH HEH 有 


(h, 9) = (h, Q), (10) 
Я] BS) ЕЖ Q=Q. 


iE. 必要 性 是 显然 的 . 因为 只 需要 取 Æ = Съ(5, К), 再 利用 引 理 1. 

证 明 充 分 性 . 根据 1) 由 序列 {neje 可 以 找到 子 序列 {ni ра, 当天 一 оо 时 
A Qr, = 9. | 

这 时 , 对 所 有 的 f € Сь(5, К), A (7, Qn) > (Л, 9). 因此 由 2a) 得 到 关系 式 , 有 


lim (h, Qn) = (h,Q)， 对 每 个 he ж. (11) 


假设 当 п > со В, Qn, => О. 这 时 由 于 1) 和 引 理 2 又 可 以 找到 子 序列 {т рът 
使 得 当天 о 时 有 Qn, > 9, А9 я 9. E (п) Ñ, 对 所 有 的 he e 得 出 
(h,Q) = (h,Q). 这 样 , 根据 2b) 有 Q=Q. 与 QQ 矛盾 . O 


$4. 研究 在 某 些 概率 空间 (Q, 多 ,P) 和 (Qn, Fn, Pr) 上 对 每 个 +e T RATA 
测 空间 (Se 28.) 的 随机 过 程 X = {Xant E T} A X = {Xi",teET), 这 里 n>Z1 | 
考虑 第 一 章 定理 3, 自然 而 然 地 可 以 定义 在 柱 集 o 一 代数 Ar 上 随机 过 程 X 分 布 
弱 收 敛 于 随机 过 程 X 的 分 布 作为 随机 过 程 Хо 弱 收 敛 于 随机 过 程 X. 但 是 只 对 在 
距离 (或 拓扑 ) 空间 的 Borel o— АСЕ НЯ ОЖ Г, 可 是 , 一 般 情 况 下 , 不 能 
确信 空间 Sr 可 以 距离 化 , 可 有 Ar = 多 (ST). 但 是 考虑 到 过 程 的 轨道 (以 概率 1) 是 
位 于 某 个 特殊 (可 距离 化 ) 空间 Sr 的 子 集 , 在 一 些 情 况 下 这 个 困难 是 可 以 克服 的 . 

作为 那样 的 子 集 , 可 以 取 在 某 个 紧 集 (距离 空间 上 ) TT 上 的 连续 函数 空间 CT, 5), 
它 是 对 每 个 t+ < T RET Polish 空间 5 (赋予 了 一 致 距离 рс) (参见 第 一 章 8518). 
Я, B(C(T,S)) 表示 С(Т, 5) 空间 中 的 Borel o— 代数 , 而 Br(C(T, S)) 是 这 个 
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空间 的 柱 集 o- 代数 , 由 “和 连续 柱 集 ”所 产生 的 , 即 由 形 如 a)... (В), RB В є 
BISE), tie tk ET,k > 1, Я ль... в : С(Т, 5) > SĂ Æ | 


maa= (altro 26), BE OUTS). (2) 


根据 第 一 章 引 理 12, 有 Ar(C(T,S)) = %(С(Т, 5)). 


定理 1. Ж С(Т,5) 是 上 面 给 出 的 空间 . 这 时 有 下 面 的 结果 : 
a) 如 果 在 B(C(T,S)) 上 的 测度 Q,Q 所 有 的 有 限 维 分 布 重 合 , 即 


От... ‘th — Отг. wth? ty, 17 ‚Ёр Є Г, k € N (18) 


则 在 B(C(T,S)) KQ=Q 

b) № B(C(T,S)) 上 测度 序列 {Qn}nz1 8 п оо 时 有 能 极限 当 且 仅 当 它 是 相 
对 紧 的 , 且 对 所 有 的 有 限 维 分 布 存在 弱 极 限 , Ppt He—th,---,th eT fok > 1 序列 
{Qn аз A BAR. 

с) 在 BC(T,S)) ЕЕ n — оо HA Qr > Q 当 且 仅 当 序列 {Qnjnzl 是 相对 紧 
的 , А. Qn 的 所 有 的 有 限 维 分 布 弱 收敛 于 相应 Q 的 有 限 维 分 布 . 


iE. а) 如 果 测 度 Q 和 Q 在 代数 (在 C(T,S) + ЗЕЯ) 上 重合 , 则 根 
据 卡 拉 泰 奥 多 里 (Caratheodory) 定理 , 测度 将 在 由 它们 所 产生 的 o— 代数 , BNE 
Br(C(T,S)) 上 重合 ; 这 意味 着 在 Borel o— 代数 B(C(T, S) 上 重合 . 
b) 必要 性 是 由 于 序列 的 弱 收 敛 是 相对 紧 的 , 而 由 于 映射 (12) 式 的 连续 性 , 定理 
2 保证 了 有 限 维 分 布 的 收敛 . 证 明 充分 性 利用 定理 3. 由 假使 序列 {0 >а 是 相对 
紧 的 意味 着 满足 定理 3 中 的 1). 研究 函数 类 


Ж ={h = дрот. в, 这 里 gp € OSF, В), Н,... te © Tk 21}. 
根据 公式 (1.23), 对 h = Ok O Wt, th Є ЯР, 有 
(h, Qn) 一 (ок, ът... в). (14) 


测度 序列 (Отг... а> SSIS Н (14) 式 满 足 定理 3 的 2а). 公式 (14) 
中 的 测度 Q。 是 任意 的 , 用 Q 和 Q 代替 О, 结论 a) 说 明了 满足 定理 3 的 2b). 这 
OB, 序列 {© > 有 弱 极 限 . 
с) 1% `4 п — оо NA 9, = Q 则 关 似 于 b) 中 必要 性 的 证 明 可 以 得 到 所 求 结 
№. 设 10, }.>: 是 相对 紧 的 , Н О, 的 有 限 维 分 布 弱 收敛 于 Q 有限 维 分 布 (п 一 оо). 
这 时 由 任意 的 Qn, 序列 可 以 找到 子 序列 ©, 收敛 于 某 个 测度 Q. 利用 弱 收 敛 极限 
的 唯一 性 GIE 1) 看 出 测度 Q 和 Q 的 所 有 的 有 限 维 分 布 相 重合 . 因此 , 根据 已 证 的 
a), 测度 Q 和 Q 在 ZOT, S) 上 相 重 合 . 由 引 理 2 得 到 Qn ЩЕ Q. O 
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在 下 面 的 意义 下 , 测度 О, NAA (在 B(C(T,S)) Е) 条 件 是 与 有 限 维 分 
布 的 收 鳅 性 条 件 是 “独立 的 ”. 

很 容易 构造 一 个 例子 Qn 序列 是 相对 紧 的 , 但 是 所 有 有 限 维 分 布 没 有 收敛 性 . 只 
需要 取 两 个 不 同 的 测度 Q AQ’, 然后 , 由 它们 交差 地 构造 一 个 新 序列 Q, 0”, 9, ©, -- 
RHET. 

现在 再 构造 一 个 {Qr}nsi 序列 它 的 有 限 维 分 布 弱 收 和 敛 于 某 个 测度 Q 的 有 限 
维 分 布 , 但 是 这 个 序列 {Qn }ndt RASTER AN (根据 定理 4, ARES n 一 oo Ё, 
Qn 没有 弱 极 限 即 可 ) 


К 1， 设 测度 О, 集中 在 函数 n) є С([0,1]) Е, НЕ 14 Ara, BQ, = 
б.п > 1 (一 般 来 说 ,“Delta 一 WE” 6, (a) = TAG) 是 测度 “集中 ”于 点 r) 和 
cdlo a) = C((0, 1), R). 





1/27) lfn 
图 14 
很 容易 看 出 , 对 任意 的 Be BRE), k > 1 Alt),--- Є [0,1] 


бата... (В) = dz, {2 Е С([0,1) © (zt) ,x(tr)) € В} 


一 = 1в(2„(#), у ,in(tk)). 
Sn eX BANA zn(ti) = 0,1 ‚Е. 因此, 对 这 些 n 有 
1B(2n(t1),--> ,Tn(tk)) = 1в(0,--- ,0) = дить... t (B), 这 里 zo0(t) = 0,t € [0,1]. 


因而 , 当 п 一 оо 时, 测度 Q, 的 有 限 维 分 布 弱 收敛 于 测度 0, 的 有 限 维 分 布 . 
假设 存在 测度 Q, 使 得 在 B(C((0,1])) Е, А п 一 со 时 有 ôs = 9. 这 时 , 根据 
定理 2 (或 者 定理 4 的 c)) 对 所 有 的 >1 和 tt1,.… ,ti ET 有 . 


一 上 | 2—1 
Оль... tk => Ол; ete n -> OO. 


由 于 定理 4 的 а), 可 得 Q = 56. 在 空间 C((0, 1]) PIRI F = {2(.): sup z(t) > 1}. 


+Е[0,1] 
BRA, Mn > 18 ôr (F) =06,, (Е) =1 ЖЖ 1 (1°), Sn — оо В 5, = д 
不 可 能 有 . 矛盾 , 证 明了 构 出 的 测度 序列 不 是 相对 紧 的 . 
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在 例 1 中 的 函数 x, 在 空间 C([0,1]) 中 没有 极限 , 因此 , 在 习题 1 中 , 用 其 他 方 
法 验证 了 测度 56。 没有 弱 极限 . 

55. 下 面 有 关 与 测度 族 弱 相对 紧 的 一 个 重要 概念. 

定义 4， 在 距离 空间 (S,p) 的 Borel o— 代数 上 , 测度 族 {Qa}aea 称 作 胎 紧 
(Tight) 的 , 如 果 对 任意 的 < > 0 可 以 找到 紧 集 KK。, 使 得 对 所 有 的 a € A, 有 Qal Ke) > 
1 — &. 

借助 于 胎 紧 的 概念 帮助 描述 下 面 关 于 弱 收 敛 的 基本 结果 , 而 它 的 证 明 将 在 习题 
2 中 给 出 . 

定理 5 (Prokhorov). 如 果 在 距离 空间 (S,p) 上 测度 族 {Qa}aea 是 胎 紧 的 , 则 
它 是 相对 紧 的 . 如 果 空 间 (5,р) 是 Polish 空间 ( 即 完备 可 分 距离 空间 ), 测度 族 是 相 
对 紧 的 , 则 它 是 胎 紧 的 . 

定理 4 和 5 给 出 结果 用 来 证 明 在 距离 空间 C(T,S) 上 测度 序列 (Ор, М 
ЕВЕ Q 的 一 个 非常 有 效 方法 . 它 是 借助 于 有 限 维 的 收 人 线性 和 胎 索 性 . 

为 此 , 首先 回顾 一 下 Polish 空间 С([0, 1]). 

定义 5. МЖ 

A(f,6) = sup{| f(t) — f(s)|: s,t € [0,1], |s—t] < ô}, 6 >0, 

被 称 作 函数 s С([0, Ц) 的 连续 模 . 

注意 , 函数 AC, 6) 在 空间 C((0,1]) 上 连续 , 因此 它 是 AC((0, 1]))- 可 测 的 . 

描述 С (10, 1]) 空间 中 紧 集 的 , 在 函数 论 中 有 如 下 的 结果 (参见 , 例如 , [32; р.302]). 

定理 6 (阿尔 泽 拉 (Arzela)— 阿 斯 科 利 (Ascoli)). 函数 族 集 合 的 闭 包 H С 
C([0,1]) 是 该 空间 上 的 紧 集 当 且 仅 当 


sup |f(0)|< co :和 ‘lim sup A(f,6) = 0. 
еж А 0 一 0 十 реж 
(上 面 的 条 件 等 价 于 函数 族 Х 是 一 至 有 界 和 等 度 连续 的 .) 
由 此 可 得 


定理 7， 在 B(C(10,1])) 上 测度 族 {Qa}aeh 是 胎 紧 的 当 且 仅 当 同 时 满足 下 面 两 
个 条 件 
1°. 对 任意 的 E> 0, 都 存在 М = Mle) > 0, 使 得 对 所 有 的 wwEA 有 


Qa(f : (0) > М) < e: 
2, 对 任意 的 ev > 0, 可 以 找到 б = 5(e,z) > 0, 使 得 对 所 有 的 ACA 有 


Qal f: ACf,6) > Vv) < Е. 
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证 ， 设 测度 族 {Qo,a є A} ЛАУ. ЕЈ е > 0 可 以 找到 紧 集 K。 С 
C([0, 11), 使 得 Q,.(K-) >1-= 对 所 有 的 a с Л. 根据 定理 6. (Arzela — Ascoli) 对 任意 
的 ev > 0 WEE M = M(e) > 0 和 6 = 6(e,v) > 0, 使 得 


К.с: |F(O)| < M,A(f, ô) < v}. 


因此 , 必要 性 条 件 1? 和 2° 是 显然 的 . 
现在 设 满 足 条 件 1° 和 2°. 对 每 个 <>0 可 以 找到 М = М(=) > 0, 使 得 对 所 有 
的 a e AA Qa(Bo) < ¢/2, 这 里 Bo = {7 :|f(0) > M}. 取 ôk > 0 那样 , 使 得 对 
FAW ae A Mk >1 О.(В,) < a2-+0, 这 里 Bi = {f :A(f,64) > 1/К}. ® — 
_ А Bal, 这 里 В, = C((0,1))\Be, [] 表示 在 空间 C((0, Ш) 中 集合 的 闭 包 . 根 


据 定理 (Arzela — Ascoli), К. 是 紧 集 . 此 外 , РОК.) < У =2-@+0 = e, 因此 , 测度 族 
k=0 
{Qa,a Є A} 是 胎 紧 的 . a 


$1. 如 果 A = N, 则 定理 7 AE 2° 可 以 换 成 下 面 的 等 价 条 件 : 


2'. 对 任意 的 вы > 0, 可 以 找到 6 = d(e,v) > 0 和 no = nole, v, 6), 使 得 对 所 有 
的 n>no 有 Qn(f :A(f,6) >и) < е. 

事实 上 , 根据 乌拉 姆 (Ulam) 引 理 (参见 , 本 章 补充 与 习题 中 的 引 理 6), 在 Polish 
空间 上 , 任意 的 有 限 个 测度 族 是 胎 紧 的 . 所 以 , 根据 已 证 的 定理 т, 对 任意 的 sz > 0 
存在 6' = 6’'(se,v) > 0, 使 得 


Qn(f :A(f,0) > v) <e 对 所 有 的 n=1,… ,no 


MERRTE 5 和 4 (在 2 中 的 ) 极 小 , 即 可 . 

NAF 2!, 经 常 采用 下 面 更 方便 验证 的 条 件 , 它 保证 2' 的 成 立 . 

2”. 对 任意 的 e,v > 0, 可 以 找到 N = N(e,v) є М, 使 得 对 所 有 的 n > nole, и, N) 
有 
> Qn | ne | и = = 1/21 >») < є, 


+} –1)/М№<8<4/ № 
事实 上 , 对 任意 的 N>1 和 vw>0 有 


N 


{f: A(f,1/N) < 3v} 2 | 1 | Sup | ТЕ 
41 LG@-D/N<s<i/N 
因此 , 由 2” 推出 2’. 


§6. 在 连续 函数 的 泛 函 空间 中 , 测度 的 弱 收 敛 一 般 理 论 中 一 个 非常 著名 和 有 意 
义 的 应 用 之 一 称 作 不 变 原理 , 它 乃 是 中 心 极 限定 理 以 泛 函 形式 的 头 似 (和 推广 ). 
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首先 , 给 出 必要 的 定义 . № (O,F,P) 是 概率 空间 ,Xni,i = 1,---,mn,n 1, 
是 该 空间 上 的 独立 (对 每 个 п) 实 随机 变量 系列 , Н EX = 0,i = 1,-…: ть, 和 
机 变量 , 且 至 少 有 一 个 是 非 退 化 的 , 则 可 以 标准 化 , 设 


Xni = (Yn — EYni)/Bn, B3 =» ОҮ, :. 
$=1 


tno = Ostaj = 305, (这 时 tn mn = 1), Sho = 0, Shy = È Xni j = he Mn. 


对 每 个 w О 给 出 函数 Si(t,w),t є (0,1), 作为 具有 节点 (tm ss) j = 
0,1 тд 的 连续 折线 ， 即 设 对 


Sn{t, м) — Ön i—1 -+ aint) x, $) A t t E lt п ‘ib т Я (15) 
(参见 , 图 15). 我 们 在 这 里 , 以 及 今后 都 假定 所 有 的 ; > 0, 换 句 话说, 我们 除去 了 
随机 变量 as. Xni = 0. 公式 (15) 指出 对 每 个 te [0,1], 5, (6, ш), 是 随机 变量 , 因为 
对 所 有 的 ws Q 轨道 ss(.,w) 是 连续 的 , 则 根据 第 一 章 定 理 7 S, = {S,(t),t € [0, 1]} 
是 在 空间 C((0, 1) 上 的 随机 元 . 设 Р, 是 在 A(C((0,1])) 上 5, 的 概率 分 布 . 





O t Е. 1 t 


n,i-l ni 


图 15 


定理 8 (Prokhorov). 设 上 面 所 给 出 的 随机 变量 Xni ЖЕ nipis 
1,.…. ,mn, 满足 林 德 伯 格 (Lindeberg) 条 件 : WHEW Ер 0, пью 时 有 


>》 EX 1х, ;|>e] — 0. (16) 
i=} 
这 时 , Pa > W(n > оо), XBW Я Wiener МА. 4) 150, 当 n оо 时 , 有 
Sn > W, ÈE W = {W (t), t € [0,1]} ЖА [0,1] 上 的 Wiener 过 程 . 


关于 随机 折线 的 分 布 弱 收 剑 于 Wiener 测度 通常 称 作 唐 斯 克 尔 (Donsker) 一 普罗 
Æ F k (Prokhorov) 不 变 原 理 . Donsker 研究 了 中 值 为 0, 方差 为 1 的 独立 同 分 布 随 
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机 变量 情况 . 设 X1, XX2,:… , So = 0, Sn = Xi +--+ Xp, Nn 21, MRT HAT Я 
(i/n,$;//n),i = 0,--- п 的 随机 折线 . Prokhorov 给 出 的 定理 8 (具有 Lindeberg 条 
件 ) 包含 了 Donsker 的 结果 . 

应 该 特别 强调 的 是 在 定理 8 的 论述 中 包含 了 独立 实 BEILE EJA IÆ Lindeberg 
条 件 的 一 般 中 心 极限 定理 . 事实 上 , 1 A(e(-)) = x(1) 是 C([0,1}) AR 的 连续 映 
射 . 因此 , 根据 定理 2 有 , Чи оо 时 , h(Sn()) S A(W()), В 


Sn(1) = бат, ә W(1) ~ N(0,1). 


定理 8 AZ RE TT EAT ARME 2 AMP ORE EE. 同时 也 可 以 
理解 不 变 原理 的 术语 一 一 不 变性 . 它 应 该 理解 为 , 无 论 我 们 取 什 么 样 满足 Lindeberg 
条 件 的 独立 随机 变量 序列 , (Si, (-)) 的 分 布 极限 与 h(W(.)) 是 一 样 的 (这 时 , В 可 以 
取 在 空间 C(I0, Ц) 上 任意 的 连续 映射 ) 

这 样 , 对 足够 大 п, (连续 有 界 的 ) ZA А(5,,(-)) 的 分 布 “接近 ”Wiener 过 程 泛 
K h(W(-)) 的 分 布 . 这 种 解释 对 相反 问题 的 解决 非常 有 帮助 , 即 在 寻找 我 们 所 关注 
Wiener 泛 函 的 概率 分 布 的 时 候 , 有 时 可 以 成 功 地 构造 那样 的 随机 游 动 S = {Sn,n 之 
1} 使 得 研究 A(S,(-)),n 1 的 分 布 将 问题 变 成 了 很 简单 (参见 , 习题 11 和 13). 

定理 8 的 证 明 是 依靠 “有 限 维 分 布 的 弱 收 敛 和 胎 紧 性 ”, 它们 是 在 前 面 的 定理 4 
c), 5 All 7. 


$7. 我 们 还 需要 两 个 辅助 性 结果 . 第 一 个 辅助 性 结果 是 多 维 中 心 极限 定理 , 它 
在 证 明 过 程 S,(-),n > 1 WARENA 95 ИСО ЭСЕН. 

为 叙述 该 定理 ( 它 的 证 明 在 附录 3 PAW), 研究 在 R* 中 随机 向 量 Eni = 
1,… то, 对 任意 固定 的 n> 1 独立 (在 每 一 序列 中 ), 且 对 所 有 的 n,i 有 Eén;=0€ 
Re 和 Elle, ill? < оо, ЖА ||. || AE R* PRK Ree. ! 

用 B2, = Déni 表示 方差 (WAH) ME, 即 由 向 量 En 的 协 方差 组 成 的 矩阵 ， 


Sn = Sen В? = DS, = У Bai 


?一 ] “11 


定理 9 (Lindeberg)， 设 前 面 像 大 山 似 的 那 种 随机 向 量 {éni,i = 1 Mn, 


B? > B?, (17) 


ЗЕЕ =>0 лю 时 有 


Win 
У Ellen Llen i>e} — 0. (18) 


$=1 
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这 时 当 п 一 00 时 有 | | 
Sa 2, N(0, B?). (19) 


第 二 个 辅助 性 结果 是 在 估计 过 程 5,(-),n > 1 的 连续 模 时 的 极 大 不 等 式 , 即 在 证 
明 它 们 的 分 布 族 是 胎 紧 的 时 候 ; 在 下 面 命题 中 给 出 | 

51:8 3 (Kolmogorov 不 等 式 ). 设 (1,… ,lm 是 具有 EG = 0,07 = DG < 
00,1 = l, m 的 独立 实 随 机 变量 ， 设 = У с < i < md, =DSm. 这 
时 , 对 任意 的 NCR 成 立 不 等 式 


P ( max 18:1 > №») < 2Р(|5т| > (А – У2) ат). (20) 


证 ， 当 < V3 时 , 显然 成 立 . 因此 , 假设 > V2, В A; = (аз < Adm 
5j| > Adm}. 这 时 , 事件 


as 025,181 ? idm) Е U 
并 且 , X i AI, ANA; = е. 概率 


P(A) = Р(АГ\{ 18| > (A – V2)dm}) + Р(АГ{|5 т < (А — V2)dm}) 
< P(|Sm] > (A – УЗ)ат) + УС PA MI Sin] < (А – V2)dm}): 


j=l 

注意 , А. 15| < (和 一 V2)dm} = Ø. M1 <j <m Я А; 15| < (А – V2)dm} © 
Aj 门 {|Sm 一 5S;| > V2dm}, 因为 15;| > Adm, |5т| < (和 一 V2)dm, 得 出 |Sm 一 Sj| 2 |5 - 
Sm] > V2dm. 事件 A; Ж {|Sm — S;| > V2dm} 依赖 于 不 同 的 独立 随机 变量 组 , 所 以 
是 相互 独立 的 . 利用 切 比 雪夫 (Chebyshev) 不 等 式 得 到 (考虑 到 Y Р(А;) = Р(А)): 


j=l 


т—1. 2 2, 
。 (С < + o.e rm 
P(A) < Р(|8„ |> (А — Vdm) + У РОА) E 


j=l 


m— 1 ' 
< P(|Sm] > (À — VDdn) + 5 УУРА) < PllSm] > (A ~ VDdm) + 5P(A), 
j=1 


由 此 可 得 所 要 的 不 等 式 (20). O 


Н 


58. Prokhorov 定理 (定理 8) 的 证 明 . НЕМ ESD T 5S CG ЭТА: 


— 1 '— | ` ， 
Pargi. Ф Wrzl. aò noo, 
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即 根据 (9) 式 需 要 验证 对 任意 的 t1,--- ,tk € [0,1], k > 1 (只 是 需 0 <t <. <р. 
1) 有 
(Salti) e ,Sin(te)) > (W(t1), ,W(tk)), т оо. (21) 
为 此 , 对 每 个 点 HOG = 1,.… ,k) 和 给 定 的 n, (在 56 АЛИ tniii = 
„ть 当中 ) 从 左边 找到 最 接近 的 点 o. 换 名 话说 , He) = max {tni Sti). 
由 于 Lindeberg 条 件 (参见 附录 3), 有 


2 
0 Опа 7 0, п 00, (22) 


因此 , 当 n 一 оо 时 有 ‚ пах (tn i—tn,i=1) 一 0. 从 而 , 对 每 个 7 = 1,--- ,大 42 > o 
时 有 e —> tj. 如 果 ti”) = tpa, = (n), 则 
Sn (tz) — 5.0) < [Sn (6) — 8. Ха. 
由 于 (22) 式 对 任意 的 j= 1,.… ,k 当 оо 时 有 依 概率 收 化 Su(t) S(t) D 0. 
不 难 验证 , 利用 定理 1 的 1°, 如 果 Zn, Yn, Z 是 取 值 于 R* 的 随机 向 量 , В. 2, 2 


Z, Y, ,0( 即 所 有 的 分 量 依 概率 收敛 于 0), ДІ Z У, S 2. 
这 样 , 对 证 明 (21) 式 只 需要 证 


Zn = (SalI J 5.0607) > Z = (И), Wta) (23) 
在 我 们 所 研究 的 情况 , 4 n 一 oo 时 (7=1 kh 有 
cov(Sin(t!”), Sn (#”))) = min{t\”, к) 一 min{t;, t;}. 


因此 , 对 在 (23) 式 中 的 Zn 和 2 来 说 有 DZ, 一 DZ, 即 协 方差 矩阵 按 元 素 收敛 . 如 果 
p = İn, tt! t = in, lp 这 里 l; = li(n) = {1, se , Mn}, 则 Zn = En,1 ++ Enl 
这 里 6, = 1,… ,lk(n) 是 取 值 于 R* 的 独立 随机 向 量 : 


Sp (t™) X 1 Xai, 0 0 
Snt Xn Xn Xn 0 
( 2 ) — ‚1 十 a + 31 + | ‚51-1 十 a + 
Sn (7) Хол Хь Xny4t Xn 1, 
| | | | | | 
Zn En, 1 En, 11 En 51-1 En, lic 


НЕ ini 的 所 有 分 量 (除了 一 部 分 可 能 等 于 0 以 外 ) SX, BA, AF (16) 
式 得 到 


і. (п) 


У” Ellén, ill’ Lihen: >=} = < KEM, il? Loe. |>e/Vk} 一 0. 
i=l 





Е 
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从 而 Lindeberg 定理 的 所 有 条 件 都 满足 , 因此 有 有 限 维 分 布 收敛 (21) 式 . 
ME, 利用 定理 7 和 引 理 3, 验证 分 布 族 {Р} 的 胎 紧 性 . 
因为 S,(0) = 0,n 1 所 以 定理 7 的 条 件 1° ЖЖ. 
验证 注 1 的 条 件 2". 固定 N > 1. tO) tc?) 是 从 КЕ < (i 一 1)/N 中 相应 点 最 
右边 的 点 和 从 th, > ИМ 中 相应 点 最 左边 的 点 , i = 1,.… ЛУ. 由 (22) RBI LD 
大 的 п, 有 
| 1/N < Е К <2/М, i=1,---,N, (24) 


Th 


а= вир 18200) — Sa((i-1)/N)], 这 时 ,有 


(i-1)/N<t<i/N 


Vai < вир |Sn(t) — Salty) +9 (001) — Sn((i— 1)/N)| 
ве), 
<2 вир [Sp(t)—Sn(t@)|=2 max |8.(,3) – Sn(tha)| 
te fe? 2) tr ee A 


对 任意 的 > OMAN 1... М М> 


Ри = P(Vnyi > и) < Р | Sn (tm) — 5. (#2) > п) (25) 


max 
tn E(t 4 st) 
考虑 到 引 理 3 和 等 式 0(5,(#2)) — 5,(¢M)) = tP — 12), 得 到 
Pri < 2P (18,062) 5. (0) > (Ам): — i) | 


这 里 =v/ (2y - 5 ,i 和 n WTR. 


Bt = try, t?) = tard = (п) ч = тп). 研究 在 第 ”个 序列 集合 Л” = 
{li j,<l <r} isl, М 中 带 有 号 ! 的 量 . 假定 SO = E Xni = 5,(t@)- 


=”) 
5, (#1). 这 时 由 于 (24) RA (16) 式 对 任意 的 v > 0 有 


| Xn — 9 
2. |: 可 ки 2х, роу 一 0 n> o. 
Е” DSn Jos і=1 
因此 , 根据 一 维 Lindeberg 定理 (EN к = 1: 参见 87 的 开始 ), Mi=1,---,N 和 
任意 的 и > 0, 当 所 有 n > nole, м, N) 时 有 





IP (ise > (A — VZV 588 ) РІ > A – УЗ) < €/(2N), (26) 


这 里 上 ~ МОО, 1). 在 这 里 我 们 利用 了 在 中 心 极限 定理 中 分 布 函数 的 收敛 性 在 整个 数 
轴 上 是 一 致 的 (参见 习题 12). 根据 (24) R, 对 所 有 足够 大 的 m” 和 i = 1,… ,NN 得 到 
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\>vVN/(2v2). 因此 , WRN = (е, и) 足够 大 , 则 利用 (1.29), 得 出 估计 

P(|é| > А – V2) < /2М. 
由 最 后 的 不 等 式 , (25) AA (26) 式 得 出 D Pra < є. 由 于 定理 7 和 注 1 测度 族 
{Рип 的 胎 紧 性 成 立 , 此 外 还 有 关系 式 (21) Tk, 于 是 完成 定理 8 ЧЕН. O 
$9. 即将 指出 ， 借助 于 所 述 的 弱 收 伍 理论 可 以 证 明 数 理 统计 的 一 个 核心 结果 
Kolmogorov ( 拟 合 优 度 ) 检验 . 


ва... 是 独立 具有 同 分 布 函数 = Fle) 的 实 随机 变量 . 根据 (1.34) 经 验 
测度 Ри. 取 B=(-o%， т], ыы ЕС 





‚ Fy(z,w) = п ух. -0,211(4(0)), п21, «eR. 
| $=1 Е 
定理 10 (Kolmogorov). 4 RA Bk F = Р(х) 是 连续 的 , 则 对 所 有 的 z > 
0, 5 n — оо ay, 有 


P( sup Vni|(Fn(z,w) — (2) <2) = 1-291) He KG (27) 


—OO< 2 << 00 1 


ох 


ШР. ЯНА G= F™(é,),i > 1 这 里 F(t) = inf {x : F(z) >t} t€ (0,1). © 
是 函数 下 = F(x) 的 广义 的 反 函 数 , (考虑 到 函数 F 的 连续 性 )， 可 以 将 上 上面 的 情况 转 
化 为 所 有 随机 变量 е, €0,--- 具有 在 [0, 1] 区 间 上 均匀 分 布 . ЖЖ, 只 需要 对 这 样 的 随 
机 变量 证 明 , 对 所 有 的 z > 0 有 


P ( sup, ¥,(t)| < г) SKG) roo | (28) 
这 里 Y(t) = Jn F(t) - t), t € [0,1]. 
ENZA h(x(-)) = Sup [et |. 自然 而 然 地 , 证 明 (28) 式 的 途径 是 先 找 出 Y,,(-) 


分 布 的 弱 极 限 ， 然后 再 利用 定理 2. 证明 的 复杂 性 在 于 , 随机 过 程 У, 有 间断 的 轨道 
(它们 是 属于 Skorokhod 空间 D([0,1])). 可 是 , (28) 式 的 证 明 也 可 以 在 前 面 所 述 的 定 
理 的 框架 中 给 出 . 

设 fapio т) 是 根据 6 én 所 进行 的 顺序 统计 量 序列 (或 变量 序列 ， 
变 列 , Variational Series), 即 对 每 个 w Е &1 (л), ... ,En(w) 按照 递增 顺序 排列 (a.s. 所 
有 的 i, ,& 是 不 同 的 ). 设 对 每 个 w 函数 G,(t,w),t є [0,1] 是 连续 随机 折线 , В. 
具有 节点 (i/(n + 1),&(w)),i 二 0,… п +1 这 里 Eq (w) = 0, ngs) (w) = 1. 这 样 , 根 
据 第 一 章 定理 7 函数 G,(:,w) (参见 图 16) 是 空间 С([0, 1]) 中 的 随机 元 . 注意, as. 
有 


sup |8, (9 一 Gn(t)| < п”. 
0581 





第 五 章 ”测度 的 弱 收 敛 . 不 变 原 理 . · 143 - 


因为 ,对 te (E(w), E441) (w)), 有 Fr(t,w) = Ипа =0,--+ уп. 


ЕЕ 
a n 

Wi 

GAD | n 

Ft) 
2 
п+1 е 
1 
И 
5-0 So Eo Ea бо и 4 
图 16 


BE Zn(t) = VN(Gn(t) —t),t € [0,1] 得 出 , 以 概率 1 有 


sup [Yn(t) — Zn(t)| < п". 
0<+<1 


因此 , 随机 变量 ACY, (.)) 的 极限 分 布 将 与 随机 变量 №(2,(.)) 的 极限 分 布 相 重 合 . 于 
是 定理 的 证 明 就 导致 需要 验证 下 面 两 个 结论 : 

1) 在 С([0,1]) F, 4 n — œ 2, 2, w°, 这 里 w’ 是 Brown 桥 ， 即 可 以 定义 
为 过 程 w(t) = {W(t) – #07 (1), є 0,1}, 这 里 W = {W(t),t € [0,1]} KIA [0,1 
上 的 Wiener 过 程 : 


2) P ( sup we < г) = К(2), 2 2 0. 


第 一 个 结论 的 证 明 是 根据 类 似 定理 8 的 证 明 途 径 (“有 限 维 分 布 的 收敛 性 和 胎 
紧 性 ). 相应 的 证 明 参 见 , 例如 , [2; 第 2 28, 513]. 

我 们 来 证 明 第 二 个 结论. 

在 (C((0, 1]), @(C((0, 1]))) 上 定义 (条 件 ) 概率 测度 族 


О: = P(W(-) Е C|W(1) el-e,e)), => 0 (29) 
5138 4. w želo 则 О. = W, XBW 是 在 C([0,1]) 中 Brown 桥 的 分 布 . 
ШЕ. 由 于 定理 1 (该 定理 , 对 指标 为 = > 0 的 测度 也 是 成 立 ), 只 需 证 
lim sup Q.(F) < Р(И € F), (30) 
el0 
这 里 F Æ 多 (C[0,1]) 中 的 任意 的 闭 集 . 


对 任意 的 О<н <... < tk < l,k €N, 问 量 (ИР (#1), · - - , W° (tx)) 不 依赖 于 
W?(1). 事实 上 , 作为 Gauss 向 量 的 线性 变换 , 向 量 (Weti), , W° (tk), WA) RA 
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Gauss 分 布 . 除 此 之 外 , EW°(t)W(1) = EW(t)W(1) —tEW2(t) = min{t, 1} -t —0,t € 
0,1] 且 可 以 寻 出 上 面 的 独立 性 . 
这 样 , 对 任意 的 柱 集 С є B(C((0,1])) 和 任意 的 集 Be A(R), 有 


P(W*(-) € С, W(1) = В) = P(W° є С)Р(И (1) є В). (31) 


因为 柱 集 构成 代数 , 可 产生 (C(O, 1])), 则 根据 第 一 章 引 理 3, 等 式 (31) 成 立 
对 任意 的 集合 B є BR) 和 所 有 的 集合 С є B(C((0,1])), 因此 , 对 每 个 = > 0 有 


P(W"(-) Е C|W(1) € [-e, €]) = P(W°(-) € С). 


ре(УУ (5), W°(-)) = Sup. W(t) — (W(t) —tW(1))| = (1), (32) 
这 里 pe 是 在 С([0,1) 空间 中 的 一 致 距离 .现在 取 闭 集 F є 多 (C(I0,1]))， 因 为 
IW(1)| < ô AW) ЕЕ, AF (32) RA 
W° € F° _ {x є C([0,1]) : р(х, F) < ô}. 
这 样 对 任意 的 。 < 5 得 到 
P(W є F||W(1)| < =) < P(W® ЕЕ (1) < =) =Р(И Е F°), 


这 意味 着 
lim sup Q,(F) < W? (F°). 
=10 


对 不 等 式 两 边 取 6 | 0 的 极限 , 且 考 虑 到 N F° = F, 从 而 得 到 关系 式 (30). 由 此 可 
>0 
得 引 理 的 结论. 0 


E 2. ЗІЯ 4 指出 , Brown 桥 的 分 布 自然 地 解释 为 条 件 Wiener 过 程 的 分 布 (在 
W(1) = 0 的 条 件 下 ). 


根据 (9) AB Woh-1(B) = P(A(W°) Е В). 除 此 之 外 
h~*(B) = P(W(-) T “(ВУИ (1) є [-e,€]) = P(A(W) € BIW (1) Е [~e, a]), 
这 里 B Е 2(В), = > 0,h(z(-)) = Sup [z(t )|, 对 2() Є С([0,1). 因此 引 理 4 和 定理 2 
给 出 , 对 那些 z > 0 那里 分 布 函数 P (ax wo < :) 是 连续 的 ( 即 最 多 除去 可 数 
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Nz 值 ) 
Р ( sup |W°(t)| < :) = lim Q.h~*((—o0, 2]) 
O<t<l el0 


tE[0,1| 
=10 P(|W(1)| < =} 


Р | sup Wit) < 2, Я W(t) > -z,W(1) € se 
Е iE[0,1] 
一 РИ ЕЕ, =] 
随机 变量 inf, WG), sup W(t), W(1) 的 联合 分 布 已 经 知道 (参见 , 本 章 补充 和 


习题 的 定理 15) pa 以 找 出 公式 (33) 右边 分 子 部 分 的 概率 . 再 除 以 概率 P(W (1) є 
е, =]), Me | O 的 极限 , 得 到 精确 的 极限 函数 , 在 (27) 式 中 所 定义 的 K(z). 这 个 图 
ЖК = K(z) 对 所 有 的 > > 0 是 连续 的 . 因此 , 结论 2) 成 立 . 所 以 在 (33) 式 中 , 对 
所 有 的 z > 0 收敛 , 于 是 完成 了 Kolmogorov 定理 的 证 明 .， 口 


$10. 在 这 一 节 中 , 我 们 将 讨论 随机 元 的 几乎 必然 (a.s.) (或 者 说 几乎 处 处 (a.e.)) 
收 和 敛 与 弱 收 敛 之 间 的 关系 . | 

S 是 距离 空间 . ХХ, Xn: Q> 5, BX} n>1,X,X, € FIBS) MRS п – оо 
时 a.s. 有 Xn > X, 则 由 于 (6) Ñ, 显然 Law(X,) = Law(X),n 一 со. 相反, ERT 
对 定义 在 同一 个 概率 空间 上 的 实 随机 变量 都 不 见得 成 立 (请 举例 ). 但 是 , 在 一 定 的 
意义 下 , 相反 的 结论 却 成 立 , 正如 下 面 的 定理 所 示 . 

定理 11 (Skorokhod). 34 (5,р) 是 Polish 空间 , 当 n > оо 时 有 Qn > Qo, 
这 里 Qn(n €NU{co}) ZH A(R) 上 的 概率 测度 . 这 时 , 存在 概率 空间 (Q, F, P) 和 
随机 元 X :0 一 SXE FIBS), п є М Ноо} 使 得 对 所 有 的 n є М Доо} 有 
Law(Xn) = Qn, Н.В п оо Has. 有 Xn 一 Xo 


证 ， 首先 构造 5 的 一 确定 的 可 测 分 割 系 . 对 每 个 ke №, 由 于 S 的 可 分 性 存在 
以 半径 为 2-*+2) 的 开 集 球 族 Gem m є М, 使 得 【jGim =S. 改变 每 个 球 的 半径 ， 
从 2-(4+2) Bi g- (+1) 之 间 , 可 以 得 到 复 盖 5 的 开 球 族 В), m, 使 得 对 所 有 Km c N 和 
пем Ноо} Я О„(@Вь т) =0. 假设 Di = Bea, Лт > 2Dk,m = Brm\ U Bkr- 
HEA k eN, BA Р, m,m EN, 构成 5 WAS, Н апр т < 27 cmeN 和 
Qn(ODk.m) = 0 对 所 有 的 ", к, т. 注意 , diamD = sup{p(2, y):2,yED},DCS. 

引入 集合 Sh, =f Dji, (所 有 指标 取 上 自 №. 它们 构成 了 随 着 的 增加 变 
细 一 个 套 一 个 5 en 使 得 

1) 对 (41, ..- th) F (1,52%), 有 Siz (Nj. = 5 


P | sup |W(t)| < z,W(1) < ) 


(33) 
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2) 对 所 有 的 К, 21,: e ЗА € N, 有 S = 55, US i — Sig, sins 
J . 

3) 对 所 有 的 k,21) an stk Є N, 有 diamS i < 2—^; 

4) 对 所 有 的 К, ал, --- i, EN, n М Коо}, A Qn(05;,.... и) = 0. 

在 概率 空间 (2, F,P) Е, 这 里 9 = (0,1), F = A((0,1)), Р 是 Lebesgue 测度 
(与 通常 一 样 , 认为 c- 代数 多 是 完全 的 ), 为 了 简便 将 测度 mes(.) 写成 | .|, 构造 要 
找 的 随机 变量 序列 . 

对 每 个 ne NU{oo} Mk EN, ZE AFI 18] 

д = от 


bis stk 


pr) 


ТК? 21, 4) 
分 割 10, 1), 这 里 GE 和 JAY ‘ig | 一 Qn (Six к), 即 
AP = [0,9,(51)), AS” = [Qn(S1), Qn(S1) +Qn(So)) --. 


用 类 似 方法 , 把 每 个 半 开 区 间 AM АЗЕ DEF AS (该 更 小 半 开 区 间 序 列 
从 AS” 区 间 的 左 端点 开始 ) 等 等 , 这 样 继 续 下 去 . TA, КР, 用 i 表示 依次 
分 割 指标 , 最 后 以 字典 顺序 得 到 区 间 AS, 

对 кє М, 在 每 个 非 空 集合 Si, ,i 中 选取 一 把 Ti, in НЧЕ п є М оо}, 
ЕЯ = [0,1) 上 定义 函数 Хк) = тн. Boe A... (如果 Qn(S5 i) = 9, 
MA” = 是 区 间 具 有 [a,a) 的 形式 , 而 不 要 求 在 那样 的 区 间 上 定义 函数 ). 显 
然 , 对 所 有 的 k,n 有 XE € FIBS). 

注意 , 根据 所 构造 分 割 的 性 质 2) 和 3), 对 任意 的 wed MA k,n,m, 有 


(Xf (w), ХР” (w)) < 27%, (34) 
由 于 $ 的 完全 性 , 对 we [0,1), Ме М Коо), FE 
Х„(ш) = Jim XE (w) — (35) 


并 且 根 据 第 一 章 引 理 5, ХИН пе М Коо} 有 Xn E€ FIBS), ЕТ 性 质 4) 和 定 
理 1 的 3°, BAXAR Ка, КЕМ Ч пс 时 有 


Qn (Sit, in) = АХ), ,| 一 A) = 9.(5;,,... yin): 
因此 , 如 果 9..(5;,.. и) > 0 (意味 着 ANO AS), 则 对 每 个 点 w E (Ai. iy, 
. и) 可 以 找到 и) я п > пь(ш) 时 + w € OHA Б aan): 这 时 , 对 


wth? “Us: 


arth w 得 到 Xe (w) = ХА (w), 考虑 到 (34) Kh, 对 п > nw) 有 


(Xn (w), Xoo(w)) < p(Xn(w), ХЕ (Ш) + p(XE(w), ХА (ш)) 
+(XS,(w), Хо (ш )) < 2 一 “+ 


атй ления. 不 变 原理 лат. 


BR, 4 n> оо 时 有 Xn(w) > Xoo(w), 对 ше [0,1) 可 能 除去 可 数 个 形 如 A eo) ; 
区 间 的 端点 集 . 这 时 , 由 于 第 一 章 引 理 6 有 Xo E F|AS). 

НР, 对 n es М Доо} 有 Law(X,) = Q,. 根据 构造 , 对 所 有 的 n,m, 
iie ,im ЖК Sm, 有 


Р(Х є 5..1) = AE ,| = Qn Sino sins) (36) 
S 中 的 任意 开 集 G 可 以 表示 成 有 限 或 可 数 个 不 同 k 和 ire бк 的 集合 Si, 的 
FF. 事实 上 ， (可 数 的 ) 集合 =] 5а stk (К, 91. ik Є №) 的 全 体 构成 了 Polish =] (5, p) 
的 拓扑 基 . 这 立刻 由 [35; 第 二 = 65 定理 3 得 出 , 因为 以 任意 点 ze 5 为 中 心 , 任意 
长 度 为 半径 的 球 中 , 都 可 以 找到 基 中 的 集合 , 它 包含 r 且 完 全 在 给 出 的 球 中 ， 
当 N — со 时 取 和 集合 Gu T С, 这 里 On 是 由 有 限 个 my 互 不 相交 基 中 的 集合 
所 组 成 . 这 时 , 对 每 个 N“ 有 P(Xk є С) > P(X* € Ск) 考虑 到 (36) R, 有 
lim inf. 106 є G) È lim inf P(X; E Gn) = (См). 


这 样 ， lim inf Р(Х& Е G) > Qn(G). 根据 定理 1 的 2°, BH, X n e М оо) М К - оо 
时 有 Law ХА) => О»: BÆ, 对 所 有 的 п, 已 证 当 上 一 со 时 as. 有 Xk 一 Xn, 所 
Y= К оо 时 (n є М ЈХоо}) A Law(X*) > Law(X,). 引 理 1 给 出 Law(X,) = 
О, п Е м Коо}. DO 

$11. 关于 弱 收 全 的 距离 化 问题 . 

Go 是 等 度 连续 函数 类 ， 且 f:5 一 R, 具 有 ||fllw = sup| f(x )| <C. 

引 理 5. wR О р) 是 Polish 空间 , 在 多 (5S) +, 9, > Q, 则 对 任意 的 常数 
С> 0, 有 | 
sup{|(f; Qn) — (f,Q)|: РЕЯ} 30, п (37) 

ШЕ. 如 Skorokhod 定理 中 所 述 (用 Q 和 X 来 代替 那里 的 Quo 和 Xoo), 在 某 个 
概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 取 随 机 元 X, Xn,n E М. 与 公式 (1.23) 相应 的 , 要 求 验证 

sup{|Ef (Xn) -Ef(X):f €Ge} 30, noo. 


由 于 等 度 连 续 性 , 对 任意 的 s > 0, 可 以 找到 4 = 6(e) > 0, TE | f(x) - Ку <= 对 
所 有 的 fe Go, Ж т, у, 那样 р(х, у) < 6. 这 时 , 显然 有 


IE f (Xn) Ef(X)| < Ef (Xn) — F(X) 1px, X8} + EIF (Xn) — F(X Lixa, X>} 
<E +2CP(p(Xn, X) > ô). 


注意 , о 是 连续 函数 , 而 p(Xn,X) 由 于 S 的 可 分 性 , 是 实 随机 变量 . 既然 , a.s. Xn 一 X, 
则 as. (Xn, X) 一 0. 即 有 依 概 率 收 敛 . 因此 , 对 任意 的 5 > 0, 有 


P(w : р(Х.(ш), Х(ш)) > 6) 30, Bnow. 
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引 理 证 毕 ， 口 
以 后 总 是 设 (S, p) Æ Polish 空间 . X BCS Me>0, BB = {2 € S : ple, B) < 
=}, 这 里 р(х, В) = inf{p(z,y), у € B}. 
TEM 6. ЖЕ Levy – Skorokhod 距离 的 是 量 
(P,Q) = inf{e > 0: P(B) < Q(B*) + =, Q(B) < P(B°) += Be A(S)}. (38) 
作为 习题 , 不 难 验证 or (-,-) 满足 距离 的 所 有 性 质 . 
定理 12. ЖАН Qn > Q 一 œ) FHF (Qn, Q) > O(n 一 оо). 


证 ， 设 л(0,,9) 一 O(n 一 оо). ЖЕ, 由 于 (38) Ñ, 对 任意 的 < > 0 和 闭 
SFOS # QF) < (Е) +; 对 所 有 的 ”> nlc). 因此, 对 任意 的 > 0, 有 
lim supQn (F )<Q(F*)+e. 让 ss 一 0 和 利用 定理 1 的 1 可 得 . 

HE Qn > 9. 在 定理 1 的 证 明 中 引入 的 函数 fF(.) 族 (这 里 :>0 和 下 是 5 中 的 
闭 集 ), 它们 具有 0 < fF(-) <1 和 对 所 有 的 .x,yeS 有 |fi(x)- fF (y)| < eo plz, у). 
因此 , 对 每 个 = > 0, 类 和 = {JE :S PAR fF} CH, 这 里 类 Go 是 在 引 理 5 中 
所 述 的 . 由 (37) 式 得 出 , 对 任意 的 se > 0, 有 


A(®) = sup{|(f, Qn) —(f,Q)|: f EY} 0, п оо. (39) 

ШЕЖЕ F 是 闭 的 和 < > 0, RABE] 1PC) < FEC <1pe(-) 和 At 的 定义 得 到 

Q(F*) > (17,9) > (JE, Qn) —A® > (1r, Qn) -А® = (Е) – А. (40) 
注意 , 4n>nole) 时 有 AS < Е. 在 AS) PHA B 的 闭 包 [B], HF (40) Ñ, WA 
WRN n 有 

Qn(B) < Qn([B]) < (В) += 

如 果 改 变 Q О, 的 位 置 , 同样 类 似 的 估计 可 以 得 到 . 因为 , 对 任意 的 = > 0 有 
8) с B2, 这 就 有 不 等 式 x(Q%, Q) < 2 对 所 有 足够 大 的 п. KE, 有 п(9,, Q) 一 
О(п oo). О 
补充 与 习题 


1. 试 证 , 定义 在 距离 空间 (5, р), Borel о- 代数 上 的 测度 ôr, ARR 4 НИХ 
当 存在 那样 的 元 素 x < S REX n > со 时 有 tn > e (这 时 ， 当 一 оо 时 有 
бъ, => Ox). 

2. АЛЕ, 定义 在 距离 空间 (5, р), Borel o— 代数 ABS) 上 测度 Q,,Q SAM 4x 
MARKKAA Lipschitz x 数 满足 性 质 (1), 即 那样 的 函数 f: SR 使 得 


Уве = sup |f(x)} < оо 和 L(f) = supt|f (а) — Лу р(т,у)} < оо, (41) 
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由 Skorokhod 定理 很 容易 得 出 (考虑 关于 a.s. 收敛 的 情况 ) 如 果 S= R, Xn 2, х 
Al {X,,n > 1} — НЯ, ДЈ] EX, 一 EX. 这 结果 对 下 面 习题 有 用 . 

З. ИХ f: S 一 V, 这 里 5,V 是 距离 空间 (р 的 可 测 性 不 作 要 求 ) 试验 证 , 集 
бр; ={x: RX Е r RARE с AS). 试 证 , О, = 9 SERA ERA 
FARN f © BS)|A(R) Н Q(D;)=0 的 满足 性 质 (1). 

4. 设 5 是 具有 欧 氏 距离 的 Rm 空间 . 如 果 对 所 有 的 函数 fe CLR, 即 具有 
紧 支 撑 无 穷 可 微 的 函数 , 满足 性 质 (1) 是 否 有 О, > 9? 


引 理 6 (Ulam). Я (S,p) 是 Polish 空间 , Q 是 在 AS) 上 的 测度 . 这 时 , 对 每 
个 Be BS) 和 任意 的 =s>0 存在 紧 集 KK。C B 使 得 Q(B\Ke) < є. 


=}, TEE Yams = 1,2,… , 构 威 1/n- 网 公允 任意 yest 可 以 找到 点 Un ms 使 得 
Ион) < 1/n). 对 图 定 的 = > 0 选取 jn 使 得 Q( Ü вт) > Te 


ил. = А О виа). 这 时 ,集合 Re МИМО [Re] 有 


Q(S\[R:]) < Q(S\Re) 人 |. Bi jn (Yam =) < у e27"! = =/2. 
n=] m=1 n=i 

集合 [R] EZR, 因为 在 完全 空间 它 是 闭 的 和 完全 有 界 的 ( 即 , 对 任意 的 s > 0 F 

在 e- 网 ); 例如 , 2/n— 网 可 以 是 点 yrm,m = 1… р. 根据 第 一 章 引 理 4 存在 闭 

集 F, C В, 使 得 Q(B\F.) < ¢/2. 这 时 К. = Е. ГВ. 是 紧 集 , 因为 是 闭 集 与 紧 集 的 

交集 , 且 Q(B\K.) <=. O 


注意 ,对 S= Ro 来 说 , 在 引 理 6 的 证 明 中 , [R 处 可 以 取 足 够 大 半径 的 闭 球 , 但 
是 在 无 穷 维 赋 泛 空间 中 闵 球 不 见得 是 紧 的 . 

弱 收 敛 的 定义 (1) 可 以 改变 成 对 任意 有 限 测 度 (不 见得 是 概率 ). 与 此 有 关 的 是 
习题 . 

5. 设 Q, Qn(n > 1) Ж (5, 2(5)) 上 的 有 限 测 度 . 试 证 , 如 果 在 定理 1 中 补充 条 
件 , Ч п 一 оо 时 Q,(S) 一 Q(S), 则 定理 1 依然 成 立 . 

定义 7， 在 可 测 空间 (5, ez) 中 , RERS Co 称 作 测度 的 决定 类 , 如 果 任 意 两 ， 
个 测度 在 of 上 相等 , 则 在 Y 上 一 定 相 等 . 设 5 是 距离 空间 . 集合 类 M с BS) 称 作 
(55) 收敛 的 决定 类 , 如 果 对 任意 的 测度 序列 Q, 1, Q2, ++; 且 对 所 有 具有 Q(6B) =0 
的 集合 ВЕ, 有 Q(B) 一 Q(B), Д1 9, = 9. 


б. 试验 证 , (5) 收敛 的 决定 类 是 测度 的 决定 类 . 试 解释 为 什么 相反 的 结论 不 
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成 立 . 
т. (与 例 1 和 习题 6 Ш). ЗАЛЕ, 在 Polish 空间 RO 中 赋予 距离 


|в ик Ук 
| ~ ЕЕ 2 
p((1,22,°++), (Yi1, Ya,*…)) = Уч 1+ [26 = yrl 


Borel o— АСЕ o— 代数 相 重 合 , Ш О, > (п 一 оо) 当 且 仅 当 所 有 有 限 维 分 
ASSN. 换 句 话说 , 在 Re 中 的 柱 集 类 同时 是 收敛 的 决定 类 也 是 测度 的 决定 类 . 

例 2 (证 明 公式 (IV.19)). 根据 中 心 极限 定理 5, /Vi 2, è ~ N(0,1),n > œ, 
从 而 , 根据 定理 2 有 |5,17 > е. 除 此 之 外 . 因为 y = 2 ЖЖ (11.53), 序列 
{[Snl/V}n>1 是 一 臻 可 积 的 . 因此 ， Е|5„|/ wm — EJE] = V2/7,n — оо. 

WR” 中 随机 向 量 6 设 Fe 和 we 分 别 是 它 的 分 布 函 数 和 特征 函数 (参见 , 第 一 
= $14). 在 概率 教程 中 证 明了 

定理 13 (参见 , 例如 , [85; 第 1 р.414]). Ав” 中 的 随机 向 量 6 Ze 
等 价 于 下 面 的 条 件 之 一 : 

1. БАЖ Fe 的 每 一 连续 点 тев" ЕЕ. (2) Fele), n оо; 

2. 对 每 个 入 E К", по 时, 有 ре, (А) > фе(А). 除 此 之 外 , 如 果 对 在 R” 
中 随机 向 量 En BIKA фе, (Л) 一 pel) ИЖ лев". 这 里 ， АЖраоев" 
点 上 连续 , 则 对 某 个 随机 向 量 En 一 co FE, SE, Hol.) = vel’). 

В (Cramer—Wold 方法 ). 试 证 , 在 (Rm, B(R™)) 中 в, D 当 且 仅 当 对 每 个 非 
随机 向 量 a e В”, 有 (а, 2.) — (а, 6), 这 里 (.,-) 是 к" 中 的 数量 积 

这 个 习题 告诉 我 们 , 研究 在 R” 中 随机 向 量 的 弱 收 敛 如 何 转化 为 研究 随机 变量 

与 定理 13 有 关 , 将 在 (R, ZR”) 上 测度 的 特征 函数 概念 自然 推广 到 更 一 般 
的 空间 上 . 设 5 是 实 可 分 巴 拿 赫 (Banach) 空间 , S* 是 共 轿 空间 ( 即 5 上 线性 连续 泛 
函 空间 ), 和 .22(5) 是 B(S) 上 的 概率 测度 组 成 的 空间 . 


定义 8， 被 称 作 测 度 Q є A(S) (或 者 随机 元 X : Q 一 SX є FIRS), В 
Law(X) = Q) 的 特征 泛 函 是 映射 фо : 5* — С, 如 下 的 公式 给 出 : 


фо(т”) = Eexp{i(X, x") }, же 5”, 
这 里 (у, z*》 RRR K r 作用 于 元 素 y es WAR. 
KEES 中 所 有 柱 集 的 全 体 , 即 集合 形 如 


{x ES: (02, zih ‚ (T, Zn )) Є В} 
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这 里 Be A(R"), zt,... , 22 Е 5*. 

9 (与 定理 13 比较 ). 试验 证 , 由 名 可 以 产生 BS). Wie, MRA AS) 中 
Qn = 9, WARF ро, — PQ. 相反 的 , 设 逐 点 有 YQ, — E, 这 里 y: S* 一 C 和 和 族 
{Qn,n 之 1} 是 胎 紧 的 . 这 时 , 对 某 个 Qe 2(5) Ч y= ya HA 9, = 6. 

10. 对 具有 中 值 为 0, 方差 为 1 的 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 的 情况 , 借助 于 第 三 
章 定理 13 试 证 不 变 原理 (定理 8). | 

РАНЕЕ И К] SS A РАНЕНЫ ГАН. 


定理 14 (Doob)， 设 对 每 个 上 取 值 于 R” ae X ={X,,t>0} 具有 独立 增 
量 . 如 果 аз. 过 程 的 轨道 连续 , Mit Y = (У = X: – Xo,t 2 0} Æ Gauss 的 . 这 
AY, ST OSs <t< оо, 有 


E(X; — Х,) = Mi - Ms, D(X, ~ Xs) = Gi — Gs, (42) 
же М: >R” #G:R,-R”™ 是 连续 函数 . 
如 果 在 这 定理 条 件 中 , Хо 是 有 退化 的 分 布 , 则 过 程 本 号 是 Gauss №). 如 果 过 程 
Х 在 区 间 fo, 0) 满足 定理 14 的 条 件 , 则 该 结论 对 过 程 (У, = Xi – Xat [а,8]} 成 
(REBATE X = Xa 对 te [0,b-a] МХ, = Хь Mt 6.) 证 明定 理 14 的 
技巧 是 够 复杂 的 , 一 系列 辅助 性 的 结论 , 具有 独立 的 意义 , 将 放 到 附录 3 P. 
试验 证 ， 应 用 不 变 原 理 (定理 8) НАЗ K sup WO 的 分 布 . 根据 公式 


(III.34), 这 个 分 布 与 随机 变量 W(1)) 的 分 布 相 重 合 . 对 该 性 质 的 另外 一 种 证 明 是 根 
据 随 机 变量 序列 Xni = Xi/Vn,i = 1, п, 构造 随机 折线 5,(.), 这 里 Ху, Хо, .. 
独立 同 分 布 , В. P(X = -1) = P(X, =1) = 1/2. 

11 (与 第 三 章 推论 1 比较 ). 试 证 对 任意 非 负 整数 у, 有 


P (max Sk 2 i) = 2Р(5„ > j) +P(Sn = J), (43) 
这 里 50 = 0,5, = Xi t+ Xe k > 1, 而 X1,X2,… 是 如 前 所 述 的 随机 变量 . 注意 
MRT 2 >0#F 


ДЄ so>] =P ( max 5 > 2) =P ( шах Si 2 Jn) 
~ Th 


#Є [0,1] ОФА O<k< 


х8, 3 是 大 于 或 等 于 zVni 的 最 小 整数 , By, = -[-2/п|, 这 里 [| 是 数 的 整数 部 
分 . 利用 中 心 极限 定理 , 考虑 到 标准 化 和 的 分 布 函数 一 致 收敛 到 标准 正 态 分 布 函数 ， 
得 到 对 任意 的 z > 0, 有 


Р(5, > ја) = P(Sn/ Vn > jn/Vn) > P(E> 2), = (44) 
这 里 ,< ~ N(0,1). 
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一 般 情况 下 , 分 布 函数 的 一 致 收敛 常用 的 性 质 可 表述 如 下 . 

12. 设 En + E, 这 里 Einn > 1, 实 随机 变量 , 且 分 布 函数 Fel) 在 RR 上 连续 
sup |Fe, (x£) — Fe(z)| - 0, п оо. 
ЕК 


为 了 由 关系 式 (43) 和 (44), 得 到 (111.34) 的 结果 ,该 结果 是 关于 Brown 运动 在 
区 间 [0,1] 上 极 大 值 分 布 的 , 还 需要 完成 一 个 简单 的 习题 : 
13. 试 证 , 在 习题 11 前 面 所 引入 的 两 值 随机 变量 Xi oN 和 它们 的 和 S, = 
©- Xite + Хь kl, 有 


max P(S, = Ј) > 0, п - оо. 
j 


现在 ， 转 网 比 (1.34) 更 一 般 的 结果 , 求 出 随机 变量 m = anf WO, M = 
sup W(t) 和 和 W(1) 的 联合 分 布 . 


+Є [0,1] 


设 Хі, Хо, ... 是 独立 同 分 布 随机 变量 , Н Р(Х; = -1) = Р(Х; = 1) = 1/2, So = 
0, Sk = Ху +--+ Хр, k 2 1. Rm, = min Sk, Mn = max Sz. 
Osksgn O<k 


引入 连续 映射 h: С([0, 1]) 一 R3, ИХ 


h(z(-)) = Е ѕир x) =) . 


20,1] 


由 于 定理 2 和 8 有 
A(Sn(-)) = (mn/ Ут, Мут, Sn/ vn) 2 (т, М, W(1)). (45) 


这 里 , S%(t),0 <t < 1 是 具有 节点 (k/n, Sk/VNn),k = 0,… п 的 随机 折线 . 与 前 面 找 
м 的 分 布 更 复杂 些 , 借助 于 (45) 式 的 极限 过 渡 建 立 起 下 面 的 结果 (参见 , 例如 , [2: 
p.113~115], [7; p.18~21]). 


定理 15. tta<0<ba<r<s<bfaE~N(0,1), 有 


Pia<m<M<br<W(1)<S) 


= > P(r + 2k(b-—a) <E<S+2k(b—a)) 


К=—со 


= >. P(2b—S +2k(b-a) <Е < 2b- r + 2k(b—a)). 


k=— 00. 


我 们 介绍 关于 具有 连续 轨道 的 随机 过 程 分 布 的 相对 紧 性 和 弱 收 你 的 一 些 结果 . 
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定理 16 (Prokhorov; 参见 , 例如 , (146; р.259]). HX, Хб) (п > 1) ERE 
于 空间 С(Т,5) 的 随机 元 , RET LER, S 是 Polish 空间 . XO SX 当 且 仅 当 过 
程 X 的 有 限 维 分 布 弱 收敛 于 过 程 X(n 一 оо) HARADA, Fo 


lim lim supE(A(X™), ô) A1) =0, 
040 光一 co 


这 里 A(X, 5) 是 随机 函数 XO 的 连续 模 . 


现在 研究 空间 С(Т;5), 这 里 5 是 距离 空间 , T 是 局 部 紧 豪 斯 多 夫 (Hausdorff) + 
间 , 且 满 足 第 二 可 数 公 理 ( 即 在 空间 中 存在 可 数 基 ). С(Т, 5) 中 赋予 在 紧 集 上 一 致 收 
Sk 4h, 引入 距离 


| оо sup p(T x(t), y(t) 
pe (X,Y) = 2 T+ sup ple), vO) (46) 


这 里 т = (z(t) t € T), у = (y(t), t € T) € C(T,S), 而 TT 可 以 表示 成 


T=|] Kn HK, ERR, А KC Knp, nen. (47) 
nm=1 

14. 试 证 , 在 上 述 的 空间 C(T,S) 中 , X™ 2 Х 当 且 仅 当 在 C(K,S) BX? 2, 
Хк 对 任意 的 紧 集 К СТ; ЖЕ, Ук 意味 着 函数 了 = {Yi,t є T} 压缩 到 函数 
Ук = 1Y; tE К}. 

这 个 结果 , 习题 8 和 定理 8 一 起 导致 下 面 的 结论 . 

15. 设 上 ,cz 是 В" 空间 中 独立 同 分 布 随机 网 量 , A EE = 0,Е|| ||? < оо, 
这 里 , ||. | ИКРЫ. 这 时 , 过 程 


X(™ =n V2 |; Ek + (nt — ны) ‚ t20, ne М, 
Е<тп; 
这 里 , [| 是 数 的 整数 部 分 , 在 空间 С([0, оо), В") 中 当 n 一 co RAAB USF RHE m 
维 Brown 运动 乘 以 一 个 常数 . 
16. 设 XM n>1 是 对 每 个 te Rs 取 值 于 距离 空间 5, 在 R? 上 的 连续 过 程 . 试 
证 , 在 C(R4,S) F, 这 些 过 程 的 分 布 是 胎 紧 的 , 如 果 对 某 个 常数 a, b > 0, 有 


СУ 
Е (охоо, x{”)) < |+ — 3[°+8, зе Ва. 


这 里 , 外 .1 ER! 中 的 某 个 范 数 . 

如 上 所 述 , 研究 在 空间 С(Т,5) 上 的 弱 收 敛 , 同样 也 可 以 研究 在 Skorokhod 空间 
Р([0, 1]%) 和 D((0,0o)*),q > 1 755 Асек. 这 些 空间 是 由 定义 在 [0,1]? 和 (0, оо) 上 
实 值 的 函数 , 且 在 每 一 点 是 从 上 连续 , 从 下 (t 关 0) 极限 存在 (函数 f 在 g 维 点 t= 
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(tista) 从 上 极限 , 意味 着 , 当 s> t, IARI s At, IRE s > hk = 1, q, 
取 极 限 . 类 似 地 定义 从 下 极限 ). 如 果 该 空间 赋予 特殊 的 距离 , 则 可 以 构成 Polish 4 
间 , 其 上 还 可 以 定义 类 似 的 连续 模 . 

IESE PR Bee IB ЯН К, Skorokhod 空间 具有 以 下 的 优势 . 在 这 个 空间 中 接近 不 
仅 意 味 着 函数 在 它 的 取 值 上 得 到 “小 的 修改 ”, 而 且 可 以 在 时 间 变 量 上 上 也 得 到 “小 
的 修改 ”( 例 如 , 函数 felt) = Ц, о) 和 fy(t) = luo (t), 5 r у ЕЧ, 在 空间 С 
上 不 接近 , 然而 在 空间 D 上 是 接近 的 ) 

与 此 方面 有 关 的 问题 , 可 以 参见 [2] 和 [26]. 

与 上 述 有 关 的 , 研究 下 面 的 粒子 随机 游 动 模型 . у ү)... 是 独立 同 分 布 
随机 变量 , H 


py = —а) = Р(үх® = а\ = 1/2, ар 0. 


BEY) OY... 是 具有 参数 为 入 > 0 的 指数 分 布 的 独立 随机 变量 ， 且 对 所 有 的 
a, 入 随机 变量 序列 {YO} 和 (6) 是 独立 的 . 假设 在 时 刻 7) = =- k=1,2,. 


粒子 的 位 置 变换 在 a 或 —a (在 时 刻 上 = 0 时 , 粒子 在 0 Ab). 准确 地 说 在 时 刻 тА) 粒 
子 的 位 置 坐标 等 于 у YO, САНАЕВ A,A) Е, 这 样 , 粒子 位 置 在 
时 刻 t 被 描述 为 随机 过 程 х0 = E ¥Y{% > 0,38, Mt) = паж, r <t} 


ИЗО 
( № (0) =0, ХА = 0). 根据 第 二 章 定理 2, 过 程 N = {M(t), t > 0} 是 Poisson 
17. HRSA а 一 0 和 入 一 co 时 , H aA = о? > 0, Ш XO) 的 有 限 维 分 
MAA ( 即 参 加 量 a 是 逐渐 的 减 小 而 强度 А 逐渐 的 增加 ). 在 空间 D((0,00)) 上 过 程 
XAN ERAK? 


注 3， 在 本 章 中 , 所 述 的 极限 定理 的 证 明 方 法 是 基于 胎 紧 和 有 限 维 分 布 收敛 的 
思想 . 这 种 方法 能 “很 好 的 实施 ”只 是 当 极 限 过 程 是 相对 简单 的 时 候 (例如 , 独立 增 
量 过 程 ). 在 那些 极限 过 程 是 比较 复杂 的 时 候 (例如 , 扩散 过 程 , 马 氏 过 程 , BR, ЗЕ), 
更 方便 的 是 利用 款 方 法 (BM, 例如 , [26]), 或 者 是 借助 于 马 氏 半 群 工具 的 方法 (参见 ， 
例如 , [91]). 


关于 过 程 分 布 的 弱 收 敛 的 Donsker — Prokhorov 不 变 原 理 以 外 , 在 随机 过 程 起 着 
重要 作用 的 是 强 不 变 原 理 , 它 是 研究 不 是 过 程 分 布 的 邻近 性 , 而 它 的 轨道 的 邻近 性 . 
充 给 定 取 值 于 В (或 者 是 R”, ESTHET Banach 空间 ) 独立 (或 者 是 某 种 
形式 “ 弱 相 关 ” 的 ) 随机 变量 序列 和 和, …: 这 时 , 可 以 转化 为 新 的 随机 变量 序列 
,72,"… ,一般 来 说 , 是 定义 在 另外 的 带 有 某 个 Brown 运动 W = {W(t),t > 0} 的 概 
KEE, 使 得 满足 下 和 面 两 个 性 质 : Law(&1,&2,…) = Lawm, о, =) 和 当 t 一 со 时 
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as. 有 
Ут — W(t) = О(А(#)), (48) 


k<t 
这 里 , h 是 某 个 非 随机 正 函数 , 关系 式 (48) 意味 着 , 对 a.s. w E 9 存在 Cw) > 0, 使 
得 对 上 > to(w,C(w)), 有 








>》 — (0) < OWRD 
kt 
代替 (48) 式 还 可 以 研究 关系 式 
Моо Rf as. A У т – We = о0(9(0)), = (49) 


К< 


这 意味 着 , 4t— со 时 有 р ne — W(t) / s(t) 0 a.s.w E Q, ЖЕ g 是 非 随机 


函数 . 
现在 介绍 一 个 与 这 方面 问题 有 关 的 结果 ， 


定理 17 (斯 特 拉 森 (Strassen), [188]). 1 &1,&2,.- 是 独立 同 分 布 随机 变量 ， 
且 E&1 =0 № Её = 1. 这 时 , ЖА <, (49) 成 立 , В 





g(t) = (tInint)*/?, t>e. 


在 [188] 中 给 出 这 个 定理 的 证 明 是 基于 Skorokhod 表示 (参见 , (П.78)). 得 到 
(48) 式 类 型 估计 更 有 力 的 其 他 方法 , 称 作 “Wiener 方法 ”, ЕТЕР ЯТ (Komlos), 
马 哲 尔 (Major), Т8 (Тиѕһпаду) 的 [152] 中 找到 

注意 , 除了 利用 和 > п. ЕЗЯ Wiener 过 程 , 如 ((48) 式 和 (49 式 )), 还 有 借助 于 


构造 Gauss 障 机 变量 序列 的 特别 形式 来 表 近 [122]. 

由 概率 论 教 程 可 知 , 甚至 于 对 实 随机 变量 来 说 , 在 研究 渐 近 问题 时 , 正确 选择 什 
么 样 的 收敛 的 形式 是 非常 重要 的 . 正如 ， 根据 中 心 极限 定理 对 独立 同 分 布 的 随机 变 
@X,,k>1, 且 具 有 中 值 为 0, FHAILN, A nl? Ух, х, № п 3 оо 时 ,这 


里 X ~ М0, 1). 同时 , 不 难 相信 , 不 存在 随机 变量 Y, 使 得 п 1 È Xk — Y. (而 


意味 着 , 所 研究 的 标准 化 和 的 极限 , 既 对 a.s., 也 对 依 概 率 来 说 是 无 意义 的 ) 与 此 相 
关 的 是 讨论 , 在 可 测 空 间 (5, 27) 上 一 些 形 式 概率 测度 的 收 伊 性 . 

这 里 的 基本 思想 是 : 对 函数 太保 证 在 这 些 或 者 其 他 函数 类 上 可 积 沁 图 (У, Qn) 
Al (f,Q) 之 间 定义 其 接近 性 . 

设 S 是 Polish 空间 . 设 B(S,R) 是 空间 由 所 有 有 界 ABR- Wwe S: 
с R, НИРУН ||. lo. 设 多 = PS) 是 ($, 9) 上 概率 测度 所 组 成 的 空间 . 利用 
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公式 
IP — 9] = sup{|(f,P) = (f,Q)|: f € В(5, R), |1 < 1} 

根据 变 差 定义 测度 P 和 О є A(S) СН ||. |. 

18. 试验 证 , V(P, Q) = ||P – Q| 是 在 多 (S) 上 的 距离 , 它 的 距离 是 在 GS) 上 一 
致 收敛 拓扑 , 且 定 义 邻 域 系 , U(Q,6) = {P € 多 :v(Q,P) < ô}, ZE, Qe F550, 
(关于 拓扑 空间 可 参见 [35; 第 2 章 , 55]). 

19. TRUE, 对 根据 变 差 定义 的 距离 有 如 下 的 公式 : Р - Ql| = 2 sup IP(A) — Q(A)]. 

20. KWE P,Q є 2, AP 和 Q 相对 于 某 个 测度 ле 多 是 绝对 连续 的 (那样 
的 “控制 ”测度 是 存在 的 , 例如 只 要 取 入 = (Р+0)/2). Я р =dP/dd Ж а = аб /ал 
表示 测度 P 和 Q 对 测度 А 的 拉 东 (Radon)- 尼 科 迪 姆 (Nikodym) 导数 ， 试 证 . 
IP — 9] = lp 一 giliioy, 这 里 L(A) = 2105,07, А). 试验 证 , v(P,Q) < 2, 且 等 号 成 立 
MH P 1 Q (测度 相互 奇异 , 即 存在 集合 АЕ м, 使 得 P(A) = 1, 而 QA) = 0). 

21. 试 证 , (P(S) r) 是 完全 ( 备 ) 距离 空间 , WR S RTA, 则 该 空间 不 是 可 分 
的 . 试问 如 果 S 是 有 限 或 可 数 时 , 空间 (P(S),v) 的 可 分 性 又 是 如 何 ? 

利用 变 差 定 义 的 距离 可 以 给 出 下 列 的 关于 二 项 分 布 概率 逼近 的 Poisson 定理 


k= 


=} 
рк, P(Xk = 0) = 1 — рь,0 < pk < lik =1, n. RY Аъ А = р +... фр 
的 Poisson 随机 变量 . 这 时 , 对 任意 的 Be A(R), 有 


IP(Sn Е B)—P(Y € B)| < Ур. 
k=1 

这 个 定理 的 证 明 可 以 在 , 例如 , (192; р.39] 或 [85; 第 1 ж, р.87,479], 中 找到 , 并 
给 出 了 准确 的 估计 . 

在 附录 中 , 经 常用 到 下 面 的 定理 . 

定理 19 ( 谢 费 (Scheffe); 参见 , 例如 , [2 : p.306])， 设 Qn,n €e NU{oo} 是 在 
可 测 空 间 上 (5,07) 的 测度 , 使 得 , 对 在 (S.A) LER o- 有限 测度 入 有 Qn «А. 
设 as. 有 (RAE A) dQ,/dA 一 dQ.o/drA. 这 时 , REŽ Qn MAF Qo. 


与 用 变 差 定义 的 距离 相关 的 是 角 谷 静 夫 (Какшапі)– 2 Жж (Hellinger) -距离 ， 
考虑 到 在 习题 20 中 的 表示 , 定义 为 : 


xo- (1 f-o)" 


22. 试验 证 , d(P,Q) 是 P(S) 上 的 距离 , 它 不 依赖 于 测度 КК. 
d (P,Q) =1- H(1/2; P,Q), 
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这 里 , 对 a (0,1), Helliger 积分 由 下 面 公 式 定 义 Ha; Р, 9) = (р°а!-“, 9). 
对 利用 距离 d(P,Q) 和 Helliger 积分 的 各 种 各 样 的 应 用 , 可 参见 , 例如 , [85; 第 1 
卷 , 第 ПІ 章 , 59,10]. 


定理 20 (Strassen). Ж P,Q € AS), 这 里 S 是 Polish 空间 . 这 时 , 对 Levy – 
Prokhorov #59 TAHER: 


т(Р, 9) = {=> 0: P(F) < Q(F*) +e, 对 所 有 闭 集 FC S}. (50) 


23. 研究 在 Polish 空间 $ 上 实 有 界 Lipschitz 函数 组 成 的 Banach 空间 BL, I 
PAX fler = 1.1 + L(f), 参见 (41) 式 . WUE, 函数 


[P — Qlipx =supil(f,P)— (F, Q) : Ле BL, |Л|вь < 1} 


是 PA(S) EW SES, БЕЛОЕ S OF В ШУ, 对 任意 的 P,Q є A(S) 有 不 等 
st 
IP — |в < 27(Р, 9), Млт(Р,@)) < ||P — Ч], 


这 里 , A(t) = 2t?/(t + 2),t > 0. 


定理 21 (Strassen, 参见 , 例如 , (27; р.59]). # (5,0) Æ Polish 空间 . Levy - 
Prokhorov 距离 7 是 对 科 范 (Ki Fan) x 距离 ( 依 概 率 收 化 的 距离 化 ) 类 的 最 小 距离 ， 

BP 
=(P, Q) = inf{x(X,Y)} (51) 


这 里 ， 下 确 界 取 自 所 有 的 随机 变量 对 (Х,У) (每 个 对 是 给 定 在 自己 的 概率 空间 
(Q, ¥,P)) Е, 使 得 Law(X) = P,Law(Y) = Q, А. 


x( X,Y) = inf{e > 0: Р(р(Х,У) > =) < є). 


关系 式 (51) ETAS (coupling) 方法 的 思想 ( 换 句 话说, 是 “联结 ”的 方法 ) 
对 距离 r(P,Q) 的 估计 , 该 距离 是 选取 一 对 (X,Y) 具有 给 定 的 边缘 分 布 的 随机 元 , 使 
得 X FLY 依 概率 在 距离 р 下 最 近 . 关于 一 般 耦 合 - 方法 的 理论 及 其 各 种 各 样 的 应 
用 可 以 参见 小 册子 [159, 190]. 

在 独立 随机 变量 和 的 中 心 极限 定理 中 采用 不 同 的 距离 , 以 及 随机 模型 的 稳定 性 
fii ds FY] BS WN AF [27, 175]. 

值得 注意 的 是 , ЛЕ ER Le ee SE AY. 例如 , 在 一 个 
很 宽 的 条 件 下 , 用 这 种 办 法 在 Donsker - Prokhorov 不 变 原 理 中 得 到 了 对 We oN To FE AY) 
精确 估计 . | 

ЕВЕ, Хз = 1,… mnan > 1) 是 非 退 化 随机 变量 序列 ， 且 在 每 一 行 系列 
中 都 是 独立 的 有 EXni = 0,E|Xnisj| < оо, WHER s > 2， 将 认为 Xni 是 标 
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HELIN, У 02, = 1, Ж 02, = ОХ, а. BH Lng = У ЕХ, |. АЕМ 
i=l t= 1 
a He 4% * (Lyapunov) 分 数 (如 果 没 有 标准 化 条 件 , WEE 1, = У ЕХ, - 
?一 上 


Mn 3/2 
ЕХ, is/ | Э oža) ) 很 容易 看 出 , Lyapunov 条 件 当 > o 时 有 Ln, > 0, 可 以 
导出 Lindeberg 条 件 (18). 注意 , Lindeberg 条 件 不 仅 是 满足 中 心 极限 定理 (参见 , 附 
录 3) 是 充分 的 , 如 果 和 的 各 项 Xn: 满足 (22) R, 它 也 是 必要 的 . 利用 “无 穷 小 条 
件 ”( 参 见 , [50, р.102]): 对 每 个 <> 0 A, Чи о 时 有 
max P(|X,;| 2 =) ~ 0. (52) 


1515 ти 
没有 假设 (52) 式 , 关于 中 心 极限 定理 的 充 要 条 件 , 可 以 参见 [27, 85]. 


定理 22 ( 博 罗 夫 科 夫 (Borovkov))， 设 序列 独立 中 心 化 随机 变量 Xni,i = 
1,… Mn, nr 21, WHF 5 € (2,3|, 有 


Е Хь < 00,1 = 1,:.- ть, п 2 1. 
同时 , ОХ = ln > 1. 这 时 , 在 定理 8 中 所 述 随机 折线 5,0) 有 如 下 的 估计 
1=1 
т(Р,, W) < chins (53) 


这 里 下 是 随机 折线 S,(-) 的 分 布 ,WW 是 在 С([0, Ц) 中 的 Wiener 测度 , c 是 某 个 乘积 
因子 , 不 依赖 于 n. 


这 个 结果 的 详细 证 明 以 及 参考 文献 和 必要 的 补充 知识 可 以 在 [7] 中 找到 (那里 
Araka 给 出 了 例子 ， 说 明了 估计 去 (53) AAA 2] UE BAY A ASE AT с). XT 5 = 3 
在 [4] 中 给 出 了 证 明 . 

作为 这 一 市 的 结尾 , 我 们 将 涉及 随机 测度 的 问题 . 

设 S 是 具有 第 二 可 数 公理 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 , M(S) 是 在 Borel o— 代数 
BS) 上 局 部 有 限 测度 и = nu(:) 空间 ( 即 空 间 是 由 测度 所 组 成 , 这 些 测度 是 在 空间 $ 
中 有 界 集 上 是 有 限 的 ), 赋予 那 样 的 拓扑 , 使 得 


met pr (Ри) = | ған 


Xt ATA SE ААНАЙ fe Ch, 是 连续 映射 . 
24. 试 证 , M(S) 是 Polish 空间 . 注意 如 果 所, fo,… 是 在 CE 中 的 稠密 集 , 则 函 
数 
plm v) = > 2 ({Льь и) — (ferv)[A1), mv € M(S), 
k 
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距离 化 引入 的 拓扑 . 这 样 , 在 BUM (S)) 上 可 以 看 作 由 映射 re, ГЕ CE 所 产生 的 (Вр 
是 相对 于 它 , 所 有 这 些 映射 是 可 测 的 , 所 产生 的 最 小 c- 代数 ), 也 可 以 看 作 由 映 喘 
лв: и > M(B)  ВЕЗ,, HH u e М(5),5, = {B € M : uB) = 0}, M M EF 
间 5 中 有 界 子 集 的 全 体 所 产生 的 . 


定义 9， 设 在 给 定 的 概率 空间 (О.Р) 上 引入 上 面 所 述 的 局 部 有 限 测度 空间 
M(S). ¥|A(M(S))— в и: OQ 一 M(S) 称 作 随机 测度 . (随机 ) 点 过 程 被 定义 
为 随机 测度 只 是 取 值 于 子 集 N(S) с M(S) (由 相对 于 引入 的 拓扑 是 闭 的 ), CHAR 
值 是 整数 的 随机 测度 所 组 成 . 


25. ц, ш, шо, 是 在 具有 第 二 可 数 公 理 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 5 上 的 随 
机 测度 . UE, 下 面 三 个 条 件 是 等 价 的 : 

1. м поо NAT un A р, | 

2. 对 所 有 的 fe Ck, 有 (иа) > (и) (п — оо), 


3. 对 By, B2,- ,Br Е Spk Е N, 有 (Un(B1) t, Hn(Bk)) ”, (uU(Bi) e, 
и(Вь)) 这 里 5, = {B € M : (ðB) = 0 a.s.}. 

FoF Ml FE SS CA BEL AL RY ARRE A SA Е CEE: 
12, 65, 71, 97, 98, 105, 109, 117, 168, 172, 193]. 


1 Se 


att 


VE 
К АЈ 


AWE. 离散 与 连续 时 间 


内 容 摘要 : 蕊 尔 可 夫 (Markov) 过 程 ( 马 氏 过 程 、 马 程 ) 的 等 价 定义 . 取 值 于 R? 独立 
增 量 过 程 的 马 氏 性 . 例子 . Markov 链 (В АЖ, Ва) 通过 初始 分 布 及 转移 概率 构造 
Markov 链 . 作为 Markov 链 的 泊 松 (Poisson) 过 程 ，Markov 过 程 的 转移 函数 . 寻求 
а —# Brown 14394) 4543 Hak. Markov 过 程 的 有 限 维 分 布 , 它们 通过 初始 分 布 及 转移 
概率 的 表示 . 时 齐 Markov 过 程 (时 齐 马 反 过 程 、 时 齐 马 程 , 齐 次 马 程 )， 时 齐 Markov 
链 的 遍历 性 定理 . 一 些 推 论 . 不 变 测度 . MIE (РО) ьо MKF DEE О. 柯 尔 莫 
Kis A (Kolmogorov) 向 后 、 向 前 微分 方程 组 ,作为 Q НЕНИЯ. 
埃 尔 郎 (Erlang) AR. 诱导 出 这 些 公式 的 群众 服务 系统 的 模型 . 


81. 作为 所 有 发 展 起 来 的 “ 马 氏 过 程 ” 理 论 基 础 是 Markov 的 卓越 思想 , 它 是 
找 出 一 类 随机 过 程 , 它 随时 间 的 演化 可 以 描述 成 如 下 的 形式 : ВМ t 以 后 的 过 程 的 行 
为 并 不 由 以 前 的 所 有 时 间 所 决定 , 而 仅仅 是 依赖 于 过 程 在 时 刻 + КИН. 这 恰好 与 描 
Ж “儿子 ”在 经 典 物理 中 的 运动 很 相似 , 时 刻 t 以 后 行为 , 只 是 由 它 现 在 的 位 置 (АК 
标 ) 和 在 时 刻 上 的 速度 所 决定 . 如 果 时 间 是 离散 的 (t = 0,1,2,...), 则 所 述 的 特点 就 
更 加 明显 : 被 研究 对 象 状 态 是 一 步 一 步 的 改变 , 组 成 一 个 序列 , 这 里 每 一 步 都 只 由 前 
一 步 状态 所 决定 . 也 正 因为 如 此 才 产 生 了 马 氏 链 的 概念 , 它 是 后 来 所 进行 各 式 各 样 
推广 的 一 个 基础 . 


己 氏 性 的 概念 有 一 系列 的 等 价 定义 , 其 中 一 些 推广 将 在 补充 与 习题 中 . 


本 章 各 处 作为 规定 , 都 假设 X = {X,t ЕТ} 是 定义 在 某 个 滤 化 的 (完全 的 ) Я 
率 空间 F, (Aher, P Е ( 即 是 扩充 了 概率 为 0 事件 类 的 滤 基 ) 的 随机 过 程 , Н. 
对 每 个 te 了 TCR 取 值 于 可 测 空 间 (5,, Z). 


第 六 章 “马尔 可 夫 过 程 ， 离散 与 连续 时 间 . 161. 


定义 1， 过 程 X 相对 于 滤 基 (Arter 是 适应 的 , 称 作 马 氏 的 (天 于 这 个 滤 基 和 
测度 P), 如 果 对 每 个 зе T 和 任意 的 事件 С E 多 >、 = cfXu 之 s,u E€ T} 几乎 处 处 
有 

P(C| Fs) — Р(СХ.). (1} 


注意 , PALZ) = Е(14|2/), Р(А|у) = E(lalo{n}), KB Ac F,o- RR 2 с 
Fon 是 概率 空间 (Q, F,P) 上 的 随机 元 . 

如 果 , ХЕ ЕЕ, 该 过 程 X 相对 于 它 是 适应 的 , 满足 关系 式 (1), 则 显然 相对 
于 自然 o 一 代数 族 ЕХ = (FX) cer, 这 里 FS = of{Xy,u< 8, ЄТ}, ѕ ЄТ, ЖЖ 
(1) 也 成 立 . 集合 来 自 o- 代数 2х 和 FZ, 相应 的 直观 含义 是 事件 是 由 过 程 X 的 
“过 去 ”和 “将 来 ”所 产生 的 (相对 于 固定 了 “现在 ”时 刻 s). 一 般 地 说 “X 是 马 氏 过 
程 ”, 作为 规定 , 就 意味 着 是 相对 于 目 然 o 一 代数 流 说 的 . 

在 阅读 本 章 之 前 , 最 好 是 熟悉 一 下 在 [85] 中 的 第 八 章 , 那里 研究 了 具有 离散 时 
fa) (T = Z,) 和 离散 状态 空间 的 马 氏 链 . 并 对 这 样 的 链 的 状态 进行 了 分 类 , 因此 , 在 
本 书 中 将 不 再 详细 介绍 这 些 结果 . 但 是 熟悉 这 些 结果 , 对 掌握 下 面 的 内 容 并 不 是 完全 
必要 的 . 

在 初学 第 六 章 的 时 候 , 应 该 掌握 在 82~85 中 马 氏 过 程 的 各 种 不 同 定义 (不 要 求 
掌握 这 些 定义 的 等 价 性 证 明 )， 要 对 86 中 的 例子 给 予 一 定 的 重视 , 随后 要 特别 关注 
s7~§9 中 的 离散 和 连续 时 间 马 氏 链 的 内 容 . 对 于 应 用 有 着 重要 意义 的 是 在 813 中 的 
遍历 性 定理 (为 理解 它 , 需要 知道 812 中 给 出 的 时 齐 马 氏 链 的 定义 ), 还 有 它 的 一 些 
简单 推论 (514). 此 外 , 希望 关注 Kolmogorov 的 癌 前 、 回 后 方程 组 (817), 即使 是 对 
有 限 状 态 空 间 (参见 518). 


$2. 首先 注意 , 由 独立 实 随 机 变量 Xi, 其 中 te Т 所 组 成 的 任意 过 程 X ES 
氏 过 程 (由 55 中 所 证 的 定理 2 立刻 可 得 到 ). 此 外 , 条 件 (1) EARE RE 
X, 最 好 弄 清 楚 在 这 两 个 定义 之 间 有 什么 共同 点 和 区 别 . 下 面 为 了 构造 例子 , RANE 
需要 一 些 辅助 性 结果 . 

引 理 1。 随机 过 程 X ВАМ HARSHA SCT 和 任意 Fy,|A(R)- A 
STM BRE QOR, 有 


E(F|¥,) = Е(Е|Х,) as. (2) 


Ш. 显然 , 当 Fo = 1c,C € Fs, IN, (1) АЛ (2) 式 的 特殊 情况 . 现 证 由 (1) 式 
导出 (2) st. 利用 条 件数 学 期 望 的 线性 性 ”, 对 “简单 函数 ” РР = > oilo, 这 
里 ol ЕВ, С, Є.Ф, = 1,.… ,g 可 得 (2) 式 成 立 . р 


H E(aé + ECIS) = aE (E|.o”) + BEIS), a.s. о, В Е RA o— 1 ос 2, WR ЕЕ < 00, Ele] < 


OO. 
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由 关系 式 (1.4) 得 到 , 任意 的 有 界 o— 可 测 函 数 h :9 一 展 WSN A A > 0 
22 一 1 
有 sup|h(w) < H) 是 gs- НИ НА hn = У тър, 的 一 致 收敛 的 极 


BR, 这 里 [rne] < H, Dn € Z, k = —2” n], 而 集合 Рик 对 每 个 neN 构成 
о WS. 于 是 有 sup hn (Ww) <Н mo 
wE 


sup |An(w) — h(w)| < 27°, (3) 
wEQ 


因此 , 对 任意 的 o 一 代数 HCFA 


Ehn 3) — EAI) < E(\hn — All?) < 2-", пем. 


设 A = Foy, Р = 多 ,然后 H = of{ Xs}, 可 以 看 出 (1) 式 推出 (2) А. ЕЯ, OR 
Со з Саз. ЖС, >Cas., ЖЖ С, = G as. (cecN) 则 考虑 到 概率 空间 是 完全 的 ， 
于 是 有 C=Ca.s. . 0 


对 前 面 引入 的 过 程 X = {Xt € T) MRE U cT 定义 随机 变量 全 体 GV), 
它们 的 元 素 是 有 限 个 , 形 如 П Ёь.(Х..) 函数 的 线性 组 合 , 这 里 for: 5, > В 是 有 
FRAY WI RA (变化 的 是 m, A sp E U 和 函数 fa) k= 1,---,m. 用 Gy(U) 表示 
随机 变量 上 e GU), 且 |4 < Has. 的 全 体 , 这 里 , НУЖНО, 集合 CT. ў 
ox(U) =o{X,,tEeU},U CT. 


引 理 2. 设 实 随机 变量 h 是 ox(U) 一 可 测 的 (U СТ), AARP HR A > 0, 
有 |h| < Has. Е, А 可 以 作为 gg(U) 中 随机 变量 序列 的 a.s， 极 限 和 在 空间 
L1(Q, F, P) ЖЖ. 


证 ， 设 of 二 oft CU), 如 同 在 引 理 1 证 明 中 所 取 的 函数 h = У тад 


k=—2" 


lp, ,, 对 它 来 说 (3) ARZ. 注意 , of = off}, 这 里 代数 .多 是 由 形 如 工 = {о : 
(Хз, ” Xs) Є С} 的 集合 所 组 成 ， 这 里 


C= LJ (Слух +++ X Cmi), | (4) 


81, **- ;Sm Е U, Ciy є Ba, HORAN ЕК” ЖАН i = 1,+--,m,j = 1,0,9, 
т, а EN. | 

对 每 个 。 > 0 和 任意 的 DEJ, р Ea 3, 可 以 选取 Г. Е L 使 得 
P(DAL,) < є. 因此 , 对 每 个 n> 1 和 所 有 的 上 = 一 , 27 一 1 PHERI En € (0,1) 


可 以 找到 集合 Ln,k EL, 使 得 P Р( Рик АГ, k) < sn2 r, 设 hn S Pak one 


ke — 2” 
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这 时 (所 有 |е < H) 有 
_ 2 -l 
Ellin —Pnl< У Е, — Le. 
к= —2” 
27 一 ! 


= >》 |. КРОЛ к) < Hen. (5) 
k=—2” 


转化 为 不 交 的 集合 Ln, 2n — La 2-7, 


k—1 
Lng — Lak \ |] Lr, j, 对 k = 一 2 十 1,.-. ,2 — 1. 
g=—-2” 
2 ”一 | 


Be hn — > Tn кіт pyn Е №. 这 有 时， 对 所 有 的 пе М 有 hn] < H. 除 此 之 外 ， 


k=—2" 
Elhn — hn| < 4Hen27,n EN. 因此 , 对 每 个 п, 有 


Elh — hn) < Elh — hal + ElRn — hnl) + Elan — hn) < 27" + He, (1 2"). 


选取 =, 使 得 当 п 一 со 时 有 en2” 一 0. 这 时 , 在 空间 L, F, P) 中 当 n © 时 有 
hn >h. 
如 果 序 列 收敛 , 则 它 依 概率 收敛 , 这 意味 着 , 存在 子 序列 (例如 (hy, }) as. 收敛 


注意 , 对 前 面 所 引入 的 集合 De 7, 那里 С 由 (4) RAM, 有 
q 
17, (w) — У; lc; (Xs, (ш)) aa lo,,, (Xem (ш)). (6) 
j=l 


这 样 , E hn, 是 对 应 着 a.s. 收敛 子 序列 {ni}, 而 极限 不 变 . 这 就 是 所 求 的 ， 口 


$3. 前 面 假设 过 程 X = {Xi,t e Т} MHP t e T 取 值 于 任意 的 可 测 空 间 
(5+, A). 现在 给 出 对 取 值 于 Borel 空间 过 程 的 马 氏 性 准则 . 

EH 1. 设 (Sit, Zer 是 Borel FMR. MEX 是 马 氏 的 当 且 仅 当 对 每 
Ms <t(s,teT) 和 任意 有 界 弘一 TAAA f: SRA 


E(f(Xt)| Fs) = ECP (Xe) Хо). (7) 
最 后 的 关系 式 等 价 于 , 对 所 有 BERB 有 
Р(Х, Є В|.) — Р(Х; Є ВХ.). (8) 


ШЕ. 显然 由 (2) 式 可 以 导出 (7) А. 设 满足 (Т) 式 . 首先 验证 , (2) 式 对 如 下 形 
式 的 函数 Р 成 立 ， 


F = [[ AX), (9) 


1—1 
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这 里 BWER n> 1s <t <- <t ЖИ ti c T) 和 任意 有 界 2,- WHR 
数 fi : Sy, RG =1, ,n). 对 此 利用 数学 归纳 法 . Wn > 2 (公式 (7) 对 于 n= 1). 
根据 条 件数 学 期 望 和 关系 式 (7) 得 到 


E(F'| Fs) = E(E( | Ft, 1) Fs) 
= E(f (Xan) e fa- Kta) Eln (Xin) Ftna) Fs) 
= E(fi(Xe,) +++ fr-1( Xe, En (Xin Xin) Fs) 
= Е(А(Х,,) fo—1(Xt,_1)|Fs); 


这 里 Р(Х, i) = fa- (Xe En (Xe, ИХ, 小 现在 我 们 利用 测度 论 中 的 一 个 结 
Жж: 如 果 ¢ 是 实 随机 变量 , Н Еј < оо, 7 是 取 值 于 Borel 空间 ($, 28) 的 随机 元 , 则 


E(éln) = y(n), (10) 


这 里 , 函数 op : SOR, 是 B— 可 测 的 (请 证 明 , 或 参见 , [85; 第 一 卷 , p.219], 在 那里 n 
是 实 随机 变量 ), 除 此 之 外 , 考虑 到 如 果 E < Н 则 |E(Eln)| < A. 注意 , 这 里 的 等 式 
或 不 等 式 都 是 指 以 概率 1 Е. 

类 似 的 , 因为 rc{X。y C Fen W 


E(F|X,) = E(fi(Xe,) >. fa—1(Xt,_;)|Xs). 


于 是 对 (9) 式 形式 的 函数 玉 可 得 关系 式 (2), 进一步 来 说 , 对 它 的 线性 组 合 也 对 . 
在 引 理 2 中 取 和 集合 О = [3, оо) ПТ, В ox(U) = Fo, ЖАЛА =F є 
F> (В) 得 到 . 


EIE(F|Z,) — E(hn|Fs)| < Е(Е|Е ~ №, |.2,) = Е Е — hal, 
EJE(F|X,) — E(hn|Xs)| < ЕЕ — hal, 


这 里 , hn € Чн(И), пем |F| < Н. 因此 , 存在 子 序列 {пк}, 使 得 当 k оо 时 有 
E(hn,|-%e) 一 Е(Е|.2,) а.з. М E(h,,, |Х.) 一 Е(Е|Х,) as. 根据 已 证 (对 形 如 (9) R 
的 函数 F), 对 所 有 的 me N 有 Е, |.) = Е.Х, as. 从 而 在 一 般 情况 下 (2) 式 
成 立 . 

(7) 式 和 (8) 式 的 等 价 性 的 验证 完全 类 似 引 理 1 AUER. =O 


+1. 如果 参数 集合 了 = Z (= {0,1,...}), 则 在 定理 1 的 条 件 (7) 和 (8) 中 只 
WR t= s+1,seZ. 


$4. 已 证 的 定理 1, VRA SRE Maw Г 1 РАЈ. F 
面 对 参 数 集 TCR , 一般 来 说 , 并 不 作 离 散 的 要 求 . 
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Fiher SARS : 


Е ХИ < оо Я Е(ХИХ,) = Xs, Ws < t(s,t ET). (11) 


Е. Мир f(x) =r lcn ,代入 到 关系 式 (7), 然后 让 mn o = 


取 极 限 (参见 , [85; 第 2 #8, р.299]). TEARI ARMAR. O 


_ 35. 再 给 出 一 个 验证 过 程 ( 取 值 于 Borel 空间 ) 相对 于 自然 o— 代数 的 马 氏 性 
的 方便 公式 . 


定理 2. HEX = {Xi,t eT}, 对 每 个 te 了 RAT Borel 空间 (S:,4:) HS 
氏 性 等 价 于 下 面 性 质 : 对 任意 的 m >21 和 所 有 的 sl1 <. < sm <s St (s,t 和 所 有 
的 з ЄТ), 对 任意 有 界 B TMA SA 


E(f(Xt)|Xery Хә, Xs) = ECP (Xt) Xo). (12) 
最 后 的 关系 式 等 价 于 对 任意 的 集合 BEB, 有 
Р(Х, Е В|Х,,,::·,Х,,,, Х,) = P(X: € BIX,). (13) 
Е. 设 满足 性 质 (7). 这 时 
ЕАС) ХХ, Xs) = E(E(f (Xe) Fs ХХ. Xs) 
= Е(Е(А(Х,Х, Хи, ,Ks Xs) = ECS (ХХ), 


即 有 性 质 (12). 
设 (12) 式 成 立 . 随机 变量 E(f(X,)|X,) 是 {X} 可 测 , 从 而 , FX- 可 测 . A 
№, 为 了 证 明 (7) 式 只 需 证 , 对 任意 的 4 e FA, 9 


E14E(f(Xt)|Xs) = Ela f(X). (14) 


根据 (12) R, 对 包含 在 代数 ( 它 生成 o- 代数 FX) 中 事件 А, 最 后 的 等 式 成 立 , 其 
中 集合 A= {(Xs，… ,Xs,,,Xs) Е Ch, 这 里 


Сє 2, D QBs, ©, 81L Ll SsmIS, mel. 


该 代数 是 个 + 系 而 所 有 满足 关系 式 (14) 的 集合 4 全 体 , BAAR A- K. BU, 
根据 单调 类 定理 (第 一 章 定理 1) 结论 得 证 . 
类 似 引 理 1 的 证 明 , 可 以 得 到 (12) 式 和 (13) 式 的 等 价 性 ， 口 


$6. 例子 . 独立 增 量 过 程 在 取 值 于 空间 Rs 的 马 攻 过 程 类 当中 起 着 一 种 特殊 作 
用 (形式 相对 简单 ). 独立 增 量 保证 了 这 些 过 程 的 马 氏 性 ， 
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定理 3. АХ = {Xi,t eT} 是 取 值 于 空间 Rd(d > 1) 的 独立 增 量 过 程 , 这 时 ， 
X 是 马 氏 过 程 (相对 于 自然 o 一 代数 ). 
证 .由 于 是 随机 疝 量 的 非 退 化 线性 变换 , 所 以 
о{Х,,, oo" Xs, ’ Xi} — о\Х,;, Хз, _ X si; 17 Xt E Xsm 上 


不 难 验 证 (例如 , 利用 引 理 2), 如 果 & AC 是 分 别 取 值 于 В" 和 R 的 独立 随机 同 量 ， 
П о: RE xR 一 尽 是 有 界 Borel 函数 ( 即 AOR +) | AF(R)— 可 测 映 射 ), 则 


E(g(€, ©)|< = y) =Eg(é,y), yeR (15) 


(p(y) = Evig = у) ЖМЕМ E(v|¢) 可 以 取 (<), 参见 (10)). 
注意 , 对 0 < s1 < --- < sm <t<u(T PA) 和 有 界 AR)AR)— АГЕ 


Df A 
обн). 


这 里 Çı = Xs: 62 = X so =X s1; “ ‚Ст — X gin — X sma Cm+1 — Xt—X sm = Xy— Xt. 
因此 , 对 所 有 的 yi, ,ym+1 E RS, 有 


l m+1 
E( f(Xu)|Xs,, 77 X sm Ха) — Es ( 十 > 3 
t=] 








m+1 ml m+1 
Е ( | > «| G1 = 01," „бт = vss =Ef e+ > =% 5: n) y 
$=1 1=1 $=1 


这 里 y 是 (AF) Borel 函数 , 很 容易 验证 这 等 式 对 “简单 函数 ”成 立 . 在 引 理 1 中 ， 

对 每 个 固定 的 xz 对 we 9 可 用 “从 单 函数 ”一 致 地 逼近 函数 f(t(w) + г). (AIK, 8 

助 于 单调 类 定理 可 以 验证 对 每 个 В с @(R*),P(Eé+2 є В) 是 关于 r Borel 图 数 . 然 

后 再 利用 第 一 章 引 理 5.) | 
这 样 , P—as. 有 


т+1 
E(f (Xu) Xs, a ‚Хз, Xt) =~ (> | 
. 1 二 1 
剩 下 只 需 注意 有 
m+1 m+1 
E(f (Xu) X:) = Е ( (« +». 3 ` с) 
i= 1 i=] 


Це (62:9) 
0059) 











т-{ 1 
У. с) 
4 一 工 


61) -: < 


m+ т-1 
у с) -v(S-«). - 
$=1 $=1 | 


| 
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推论 2. ЖАЛЬ Sn = &0 十 ,… Hén n > 0 (这 里 &,&,... ZRF RH 
独立 随机 向 量 ), № Ro 中 的 Poisson 过 程 和 Brown 运动 是 马 氏 过 程 . 


部 分 和 过 程 的 目 然 推广 将 在 下 面 的 例子 中 给 出 


Я 1. 设 在 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 给 定 取 值 于 了 Rd 的 独立 随机 向 量 上 ,co 和 
与 它们 独立 的 随机 向 量 Xo : О R”. 假设 


Хь — hn+1(Xn, En+1); n 2 0, (16) 
这 里 Borel 函数 hn : R” x R? 一 R”. 这 时 X = {Xn,n > 0} 是 马 氏 过 程 


为 了 验证 这 个 结论 , 我 们 利用 注 1. 对 任意 的 n> 0, AF Borel 函数 f: R” 一 R 
和 所 有 的 x0,… ,xn © R”, 由 于 (15) RA 


E(f (Xn+1)|Xo = Z0 ‚ Xn = Tn) 
— E( f(hn+1(Xn,&n41))|Xo = £o, ,An = Ти) 
= E(f (hn+1(2r, En+1))) = g(rn). 


类 似 地 有 
E(f(Xnti Хи = tn) = (Xn), 
由 此 可 得 所 求 的 结果 . 注意 , 这 个 例子 在 一 定 的 意义 下 具有 一 般 性 (参见 习题 19). 
更 三 泛 的 一 类 马 氏 过 程 是 由 随机 微分 方程 的 解 给 出 (参见 第 八 章 818). 


$7. 研究 一 种 非常 重要 的 情况 , 即 当 每 个 ie TCR 马 氏 过 程 取 值 于 同一 个 集 
aS, 该 集合 称 作 相 空间 或 者 状态 空间 (严格 地 说 , 对 所 有 的 te Т, 假设 (S 2) = 
(5,2), ЖЕ (5,9) 是 某 个 可 测 空 间 ). 

首先 设 马 氏 过 程 的 相 空间 5 是 离散 的 , 即 由 有 限 个 或 可 数 个 ( 标 有 序号 ) 点 所 
组 成 ， 我 们 将 认为 点 zi Е 5 与 它 的 序号 i 是 等 同 的 ， 这 样 , i 就 取 遍 了 有 限 集合 
{0,1,.… г} 或 是 可 数 集合 NUO. E 多 是 所 有 5 的 子 集 所 组 成 的 集合 . 空间 
(5, 28) 是 Polish 的 , 如 果 引 入 了 踪 离 是 : ту] p(x,y) = 1 Ж р(х, х) = 0. 这 里 
т,ує5. 注意 , 对 “离散 ”情况 , 任意 的 函数 9:5 OR We Z- 可 测 的 . 

定义 2. 具有 离散 状态 空间 的 马 色 过 程 称 作 马 氏 链 (对 离散 也 对 连续 时 间 的 ). 

下 面 将 进一步 研究 这 种 情况 的 马 氏 性 . 

设 of 表示 由 Q 上 分 荐 集合 А, 所 产生 的 о- 代数 , 这 里 ; e LJ BARRA 
ЖЕ (对 i A 3, YA = 0, А; N4; = 2). WR Е 是 随机 变量 , Н Еј < оо, 则 在 分 割 
的 集合 A;,P(A > 0 上 的 条 件数 学 期 望 ЕЕ) = Е(& 9) w) 有 如 下 形式 : 

ЕТ, 

) 


E(w) = дз» we As (17) 
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WR P(A;) = 0, 则 对 每 个 we А; 可 以 假设 E(é|o7)(w) 取 任 意 值 aj. 在 (17) 式 中 取 
& = 1p 得 到 


P(Bl.)(w) = Р(ВГ\А;)/Р(А;), 对 we A;,P(A;) > 0. 


对 所 研究 的 过 程 X = {Xi t € T} 来 说 , FARA tb1,* , tn Є Г, 2 — 代数 
o{Xe,,°°-, Xs, 是 由 形 如 {Xan Ел,...,Хь =} 的 事件 分 割 空 间 О 所 产生 的 ， 
这 里 jin Є 5. 


考虑 到 (13) 式 可 得 , EX = {Хе Т 是 蕊 氏 链 当 且 仅 当 对 任意 的 m 之 1， 
所 有 的 点 Sy S++ < $т < 8 <t (T 中 的 ) 和 任意 的 t, j, 21 îm Є S my TFA: 


Р(Х, = ЛХ. = i1, , Xen = im, Xs = i) = P(X = ЛХ, = i) (18) 


(5 P(X。 = i1, ,Xs = im, Xs =i) #0 时 ). 
$ 5, = {1с5:Р(Х, =i) #0} 8 ЕТ. 


定义 3. 被 称 作 马 氏 链 的 转移 概率 的 是 函数 
piz(s,t) = Р(Х = 31Х, = 2), (19) 
这 里 , s < НзЕЕТ) Е 55,7 є Sy. 


由 定义 很 容易 得 到 , 函数 pij(s,t) 满足 条 件 : 

1) ИЕН i ES, j Е 5, Ms <t,s,t ET; A pj;(s,t) > 0. 

2) 对 任意 的 є 5, 和 s<t,s,teT, 有 x pi3(s,t) = 1. 

3) 对 任意 的 1 € Saj € $ Ms eT; 有 piy(s,s) = by, 这 里 by 是 克 罗 内 克 
(Kronecker) 函数 

4) 对 任意 的 ie 5,,7€ 5, 和 所 有 的 s Зи + (з, и ЄТ); A 


Pij(s, t) 一 У. Рук (5, U)Dkj (u, t). (20) 
КЕ. 


事实 上 , 条 件 1)~3) 是 显然 的 .验证 4), 有 时 称 其 为 马尔 可 夫 (Markov) 方程 ， 
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и (18) 2) 可 以 由 下 面 形式 导出 : 


P(X, = 7X, =} 
Pij (S, t) = Р(Х = ЛХ, -i = PU = hX =i) 


P(X, = 1) 
-у Р(Х; = J, Хи = k, Xs = 1) 
7 P(X, = 1) 
P(X, =k, X; = 1 

一 >. Р(х, ЛХ, = ВХ, 0 

k:P(X,,=k,X,=1)<0 7 
— S Р(Х, = j| Xu = Е) - Р(Х, = k| Xs = 1) 

кЄ5., 
= У pig(s, и)рь (5. (21) 


kes, 


注 2， 从 定义 在 所 有 的 < t(s,t Ee Thi є 5..1 є $, 的 函数 piz(s,t) 出 发 , 可 - 
以 进行 延 拓 到 3 < t(s,t є Т), 和 对 所 有 的 ij є 5. А, 只 需要 假 俊 对 所 有 的 
ieS jes 有 pij(s,t) = 0, 而 对 所 有 的 i ¢ Ss, j E S 有 puls, t) = pijy(s,t), 这 里 ， 
io = io(s) € Ss, 而 о 的 选取 是 任意 的 (只 要 5, Z 2). 这 时 , 很 容易 验证 对 延 拓 后 的 
转移 函数 也 满足 转移 函数 的 a 正 因为 如 此 , 作为 规定 , 假设 那样 的 延 拓 已 
AKR, ННВ гет, Я $, = 

定义 4， 称 作 马 氏 链 和 = {Xi,t eT} 的 初始 分 布 (这 里 0 € 全 = [0, оо)) 是 测 
FE и = Law(Xo). 


显然 , 对 任意 的 BCS, 9 Р(Хое В) = 》pi(0), 这 里 
ЕВ 
p;(0) = Р(то = i), 1 Є $. (22) 
$8. 马 氏 链 有 限 维 分 布 的 性 质 . 
定理 4. BRAX={X,,teT}, RBOET С (0,00), 的 有 限 维 分 布 被 它 的 
FS 58 HK Piz (8, t) 和 初始 分 布 и, BP {p;(0)}(s,t Є Т, 8 < t,i, Є 5) 所 唯一 确 Ж. 
Е. MOS ty <... < цы CE T,K=1,--: nhn > 2 和 任意 的 ji)… dn ES, 
设 4 = {Xan = j Xna =In-1}, A 
Р(Х, = Ji: Xt, — jn) 一 P(X 一 ЈӮ А)Р(А) 
= Р(Х; = 31А, = In—1)P(A) 
— Р(Х, — Jl, e. ‚Хр 一 In-1) у Pin—isdn (tn-1; tn) 
上 式 基 于 条 件 概率 的 定义 和 公式 (18) 以 及 假设 P(X, = ji Xt, = Ја) £ 0. 
但 是 ， 对 P(X = J1 t t Atn = jn-1) = 0 也 对 (根据 注 2, 函数 Pin-ijn (tn-11 tn) 
总 是 可 确定 的 ). 
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这 样 ,就 可 以 一 步 一 步 地 推 到 公式 
P(X}, 一 Ji ‚Хы, — jn) 一 P(X, = jı) “Вл, (#1, t2) Pin rsdn (tn—1, tn), (23) 


它 具 有 非常 明确 的 直观 意义 . Е, 在 时 刻 t 茶 个 “系统 ”从 状态 л 开始 目 身 的 

运动 , ФЕ НЕ) в 到 时 列 to 里 “系统 ” 转 到 状态 j2,………… ‚ 在 由 时 刻 tni 到 时 刻 

tn 里 “系统 ”完成 由 状态 jn_1 转 到 状态 jn. 这 时 , 公式 (23) 意味 着, 为 了 计算 “路 

JE” {Xa =, Хе, = In} 的 概率 , 需要 以 如 下 方式 进行 (最 目 然 的 是 , “系统 ” 满 

足 “ 无 后 效 性 ”准则 ): 取 初 始 状态 的 概率 P(X,, = л) 并 乘 以 , 相应 的 由 时 刻 te- 到 

时 刻 tk, 这 里 天 = 2,--- п, “А” (јЈь1 = Јь) 状态 的 转移 (条 件 的 ) 概率 . 
根据 全 概率 公式 , 有 


Р(Х = л) = > pi(O)pig, (0, t1), 


由 于 (23) =, 对 任意 的 В с 5", 可 以 找到 该 有 限 维 分 布 有 如 下 形式 : 


Р((Х;,, mn , Xz, ) Є В) — ` Ў pi(0)pi (0, t1) `` “Pjn 1jn (tn-1, tn). Ы (24) 
(jiy Jin JEB Я 
ЯН БСН WE BAL. 


EH 5. HOE T C [0, о), 某 个 非 空 集合 5, С 5,86 ТЕ 5 是 有 限 或 
可 数 的 . 且 设 给 定 一 组 pi(0) > 0,2 Є So 使 得 У: pi(0) = 1, Fra hy BX р13(8, Ё), 8 < 
іЄ50 
t(s,t ET), i ES., j € Si, 对 它 来 说 满足 在 87 中 的 条 件 1) 4). 这 时 , 在 某 个 概率 空间 
(Q, 多 ,P) 上 存在 对 每 个 teET 以 5, 为 状态 空间 (ИМЕЕТ 和 所 有 的 wen 
有 ХК) є5.) HARB 外 二 {Xi,t eT), 使 得 关系 式 (22) 和 (19) 成 立 . 


ШЕ. 如果 具 有 给 定 特征 (22) 式 和 (19) 式 的 马 氏 过 程 X FE, 则 它 的 有 限 维 分 
布 应 该 由 (24) 式 所 确定 . 因此 , 借助 于 等 式 (24) 右边 部 分 , 引入 在 9" 上 的 是 个 测 
E Paa, (对 0<ty << tan E №, 且 要 验证 它们 的 相 容 性 . 这 样 在 2" 上 产 
生 的 概率 测度 , 是 基于 在 定理 中 对 p;(0) 和 puls, t) 的 条 件 (因为 由 非 负 数组 成 的 级 
数 求 和 不 依赖 于 次 序 , 从 而 有 可 数 可 加 性 ). 至 于 测度 Pi,,… ,i, 的 相 容 性 是 由 于 第 一 
章 注 3, 只 需要 验证 满足 第 一 章 511 KE 3°. 这 是 成 立 的 , 由 于 函数 pls, t) 满足 条 
件 2),3),4); 不 仅 当 点 ti, tn ЖИ НЕЕ, 条 件 3) 保证 相 容 性 . 因此 , 根据 
Kolmogorov 定理 存在 具有 给 定 的 有 限 维 分 布 P .4,0 <. < tn n E №) 的 随 
机 过 程 X = {X tE T} 因为 (24) 式 得 出 (23) 式 , 由 此 直接 可 得 (18) 式 , 以 至 于 
(19) 式 . 除 此 之 外 , 在 (24) RPE n =1,t, =0, 得 到 (22) R. Ц 


59. 连续 时 间 马 氏 链 一 个 重要 的 代表 就 是 在 第 二 章 82 ' 中 所 定义 的 Poisson 过 
程 | 
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定理 6， 过 程 N = {Ni,t > 0} 是 在 B([0,0c)) 上 具有 局 部 有 限 的 伴随 测度 
т(т([0, оо)) = оо) 的 Poisson 过 程 当 县 仅 当 N 是 具有 状态 空间 = {0,1,7} ВВ 
К, Н pi(0) = dio, 和 转移 概率 


(09,0) mD, 5 i 
pij(s,t) = GG—D! (25) 


0, Ii, 
ZE, O<s < t,4,9 Є 5 Fe pis(S, 8) = 04; 对 5 20,2,7 ES (0° HA ж 1). 


ПЕ. 必要 性 . 设 М Æ Poisson WHE; No = 0 a.s., 过 程 有 独立 增 量 , Н М, – М, ~ 
Пий) 对 上 > s > 0, WKE N – №, 的 分 布 是 具有 参数 为 m((s,t]) 的 Poisson 
分 布 . 由 于 定理 3 过 程 М 是 马 氏 的 , 这 样 as. Ni = № — № ~ ти >0 和 和 
P(N, € 5) = 1, ЖЕ $ = {0,1,...}. EA, 同样 有 pi(0) = P(No = i) = 6i0,i Є S. 对 
0<s<t# 


. . P(N, — №. = 1-1, №, = 1 
pij (5, t) = P(N; = 3|№, = {) = Oe 
в = 


= P(N: — № = j — 4), 
由 于 Ni 一 №, 的 分 布 指出 的 性 质 给 出 了 公式 (25). 对 1,7 5, ЧЕ $ SO #81 
pij(s,s) = P(N, = № = 1) = diy. 
充分 性 . WN = {Ni,t > 0} 是 具有 集中 于 0 点 的 初始 分 布 和 转移 概率 (25) Å 


的 马 氏 链 ， 显 然 , 因为 pi(0) = ôm, i Є 5, 所 以 № = 0 a.s. Ws <t Mk >0 利用 
(23) 式 和 (25) RA 


OO OO 
P(N, — Ns =k) = > P(N — № =k, Ns = 1) = У ,P(N =k +1, Ns = 1) 
{=0 i=0 


OO OO 
— > У pi (Opa (0, s)pi,g+2(3,t) = У po (0, s)Pr,k+i (S, t) 
=0 


| $ [=0 


X (m((0, 81)) maos (72005, HDE mist 
= 080, (0, рот), (08,0) 


_ (т((5, t]))* o—m((8,t]) (26) 


于 是 М, — №, ~ amsa 0 Ss < Ё. 利用 (23) АЖ (26) 式 证 明 增 量 的 独立 性 
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经 过 计算 得 到 , X n > 2,0 = to Sti < < ty 和 ki ,kn E€ NU{O} 概率 
P(N: — ky, №, = Ni 一 ko,- 7 №. — №, — kn) 
= P(N, = ky, №, = ki + Ко, . №, = hi +--+ +k) 


= У; Pi (0) Pik, (0, РЕ КК (+1, #2) eae Pkyt--t+knijkitectkn (tn—1, tn ) 
1 


— 
—ыы 


(m((0,t1])™ тов) Er, #2])) "2 тыр х... 


ky! Ко! 
x (т((# 1,4)" т tnl) 
kn! 
| n 
— І Р(М.„ E Nima — km). (27) 
m=l 


由 些 可 得 相应 的 增 量 的 独立 性 О 


8$10.” 在 构造 马 氏 过 程 时 , 转移 函数 的 概念 是 起 着 关键 性 作用 ， 
设 (Si, Вст 是 一 族 可 测 空 间 , BAST CR. 


定义 5. Es <t(stcT,ceS BeZ) 给 定 的 水 数 Pls, x,t, В) ЖЕНЯ 
Ж (或 马 氏 转移 函数 ), WR: 

1) 对 固定 的 s,r,t 函数 P(s,2,t,-) 是 (Si, 2o 上 的 测度 

2) 对 固定 的 s,t, B 函数 P(s,-,t,B) 是 B|A(R)— 可 测 的 ; 

3) 对 任意 的 s eT, x €S,,B € &,, P(s,x,s, B) = 6,(B); 

4) 对 所 有 的 s < u < t(s,u,t € Т), = є S, B є & i AE AT R BRIA (Kol- 
mogorov) 一 $% $% (Chapman) 方程 : 


P(s, 2,1, B) =| P(s,x,u,dy)P(u, y,t, B). (28) 
Su 


注意 , AF 3), 关系 式 (28) 对 s <u <t 时 , 转移 函数 也 成 立 . 
定义 6， 称 作 马 氏 过 程 X = {Xt eT} (WER tc T RETF ($1, ZA) RAR 
移 函 数 Р(з, т, В) №), 如 果 对 所 有 的 s <t(s,teT), Вс 2, 有 | 
P(X; € BIX,) = P(s,X,,t,B) as. (29) 
或 者 说 Р(в,2, B) = Р(Х, Е BIX, = 2) аз. 依 测度 Px.. 


给 出 的 定义 的 意义 在 于 : 有 具有 转移 函数 的 马 氏 过 程 中 存在 “好 的 ”( 其 含义 是 有 共 
有 上 面 的 1)~4) 性 质 ) 在 (29) 式 左 半 部 分 中 条 件 分 布 形式 . 

利用 条 件数 学 期 望 的 性 质 , 当 是 Borel 空间 (Si, Zeer Н, 很 容易 理解 条 件 (28) 
的 起 源 . 由 于 (29) 式 , (第 四 章 82) 和 (13) АХ s <u < t(s,u,t € T) М ВЕ Bas. 
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Pl(s, Xs,t, B) = E(1,x,cBy|Xs) — E(E(l{x,eB}y|Xs, Xu)| Xs) 
= Е(Е(1{х, ев} [ХХ 3) = E(P(u, Xu, t, B)|Xs). 


换 名 话说 , 对 Px, 一 几乎 所 有 的 zx, 有 
P(s, x,t, B) = E(P(u, Xu, t, B)|Xs = т). (30) 


注意 (参见 , [85; 第 1 №, р.281]), 如 果 正 则 条 件 概率 (C) = P(X, € СХ, = х) (这 
里 , 依赖 于 s,u,2), 则 对 任意 的 有 界 函数 g с ZZR) 得 到 


E(g(X.)|X = 2) = | о(и)Г(аи) (Px, — а.в). (31) 


回顾 , 如 果 随 机 元 v 取 值 于 Borel 空间 中 , 则 正则 条 件 概率 P є Вс) 显然 是 存在 . 
这 样 , 由 (30) RA (31) REH, 对 任意 的 马 氏 过 程 , 只 要 有 较 弱 的 情况 下 的 等 
式 (28) sh, 即 不 是 对 所 有 的 тє 5, 而 只 是 对 几乎 所 有 的 ге 5 (КЕ Рх,). 
不 难 发 现 , 对 在 85 ПН 氏 链 , 转移 函数 存在 , 且 有 公式 


P(s,i,t, В) = У pis(s,t), (32) 
1ЕВ 

这 里 , s < t(s,t ЕТ), i є 5 (5 是 有 限 或 可 数 的 ), B 是 5 的 任意 子 集 . 

在 一 般 情况 下 , 关于 马 氏 过 程 存 在 转移 函数 并 不 是 很 简单 的 . 对 取 值 于 任意 的 
可 测 空间 , 具有 离散 时 间 的 马 氏 过 程 存 在 转移 函数 是 已 知 的 事实 (参见 , 例如 , [17; 第 
1 卷 , BS, 84). 对 取 值 于 万 有 可 测 空间 , 具有 连续 时 间 的 马 氏 过 程 存 在 转移 函数 
的 证 明 , 只 是 不 久 前 , НЕЕ (Kuznetsov) 给 出 的 . 

例 2. ЖИ = {W(t),t > 0} Æ т # Brown 运动 . 这 时 ,利用 (15) АЗ (|. | 
表示 在 R™ 中 欧 氏 距离 ) 对 s <t A 


P(W (t) Е BIW (8) = x) = Е(1;ууу ив) и (з)є в} ($) = т) 
= Elyw)_w(s)+2eB} = P(W(t) – W(s) Е В – =) 


1 121 
7 One sym" г e 70 
由 此 可 见 ,对 s<t 


1 == 
М —2а-) d 33 
Qn(t — s))™/? д " (33) 


P(s, x,t, В) = 
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因为 s < t 所 有 的 条 件 1)~4) 都 满足 (为 验证 (28) 式 需 要 注意 的 是 , 正 态 分 布 的 卷 
积 还 是 正 态 分 布 的 )， 
WÈ t= в, М] (15) st, W(s) Лоев" 的 独立 性 导致 


P(W(s) € BIW (5) = х) = P(W (s) +0 € B|W (s) = х) = P(x +0 € B) = 6,(B). 
从 而 , P(s,x,s,B) = 6.(В). 


$11. WX = {Xat € Т) 是 取 值 于 可 测 空 间 (Si, Zer, HRA HE AM 
P(s,z,t,B) УБЕ. 类 似 于 在 $8 中 对 马 氏 链 的 证 明 , 对 任意 的 n > 1, 所 有 的 
so St <- < tn (T PRR) 和 任意 的 Br < A,,k =1,--- п, 过 程 的 有 限 维 分 布 
由 下 面 公 式 给 出 


Pay. ta (C) — | Qs (dn) | Plso, x, t1, а21)1 в, (21) Хх... 
5. S+, 


x Р(& 1, 2n—-1, tndzn)1B, (zn), (34) 
Sta 
这 里 C= Bi Xx x Bn, Qs, = Law(X,,), ОА FE Ea AER (不 难 验 证 , 每 次 
积分 结果 依然 是 有 界 可 测 RK Z). 
同时 注意 , 对 任意 的 v < s(v,s ЕТ) Я B EZB, 有 


Q.(B) = J _Р(ь, z, 8, В), (ат). (35) 


Q;(B) = P(X; Е В) = Е(Е(1{х,ев}|Хь)) 
= EP(v, Xv, s, В) = [ P(v, т, s, В), (ат). 
Sy 


特别 的 , 如 果 T = [0, оо), 则 测度 Q。 对 任意 的 s > 0, 是 由 测度 Qo 和 转移 函数 所 确 
АЕ. 这 方面 与 Gauss 过 程 很 相似 , 只 要 两 个 要 素 一 一 中 值 和 协 方差 函数 给 定 了 , 则 
有 限 维 分 布 也 就 是 确定 了 . 

自然 而 然 地 会 问 , 是 否 根据 转移 函数 P(s, x,t, B) 和 测度 9. Œ Za Е, 这 里 
so Е T,T С [so,00)) 可 以 构造 马 氏 过 程 X = {X,t eT), 具有 给 定 的 转移 函数 和 
Law(X s) = Qs,- 对 Borel 空间 (Si, Zeher 回答 是 肯定 的 , 它 是 可 借助 于 Kolmogorov 
定理 建立 起 来 的 . 

对 马 氏 过 程 的 一 般 理 论 中 所 采用 术语 来 说 , 下 面 的 注解 是 必要 的 . 

设 X = {Xi,t E [0,o0)} BRAM и (FEB E и=Рх,) АЕ. 为 
了 强调 这 种 情况 , 过 程 X 的 分 布 , 即 在 柱 集 o 一 代数 Boo) 上 的 测度 , 经 常用 Px 





第 六 章 ”马尔 可 夫 过 程 . 离散 与 连续 时 间 ‚ 175. 


来 表示 . 特别 的 , 记号 P*,x є 50, 意味 着 и = д, 换 名 话说, EEZ] t-0 МА 
x“ 走出 ”( 这 样 , 认为 № 包含 着 所 有 单 点 集合 {x}, те So). 


512. 马 氏 过 程 子 类 中 最 重要 的 一 类 瑟 氏 过 程 . 


Жит. WX = {Хет 是 对 每 个 te TCR 取 值 于 可 测 空间 (S, 多 ), HA 
有 转移 函数 P(s, x,t, В) 的 马 氏 过 程 , 称 作 齐 次 的 (时 齐 的 ), 如 果 对 任意 的 xX € 5,B є 
BP(s, x,t, В), REMIT Р в. 


对 这 样 的 过 程 ， 代替 转移 函数 Pls,z,s +u, B) 只 需要 依赖 函数 P(x,w,B) = 
Р(0, т, и, В) 就 够 了 . P(x,u,B) 自身 的 意义 是 条 件 概率 , 即 从 点 z“ 走 出 ”经 过 时 间 
и “系统 ”在 集合 B 里 . 为 了 使 时 刻 s < 了 移动 了 ve 不 超出 集合 T, 一般 来 说 都 
认为 是 集合 全 = (0,00) RT = {kA,k 之 0}, 这 里 人 >0. 

根据 (33) 式 m 维 Brown 运动 ， 这 是 齐 次 马 氏 过 程 . Poisson 过 程 是 齐 次 的 , 当 
且 仅 当 伴 随 测度 m((s,t]) = 和 A(t в), А> 0,0 < < # < ow, 即 过 程 具 有 强度 常数 为 
А É. 

对 齐 次 马 氏 过 程 X = {Хьё> 0}, RH 1)~4) 相对 于 转移 函数 Р ЖИ, 对 
$2 0,x €S, BEB, 可 以 改写 成 如 下 形式 : 

1°) 对 固定 的 x,t BR Plr, t, ) 是 多 上 的 测度 ; 

2°) 对 固定 的 t, B 函数 P(t, В) є A\A(R); 

3°) 对 任意 的 z, В, 有 P(x,0, В) = 6,(В); 

4°) 对 所 有 的 xz,s,t 和 В 满 Kolmogorov - Chapman 方程 : 


P(x,s +t, В) = [Pe s,dy)P(y,t, В). (36) 


值得 注意 的 是 , 对 所 有 变量 值 关 系 式 (36) 成 立 , 它 是 在 马 氏 过 程 理论 中 应 用 强 
有 力 的 半 群 理论 方法 的 基础 (参见 , 例如 , [23]). 

”由 于 (32) RIRA X = {Xi,t eT} 的 齐 次 性 意味 着 , 对 每 个 ij oS 转移 函数 
pij(s,t). AK RIT t-s. 在 这 种 情况 下 ， 用 pij(u) ЖА pis (5, + и) (正如 前 面 所 
指出 的 , EWA T = (0, оо) ВТ = {kA,k 之 0}, 人 A > 0). 

设 P(t) 是 由 元 素 pi;(t),i,7 є 5 所 组 成 的 矩阵 . 这 时 , 方程 (20) 改写 成 如 下 形 
式 : 


pij(s +t) = У ‘ри (ж)рь; (2), i,j Є 5, (37) 
k 


即 
P(t +s) =P(s)P(t), s,t €T. (38) 


这 样 , 与 每 个 齐 次 马 氏 链 可 以 与 一 个 矩阵 P(t) = (pij(t))iyes 的 随机 半 群 联系 , 使 得 
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对 所 有 的 +e 工 有 


р: 20000 (t) = l, Pij (0) — 0:3 (39) 


(最 后 的 条 件 (39) 意味 着 Р(0) = І 是 单位 矩阵 ) 
如 果 时 间 是 离散 的 (T = Z4), 则 在 齐 次 的 情况 下 , ” 步 转移 概率 , ВП pin) 正好 
是 矩阵 Р" 的 元 素 , 这 里 Рр" RERE P = P(1) 的 n КЖ. 
AA, АА КВН (pi; (t))e>0, 根据 定理 5 可 以 构造 具有 该 转移 概 
率 Di 的 马 氏 链 . 
注意 , 非 齐 次 马 氏 链 的 研究 , 原则 上 可 以 借助 于 已 知 相 空 间 的 扩充 , 转化 到 对 齐 
次 的 研究 (参见 , 例如 , 习题 18). 
813， 假设 了 = [0, оо), 研究 马 氏 链 的 渐 近 性 质 是 一 个 重要 而 又 非常 有 趣 的 问 
题 . 由 连续 情况 转化 为 离散 集 T 的 情况 也 不 会 产生 任何 困难 . 
定理 7 (TE). HX = {Xi,t 20} 是 齐 次 马 氏 链 (具有 任意 的 初始 分 
№), 使 得 对 某 个 各 ES 和 某 个 h>0 和 0<5<1l1 有 
pijo(h) 之 6 AAW іє 5. (40) 
这 时 , 对 任意 的 JE9 存在 不 依赖 于 初始 状态 ;ES5 的 极限 
jim pis(t) = Ру, (41) 
且 对 所 有 的 t > 0, 有 
0:300) — ВЯ < (1-6) ММ, (42) 
里 || 是 数 的 整数 部 分 
“遍历 性 ”结果 的 直观 含义 是 : 在 很 长 的 时 间 以 后 ， 锌 描述 成 马 氏 链 的 系统 , 好 似 
“不 记 ”了 它 是 从 什么 样 的 初始 状态 “走出 ”的 . 
М. 对 每 个 :e 耳 设 
ma(t) = inf pi(t), Mi(t) = suppis(t). 
显然 , 对 所 有 的 i,jeS 和 teT 有 mj(t) < pij(t) < М,(0). 为 了 证 明 (41) RRE 
证 当 n 一 оо NA m(t)? 和 ME |, ИМ Mj(t) 一 my(t) 一 0. 估计 (42) 式 将 由 下 
面 的 估计 (43) 式 导出 . 
对 s,teT, 考虑 到 (37) АН 
mj(s +t) = inf > pir (s)pr(t) > mj(t) inf > ,pixr(s) =m;(t), 
k К 


M;(s +t) = sup X` piz(s)pej(t) < Mj(t) sup > ,pir(s) = My(t). 
і і 大 
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Mitt, 4 t со В, Я m;(t) ТМ МИЛЬ | 
对 tht-heT ВЖЕ (37) 得 出 


Му (8) — m(t) 
= SUP Paj (t) + sup( —pey (t)) 


= sup(Pas(t) = рь (0)) = sup 》 (pak (h) — por(h)) pag (t — h) 
a, a, k 

= sup (D tral — рьк(ћ))рь;(Ё =h) + У) (pax (h) — poe(h))(t — | 
а, k k 


< sup ме 一 в) (Pak (в) — ры (®)) + mj(t—h) >, (ро,к(®) 一 ља) 


k k 
这 里 二 表示 对 那些 有 求 和 , 使 得 por(h) — por(h) > 0, 而 > FARK ABLE К № 
和 , 使 得 paz (h) — por(h) < 0 07 和 2 ААА h,a 和 b). AAT Z par (h ) = 
2- Por (h) = 1, 则 
УУ (Par(h) — рьк(ћ)) + У^ (рак(ћ) — por(h))=0 
k р | 


因此 ， 
M(t) — my (t) < (Mi(t ~ h) — m(t — h)) sup У" (рак(ћ) — ры (h)). 
t. k 


注意 , 如 果 “特殊 ”的 状态 jo (参见 , (40)) 不 包含 在 D 中 , 则 由 于 (40) 5 
y (рак(ћ) — рь (А) < У рак(ћ) <1 — ро (В) < 1-65; 
k 


k 


ШЖ jo 包含 在 2 中 ， 则 重新 考虑 到 (40) 式 , 得 到 


十 1 
У; (Рак(й) — рьк(ћ)) < У Pak(h) — рь (А) < 1-4. 


因此 
Mj(t) — m;(t) < (1-6) (МДЕ- h) — mj(t — h)) 
< (1 — 6)?(M;(t — 2h) – mj(t — 2h)) 
<... < (1 — 8EM (M; (и) — т; (и), (43) 
这 里 一 + 一 В h. BÆ, М, (и) — т;(и) < 1. 从 而 , 对 所 有 的 上 > 0 有 


M;(t) 一 m(t) < (1 一 6) /MY 
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这 里 0 < 6 <1. AAS t > оо 时 有 m(t) Т, M(t) 1, 所 以 极限 lim M(t) 和 
lim mtt) 存在 , 且 相 等 (例如 说 是 ру). 这 时 | 
mj(t) — МД, < milt) — py < pizt) ~ py < МА, — ру < МА, — m(t). 
Вр | 
Pig (t) 一 Pil < М; (t) — m;t) < (1 — б), 
这 不 仅 证 明了 (41) 3%, 而 且 证 明了 估计 式 (42), 它 给 出 了 转移 概率 pij(t) (4 Е- оо 
时 ) WOOF ARE р; 的 收敛 速度 口 


”814. a ee ER EEE. 
推论 3， 设 对 任意 的 各 jE S KAA (41) MH. 这 时 , 对 所 有 的 jE S 存在 极限 
lim pj(t) = By, (44) 

这 里 p;(t) = Р(Х, = j), 并且 如 果 满足 条 件 (40), 则 
0300) — Pl < (1 — E. 

证 .根据 全 概率 公式 pj(t) = op; (0)p;;(t). 因此 , 由 于 Lebesgue 控制 收敛 定理 

对 每 个 jeS 有 | 

- By = 2 Po) (р: (0) — Bj) 70, “4 t— oo 时 . 


又 有 假设 (40) =, 所 以 
|0300) — Pl =| > pi(0) (pig (4) – B;)| < (1 -9 2 pi(0) = (1—5), 
结论 得 证 O 
推论 4、 设 对 任意 的 уезжая х (41). 这 时 , JEA t ET 和 所 有 的 
р; = Хр (0). (45) 
换 句 话说 , 列 向 量 万 = (Do, Pi)" RFE P*(t) 的 特征 向 量 , 这 里 * 表示 转 置 . 
Ш. 由 于 (44) 式 对 任意 的 .jeES 和 neN 有 


pj = lim pj(s +t) = Him > Pils)Pas (t) 2 jim ` Pi(s)pi;(t) = У. Pipi (Ё), 
$ 


і< № i<N 


于 是 得 到 不 等 式 为 > J Pipu (0). 设 对 某 个 je S 和 + > 0 有 严格 的 不 等 式 


Dj > У. Pipi; (t). (46) 
i 
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Y . 
of 


根据 (41) 式 对 任意 的 М 和 每 个 i 有 У р; = lim pult) <1, 因此 


jEN [一 Go 
SB) <1. (47) 
j 

进而 , 如 果 (46) 式 满 足 , 则 

5; > У У Pipal) = Ув У pult) 一 S-Di, 
j j i i j і 
得 到 矛盾 , 说 明 (46) 式 不 可 能 O 
推论 5， 设 对 任意 的 27 ES 满足 关系 式 (41)， 这 时 , 或 者 2.0) = = 1, PS 
Dj, J ES 给 出 了 一 个 概率 分 布 , 称 其 为 平稳 分 布 , 或 者 2 Pj = = 0, РЖ р р; = 0. 


证 ， 显然 , 事实 上 只 有 两 种 可 能 成 立 ; 或 者 DA = 0, 或 者 ур 40. 如果 
SB #0 (根据 (ат) RARS), 则 取 (0 = BD By cS 根据 定理 5 研究 具有 


放样 的 初始 分 布 和 原先 的 різ (t) 的 马 氏 链 是 可 能 的 这 时 , 根据 全 概率 公式 和 推论 


У; Pipiz (Ф) К 
і _ Pi 
>. Pj S Pj 

了 了 


由 (44) ХЖ р; = p;(0). 因此 , 如 果 Ур > 0, W Op, =1. O 
J 2 





pj(t) = > ,pi(0)pis(t) = 


= p;(0). (48) 


$15. 前 面 所 引入 的 “平稳 分 布 ”的 术语 与 下 面 的 概念 有 天. 


定义 8. WHE X = {Xi,t eT}, RET CR, 称 作 平稳 的 (严格 平稳 的 或 狭义 平 
稳 的 ), 如 果 对 所 有 的 nn 之 1,t1,---,.t, E T MPP ACR, E tithe ВЕТ 
Law(Xn4t.,°°* Хә) = Law(Xe,.*. ,Xr,). 


换 句 话说 , 这 样 过 程 的 所 有 有 限 维 分 布 在 推移 下 是 不 变 的 (推移 不 会 超出 指标 
RT, 这 一 点 是 很 重要 的 , 例如 , T=Z). 


定理 8. AFRIKE X = {Xant > 0} 具有 平稳 分 布 1, 它 由 (6,7 ES} 所 组 
成 . ВК У = {Ynt > 0} 是 ( 齐 次 的 ) ВАМ, 具有 与 X 同样 的 转移 概率 和 初始 分 
Ж и. 这 时 , FE Y 将 是 严格 平稳 过 程 . 


— 
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МЕ. 首先 , 根据 定理 5, 存在 具有 给 定 的 转移 概率 和 初始 分 布 и КОЛЕ У. 由 
(24) 式 将 Y 代替 X, 得 到 对 0 去 <... <tn, B, CS,k=1,.…,n 和 n 之 1 有 


Р(У € В1,--.,У Е Bn) 


= X Pj (t1) ЮЭ Рў (61, #2}. уг Pin- jn (tn— 1,¢ п). 


ЛЕВ! 12е B2 jn€Bn, 
这 里 , 对 所 有 的 j & 5,420 由 于 (48) AE pt) = PCY = Ј) = ру. 定理 中 所 要 证 的 
平稳 性 是 由 下 面 直 接 可 得 
Pij(S, t) = piz(t 8) = pls +h,t +h) 
WHER 1,5 5,0 <8 < Ар 5. O 


需要 强调 的 是 , 在 定理 8 的 证 明 中 , 我 们 利用 了 不 是 关系 式 (41) 本 身 , 而 只 是 
(48) 式 , 即 存在 那样 的 初始 分 布 р = Law(Xo), 它 不 随时 间 变 化 ( 换 句 话说, 对 所 有 
的 te 了 ,Law(X:) = р). 这 样 的 分 布 u 称 作 过 程 X = {Xt eT} 的 不 变 测 度 . 


$16. 我 们 将 研究 在 [0, оо) 上 齐 次 马 氏 链 的 转移 概率 (在 一 定 的 条 件 下 ) 满足 
的 微分 方程 , 以 及 前 面 所 建立 的 结果 . 为 此 需要 一 些 新 的 概念 . 

定义 9. КЫКЕ X = {Xi,t > 0} (或 者 伴随 它 的 半 群 P(t) = (pi;(t))) BRE 
标准 的 , WRA Р 0+ WA P(t) 1, AN ij eS A 


dm Pij (t) = day, (49) 


这 里 ， д: 是 Kronecker 5. 


引 理 3。 FARE X = {Xt,t 之 0} 的 转移 概率 , 对 所 有 的 i,j eS 和 任意 的 
th 之 0 成 立 下 列 不 等 式 : 


pij(t + №) — pag (t)] < 1 — palh). 
特别 的 , 如 果 链 是 标准 的 , 则 对 每 个 ij ES Ар. 在 (0,00) 上 一 致 连续 
iz. 一 方面 , 
Pij (t+ +h) — pis(t = palh )ркз(#) — pig (t) 


= Pij (t) (pii(h 一 1) ) 十 У ,pik(h )prs(t 
ki 
< ра) =1 Трир) 


ki 
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9—25 181 
р: (Ё + h) — рг; (Ё) 2 рг (t) (palh) — 1) 2 palh) — 1. 
HH PA AN Seo ЭНН. О 


定理 9. 如果 (P(t))iz0 是 标准 的 随机 半 群 , 则 存在 右 导 数 











а+Р(0)| _ 
dt |.) Q, (50) 
即 对 所 有 的 转移 概率 pij(t) 在 0 点 存在 右 导 数 : 
атру) _ о 
1 o (61) 
这 时 ， 
Mix AOL Gy < 00 Fe qi = —Gi Є [0, оо]. (52) 


Е. 固定 某 个 状态 i CS. 首先 , 对 7 = i 的 情况 对 转移 概率 证 明 (51) =. 由 
于 条 件 (49), 可 以 找到 5 > 0, 使 得 对 h є [0,6] 有 paulh) > 0. 对 上 > 0 应 用 (37) 
式 得 到 pult) > (pu(t/n))",n >21. Mn = n(t, 6), 使 得 t/n < 6, 可 以 看 出 对 所 有 
>20 Ë pult) > 0. 因此 在 (0,00) 上 定义 函数 H(t) = —Inpi(t). A (37) АН 
puls +t) > pii(s)pii(t) 对 s,t > 0. 由 此 可 得 对 stel0,co), 有 


H(s+t)< H(s)+ H(t). (53) 
Ww 
q = sup H(t)/t. (54) 


显然 € [0, оо]. 

分 别 研究 两 种 情况 : а < оо Ж q = оо. 

1) Жа< оо. 这 时 , 对 任意 的 se > 0 可 以 找到 如 = to(e) > 0 使 得 H(to)/to 24-е. 
对 h e (0,to), 将 to 表示 成 下 列 形式 : to = nh + A, KB n= [to/h],0 < A < А, W 
[] 是 数 的 整数 部 分 . 利用 (53) 式 , 得 到 
H(h) nh НА) 


q—é < H(to)/to < (nH(h) + H(A))/to = h to to (55) 
由 于 (49) А А — OW, H(A) 一 0 (0 h 0+, А — 0). 因此 ， | 
q—ex< liminf H (h) /h. (56) 
由 (54) 式 得 到 limsupH(h)/h < а. 因此 存在 lim H(h)/h = q В 
h—=0-+ 4 一 0 十 
.H(h) ,,. -In(l—(1—pa(h))) 4. 1— pai(h) 
a aati kh ear h E n, h (57) 
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这 就 证 明了 , Sq < co 时 , (对 ieS) RRA (51) MW. 

2) 设 g = оо. 这 时 , 对 任意 的 М > 0 找到 to = (М) > 0 使 得 Hs) > М. 如 
同 证 明 (56) 式 时 一 样 , 得 到 

lim inf H'(h)/h > М. 

这 样 , 存在 lim H(h)/h = oo 考虑 到 (57) 式 , 得 到 当 д = со 时 , 关系 式 (51) А. 

固定 某 个 状态 ie 5 对 了 Ai 的 情况 对 转移 概率 pij(t) 证 明 (51) R. L(A) 
是 在 Xo =i ЖК, 由 状态 i 出 发 , 经 过 步 长 度 为 h,k 步 以 后 首次 回 到 (在 这 以 前 
没有 ) 状态 i 的 , НЕМА mh, 这 里 m=1, ,k, 从 没有 到 达 状 态 у 的 概率 . 验证 ， 
对 n > 2 有 不 等 式 | | 

pij(nh) > >》 fo (h)pig((n — ЮВ). (58) 


k=l | 
事实 上 , 考虑 到 注 2, 对 转移 概率 р, (пл) 得 到 下 面 的 下 方 估 计 
pij (Nh) 
= У Р(Х. =j, Xn Dr = jn- Xr = Хо = 0) 
71，… Jn—-1ES 


n— 1 


>У У >》 Р(Х =j, Хиль = jn- Хь = jk+1| Xen = å) 
k 


=1 Jk jk+1stjn—-1€5 
xP(Xkr = 1, Xk Dh = Ж-ь ``, Xn = Ji|Xo = 2), 
这 里 Л, = {(j1, Ik) im E {t,9},m =1,---,k-1}, BF (1) К 
1 
—— P(X = 4. Xen = Jn—-1,°°° ,六 一 2 A 一 Jj, A -= 4 
PX i (Xnn = 3, Xin-1)h = jn-1 kh = 1 h = ji, Xo = 1) 


1 
= — . — х P(X = 4. X Е = jni, X — 3; x =i, X —; 
рохо 25) х Enr = J, Xinia = Jn- (kt1)h = Је Хе = 1 o = 0) 


xP(Xkn =i,- , Xo = i) 
=P(Xnn = j, , Xith = jk+1| Xer = i)P(Xen = i, Xr = jil Xo =i). 
为 了 得 到 不 等 式 (58), 我 们 只 需 计算 
У. | Р(Хаһ = J, Xin-1)h = jn-l t  X(k+ DA = Ли AP = 1) 


Дет," In—1 


= ру ((п — k)h), У `Р(Хьь = i, Хорь = је, Хь = Хо = 0) = f(A). 
Jk 


以 pOh 表示 由 状态 i 出 发 , 经 过 步 长 度 为 h МЕ 步 (而 不 是 更 少 的 步 数 ) 以 
后 正好 在 状态 ; 的 条 件 转移 概率 . 类 似 于 (58) 式 得 到 , MH k> 1 (5 _ 0) 


kl 
pi(kh) = FP + У pi (h)pyi((k — m)h). (59) 


7 一 1 
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显然 5 pt”) (h) < 1, 因此 , FO (h) > ра (КА) — шах ру: (К —m)h) ( 空 集 取 


i<msk-l1 
极 大 认为 是 0). 由 于 (49) Tk, ЧЕ е > 0 可 以 找到 加 = ЕЛ > 0 使 得 对 
t € |0, to] 有 


| palt) <e, р:(0) 21-8, р (0) 21-Е. (60) 
进而 ,对 nh<<to 和 k= 二 1,.…,n 一 1, 有 
| fi (h) > 1— 2. (61) 


式 ~(61) 式 得 出 


pij(nh) > (1 — 2e)pij(h) > pjj((n — k — 1)h) > (1 — 2=)(1 — €)(n — 2)pig(h). 
ЕН, 选取 п = [to /h| 和 考虑 到 pi;(t) 的 连续 性 ( 引 理 3) 得 到 
> Pulte) > (1 2=)(1 — =) вт sup pyh), 
让 to 趋 于 0, 看 出 


lim jnf PO) ) > (1 — 2=}(1 — sjlim sup Z”. 
h—0+ h 
因为 =>0 是 任意 的 ， 由 这 不 等 式 得 到 ， = j F 1 ВУ, 存在 有 限 的 极限 dij = lim pis(t)/t. 


定理 9 得 证 O 
$17. 设 满 足 标准 的 条 件 (49). 对 任意 的 N>1 和 + 上 > 0, 考虑 到 > Piz (t) = 1, 
j 
得 到 
So Pal <1 раш). 


i&N 
jFt 


因为 不 等 式 左 半 部 分 求 和 只 包含 有 限 项 , ДАЕ t 4 0, 且 利 用 导数 存在 (参见 (51) 1), 
有 у qij SH 因此 
JSN 
jFt 
S t < qi (62) 
17 
(24 qi = оо В}, (62) 式 是 显然 的 ). 
定义 10。 齐 次 马 氏 链 称 作 保 守 的 , 如 果 无 穷 小 矩阵 Q 的 所 有 元 素 qi; 是 有 限 
的 , 且 对 任意 的 i 有 
` lij = di (63) 


ўз 
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保守 的 马 氏 链 的 例子 是 具有 强度 为 A> 0 的 Poisson ХЕ. 事实 上 ， 根据 (25) 
AARRE 
—-» 入 0... 


Q=] 0 — Л ... 


和 人 性质 (63) 显然 成 立 . 


定理 10 (Kolmogorov 向 后 方程 组 )， 设 齐 次 马 氏 链 是 保守 的 ， 这 时 ， 对 所 有 
#9 > 0, 有 
P (t) = QP(t), (64) 


即 对 任意 的 让 ) ES 和 t+> 0 存在 导数 pj(t), 且 成 立 下 面 的 (向 后 ) 方程 : 
pij(t) = У крк; (0). (65) 
k 


(AF (51) 式 和 因为 pi;(0) = ôi, 对 上 = 0, A (65) 也 将 成 立 , 如 果 所 有 的 导 
数 都 理解 为 右 导 数 .) 


МЕ. 对 上 >0>0 和 ies 假 设 


Liz (h, t) t) = = У palh) ) - рь; (t). 


t 
pig(t + h) — p(t) _ palh) – 1 
h h 
对 所 有 的 N > 1 (51) 式 得 出 


Pij (t) + Lij (h, t). (66) 


pir(h 
lim вир, t) > lim sup 2. А ра) (і ki(t) = у 9:063 (т) 
й—0+ pt 
bon k<N 


这 样 , 有 下 面 的 下 方 估 计 : 
lim a suphi;(h, t)> У. GikDky (Ф). (67) 
ki 
考虑 到 , MATA i,j ЕЗ Mt >0,h>0 F рь; (0) <1 和 :> pir (h) =1. 可 以 看 出 ， 
对 N > i,Lij(h,t) 可 以 用 下 面 的 量 对 它 来 作 上 方 估计 
у` Piel) i( (t) 十 一 h 1 ух Рак (В =>. ра — РВ (t) + = (1 — Pii (h) — У pir(h)). 


КЕ k>N kz kiN 
kiN kiN ki 
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由 此 , 4 А 一 0+ 时 得 到 
lim supli (А, t) < У | GikPry(t) — ii 一 У dik- 


кі ЕМ 
k<N кі 
因此 , 由 于 条 件 (63) 有 
lim nsuphig(h,t) t) < S| акрьу (0) +4 一 У; dik = У dikprj (t). (68) 
кі кі kži ` 


回顾 公式 (66). 从 它 和 (51) 式 , (67) 式 和 (68) 式 可 以 得 出 , 对 右 导 数 方程 (65) 
成 立 . 类 似 地 可 以 研究 函数 pi 外 ,对 上 > 0 存在 左 导数 的 问题 , 对 它们 满足 方程 (65). 
进而 定理 得 证 ， 口 


定理 11 (Kolmogorov AAA). AAAI RAER (Р(0)), ьо FER 
有 元 素 gi; ЖЕНЯ ) HE Q, 且 对 所 有 的 i 关 7 了 有 


pij(h) = ав + оу (В), (69) 
这 里 ,一致 地 对 i, 4 А — 0+ 时 有 


oi(h)/h = 0 (70) 
这 时 , 对 所 有 的 上 > 0 存在 P'(t) ( 即 存在 所 有 导数 pl;(t),i, 7 є 5) 和 

P'(t) = P(t)Q (71) 
换 句 话说 , 对 t > 0 成 立 下 面 的 (向 前 ) 方程 : 对 所 有 的 57 eS 有 : 
pij(t) = 2 Putt) aes (72) 


Е. Ht>Oh>oMijes. 这 时 


Pub FH Pik) _ = РН jp Peles (А). (73) 


HEZK = > 0 固定 了 (69) 式 可 以 找到 hole, j) > 0 使 得 [ак (h)|/h < = 对 所 
有 的 天 和 0 <А < № (Е, 7), 因此 ， 














Y palt) <=> palt) < є. (74) 
к] RAJ 

ЕН (69) xk, (74) AF 
. У `рк(#)рь;(ћ) < <= t t Dp <. 


KAJ 
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对 每 个 t+ > 0, 和 i eS (72) АННАН. 在 (73) 式 中 让 hh F 0+ RER, 
对 右 导 数 得 到 (71) 式 . 
类 似 地 证 明 (71) 式 对 左 导数 . 进而 定理 得 证 С 


818. 一 些 特殊 重要 的 情况 . 
注 3. 如 果 状 态 空间 S 是 有 限 的 , HIER P(t) 是 标准 的 , 则 两 类 Kolmogorov 
方程 组 成 立 . 


事实 上 , 对 任意 的 iijeS 和 +>0 有 
= Уруб) = — Pa 


т" 


如 果 状 态 个 数 是 有 限 的 , 则 定理 9 保证 保守 性 . 这 时 满足 条 件 (69), 而 条 件 (70) 成 
у, 因为 5 属于 有 限 集 . 

Kolmogorov 同 前 、 同 后 方程 组 的 名 称 来 源 与 在 (64) 式 和 (71) АЛЕ Q 的 位 
BAR (P(t) 对 © “在 前 ”或 者 “在 后 ”). 


推论 6， 设 定理 11 的 条 件 成 立 , 且 对 所 有 的 i,j ES 存在 极限 
lim pij(t) = Pj (75) 
(例如 , 定理 7 的 条 件 保证 满足 (75) к). 这 时 , 对 任意 的 了 有 
2 Pra = 0, (76) 
即 列 向 量 方 是 矩阵 Q* 的 特征 向 量 (Q* ЖЕН Q 的 转 置 ), 它 对 应 的 是 0 特征 什 
的 . 换 名 话说, Q*p = 0. 
证 .重复 在 定理 11 的 证 明 , 可 以 看 出 , 级 数 2 Pelt аку» 这 里 pk(t) = Р(Х, = k) 
对 每 个 7 收敛, 且 对 任意 的 初始 分 布 存 在 极限 
p;(t) = 2 Pelt) ahs (77) 


如 果 ур, = 0, 即 所 有 р; = 0, 则 (76) 式 成 立 . 如 果 Ур; 7 0, 则 取 初 始 分 布 
| Е ng 
pi(0) = D, i E S (参见 推论 5). 这 时 , 根据 (48) АН p(t) = p. 因此 , pi (t) = 0, KA 
st (76) ЕН (77) АН. O 


$19. 研究 一 个 模型 FURR CEE), 模型 中 状态 空间 是 S = {0,1,--- , n}, 
而 在 А 一 0+ 时 的 转移 概率 pij(t) BUPA HBA” Arm: 
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Ah+o(h) kuht+o(h) Ahto(h) nuh+o(h) 


® е е Ф 
1 k-i k+l п-1 
1-Ah+o(h) 1—(A+ku)ht+o(h) 1-пић+о(ћ) 
17 


由 图 可 以 看 出 , 一 步 的 转移 (以 非 0 的 强度 ) 只 是 向 右 一 步 , 或 者 向 左 一 步 , 也 
允许 停留 在 原 处 : 在 “端点 "0 和 п, 只 允许 由 0 到 1 和 相应 的 由 nn 4] n-i, BEX 
AY, 也 允许 停留 在 原 处 (А 和 и 是 正 的 参数 ). 确切 地 说 , 对 剩 下 的 其 他 情况 , 假设 当 
Һ э 04+ 时 有 р: (А) = 0(h). 

注意 , 习题 36 的 结果 保证 了 存在 具有 给 定 的 无 穷 小 矩阵 Q 的 马 氏 链 . 

我 们 来 验证 满足 遍历 性 定理 7 的 条 件 . 取 jo <n. 对 任意 的 1 一 0,… nA 


pin (nt) 之 piiti(t) “Pn—l,n (t)Dnn (nt — (n — 1)#) 
> Pii+1(t) :::ръ-1,п (t) (рь lt)’. 


可 以 找到 to > 0, 使 得 рь: (0) = № + o(t) > 0,8 = 1,…,n (0() 依赖 k), Я 
0 < t < to,Pan(t) > 1/2. ЖА = to/n,t = to 得 到 条 件 (40) 成 立 , 即 存 在 极限 
Pj = lim piy(t). 
由 于 两 种 Kolmogorov 方程 组 满足 注 3, 因为 5 是 有 限 的 , 而 2 pij(t) = 1 所 以 
Ap; = 1. 
J 


现在 找 出 平稳 分 布 六 根据 推论 6, WILBER RAE QP = 0, 即 方程 组 


_\ Т 0 
А 一 (入 十 间 2u 
. . | ро 
| | Pı 一 人 
А 一 (入 十 KU) (k++ Dk = 0. 
.. и 
А (А + (0 – 1)и) ти 
0 Д —пи 


将 矩阵 Or* 的 第 一 行 加 入 到 第 二 行 , .…, 将 第 大 TMA BIB b+ 1 行 即 后 一 行 (2 < 
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к<п- 1). 这 时 
—À u 0 
—^ 2u 
7 р= 0 
—À ти 
0 A —пи 


ЕЛА, 按照 坐标 有 


—Apk + WR + Прь+1 =0, k=.0,... п-1. 


k 
因此 , рьфі = ppk/(k +1), 这 里 р=Л/и. 由 此 可 得 pk = Pos 因为 对 解 满足 条 
n n -1 | 
件 Урат, po = (Хм). 进而 有 下 面 公式 成 立 
—0 =0 


k k! 
pp = LE k=0,1,---,n, (78) 


ЭА 
j=0 
Œ “HERE” (Queueing Theory) (群众 服务 理论 ) 中 , CRER R BA (Erlang) 公式 .. 


§20. 现在 来 解释 , 在 经 典 问题 中 怎样 自然 而 然 地 产生 前 面 所 研究 的 模型 , CA 
ATER 17 中 所 指出 的 转移 概率 ， 

设 有 某 个 “排队 系统 ” (“群众 服务 系统 ”, 俄 文 缩写 СМО), 是 由 п 个 相同 的 服 
务 装置 组 成 ， 需求 服务 的 人 群 流 要 进入 这 个 服务 系统 , 假设 需求 服务 的 人 群 流 构成 
Poisson Ў, 即 需 求 服 务 的 人 到 来 在 时 刻 £1, 6) 十 &2,… , 这 里 {tk} 生成 Poisson 过 程 
(参见 , 第 三 章 , 定理 2), 且 认 为 在 它们 的 每 一 时 刻 仅 有 一 个 需求 服务 的 人 . 

研究 “ 带 拒 绝 系统 ”, 也 就 是 说 , 如 果 所 有 的 服务 装置 已 被 先 来 的 需求 服务 的 人 
ВЕ ST, 则 这 时 新 来 的 需求 服务 的 人 将 被 弃 绝 (出 现 “拒绝 ”). 这 样 的 例子 如 , 当 电 
т НН Г. 如 果 有 了 空 的 服务 装置 , 则 新 来 的 需求 服务 的 人 瞬间 得 到 服务 (可 
以 研究 各 式 各 样 的 服务 规则 , 为 了 简化 我 们 将 不 去 涉及 . 我 们 这 里 , 认为 需求 服务 的 
人 无 论 进入 那 一 个 空 的 装置 是 无 关 紧 要 的 ; 在 每 一 个 服务 装置 中 , 若 一 个 服务 装置 
MTN, 有 且 仅 有 一 个 需求 服务 的 人 ). 自然 地 认为 系统 在 时 刻 t 的 状态 X 是 
服务 装置 被 占据 的 数目 . 

.现在 准确 地 刻画 这 个 服务 特征 . 假设 每 个 需求 服务 的 人 服务 的 时 间 都 是 具有 参 
数 为 и > 0 的 指数 分 布 的 随机 变量 n 除 此 之 外 , 每 个 需求 服务 的 人 都 是 彼此 独立 
У, 且 描写 服务 的 时 间 长 度 的 随机 变量 , 不 依赖 于 需求 服务 的 人 群 流 所 给 出 的 序列 
{ék}. 
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一 般 排 队 论 系统 用 alblc 表示 , 这 里 符号 a 指出 的 是 随机 变量 & 的 分 布 (根据 
前 面 所 说 , 需求 服务 的 人 到 来 的 时 刻 六 = & +... С, 这 里 & 是 独立 同 分 布 随机 
变量 , k > 1), b 表示 服务 的 时 间 长 度 的 分 布 , 且 不 依赖 于 {&4} ,，c 征服 务 装 置 的 数 
= 对 指数 分 布 来 说 , 传统 地 用 M 来 表示 . 这 样 , 我 们 所 研究 的 系统 是 MIAMIn. 4 
号 GIGle 可 说 明 关 于 所 利用 分 布 的 没有 特别 假设 (“ С”, General). 符号 以 后 有 可 能 
扩充 , 例如 , 当 在 需求 服务 的 人 到 来 的 时 刻 т, 不 仅 有 一 个 需求 服务 的 人 , MENA 
一 群 需求 服务 的 人 , 等 等 

如 果 N = {Ni,t > Ор 是 根据 序列 {6} 所 构造 出 的 Poisson 随机 过 程 . 事件 
Amlt,t 十 h) 表示 在 时 间 (tt 十 月 中 恰好 有 т 个 需求 服务 的 人 到 来 , 则 

(Ah)™ 


P(Am(t,t + h)) 一 P(Nitn — № = m) = ee, | т = 0,1,..: 


因此 ， 


P(Ao(t,t +h)) = № =1- №+0(1), Bh 04; 
P(Ai(t,t + h)) = АВе-^№ = AR +о(һ), Уһ OF: (79) 


Р | б А, (t,t + o) =1-е-^/® — Аел = o(h), 当 h 一 0+. 
m 22 


对 服务 的 时 间 长 度 随机 变量 n 的 分 布 密度 


не“, x 2 0, 
д) = 80 
Pnl ) É £< 0, ( ) 


即 对 xz,y > 0, 有 
OO 
Dr (z)az ce— 和 (z+y) 
=е_^* = P(n > т). (81) 


P(n > x+y > у) = = = 


оО елу — 
| pn(2)dz 
У 


进而 说 明了 , 工作 的 服务 装置 还 要 工作 时 间 zx 的 概率 , 不 依赖 于 这 个 服务 装置 
已 经 工作 了 多 少时 间 (在 具有 分 布 密度 的 分 布 函数 类 中 , 指数 分 布 是 唯一 的 满足 条 
件 (81) 的 ). 注意 ， 


рь = Р(п < h) =1 -e° =ph+o(h) Bh-0+. 


每 个 服务 装置 工作 不 依赖 于 其 他 的 . 因此 , 在 时 刻 t, 由 个 工作 的 服务 装置 中 
BEIDE h 时间 内 结束 工作 的 概率 是 Cl pl (1 一 ph)*~' (Bernoulli 概 型 ). 因此 , 设 
Bni(t,t +h) 表示 事件 “由 大 个 工作 的 服务 装置 中 恰 有 ! 个 在 (Lt +h] PAAR 
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工作 ”, 于 是 得 到 
P(Bri(t,t + h)) = k(1 — eT he 0—0) 
= k(uh + o(h)(1 — (k — 1) uh + o(h)) 
= Кий + о(№), МВ > 04; 


Р U Bpr a(t, t + a) = 1 — (1 — kuh) — kuh + o(h) = o(h), H h—0+. (82) 
[>2 | 

事件 C,,(t,t + h) 表示 系统 在 时 间 (t,t А] 内 实现 由 i 状态 转化 为 i RA, 
可 以 想象 为 如 下 面 的 形式 (为 了 书号 简单 , 在 集合 中 不 再 号 变量 t 和 t+h. WR 


1<i<n-1,M 


Ciitr = ArBiol Arai Biil---UArsiBii, Wr=1,---,n-i, 
Cii-r = АоВ; „ЈА: В; „ПЛА „В H r=1, i 


对 Сок 和 С. к(К =0,1,---,n) НИЕ. 利用 事件 {Ар 和 {Bme} 的 独立 
性 和 用 (79) RAI (82) R, 对 py(h) = P(Cy(t,t+h)) 导出 了 公式 , 它 在 前 面 的 “ 转 
BAR PRAHT. 

应 该 强调 的 是 , 我 们 只 是 借助 于 模型 来 说 明了 导出 Erlang 公式 的 意义 . 不 难 发 
现 , 这 里 涉及 了 一 个 重要 又 复杂 的 问题 : 借助 于 无 穷 小 特征 能 否 引出 一 个 马 氏 过 程 
(给 出 矩阵 О, 例如 , 解 Kolmogorov 方程 组 ). 事实 上 ， 回答 这 个 问题 并 不 是 那么 很 简 
单 的 (参见 , 本 章 的 补充 ). 


$21. 再 一 次 回顾 公式 (78). 4 k= n 时 , 对 量 р, 可 以 理解 为 在 平稳 的 状况 
下 , 需求 服务 的 人 被 拒绝 的 概率 , 即 经 过 很 长 的 时 间 , 所 有 п 个 服务 装置 被 占据 满 了 
概率 , 它 接近 于 р, (推论 3 保证 pj(t) 以 指数 快速 收敛 于 р). 下 面 的 表 (参见 ，[19; 
р48,49]) 





说 明了 , 在 负载 系数 p = 和 /4 与 服务 闭 轩 的 数量 成 比例 的 扩大 ， a 可 以 显著 地 减少 被 
拒绝 的 概率 (在 平稳 的 状况 下 ). 对 р 的 负载 系数 称呼 与 随机 变量 т 的 指数 分 布 有 关 
(参见 (80)), 这 时 有 En = 1/ 因此 р 是 一 个 需求 服务 人 的 平均 服务 时 间 与 要 进入 
这 个 服务 系统 两 个 需求 服务 的 人 的 间 隐 时 间 的 平均 时 间 的 比 。 

注意 , 服务 装置 被 占据 的 平均 数量 (在 平稳 的 状况 下 ) 等 于 > КРь = р(1 — Pn). 

值得 注意 的 是 , Erlang 公式 在 更 一 般 的 情况 下 起 作用 , 特别 是 当 一 个 需求 服务 
人 的 平均 服务 时 间 与 前 面 的 一 样 , 等 于 1/, 但 是 这 时 的 时 间 分 布 不 一 定 是 指数 分 布 
(参见 [66]). 
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补充 与 习题 
1. 试 证 定义 (1) 等 价 于 , 对 每 个 和 e T 和 任意 的 A EF, BE 多 >。 满足 等 式 


Р(АС|Х,) — P(A|X,)P(C|Xz). (83) 


注意 , 如 果 (Fer БЕДЕ X = {Xt eT} 的 自然 o 一 代数 流 , WE 
(83) 形式 的 马 氏 性 定义 具有 对 称 性 (相对 于 “过 去 ”和 “将 来 ”) RRA, 这 意味 看 , 在 
固定 “现在 ”的 情况 下 ,“ 过 去 ”和 “将 来 ”是 条 件 独 立 的 . 

2.  Х = {Xat Ee T) ЕД TCR. 试 解释 , 为 什么 {Xi,t e€ U} 这 里 
U cT, 同样 是 马 氏 过 程 . 特别 的 , 如 果 {X,t Ор 是 马 氏 过 程 , 则 对 任意 的 A > 0, 
过 程 Xe = {XkaA,k 之 0} 也 是 马 氏 过 程 . 相反 的 结论 对 吗 ? 

3. 设 X = {Xi,t > 0} 是 对 每 个 上 取 值 于 可 测 空间 (5, 8) NS КЕ, H (V, е) 
是 可 测 空 间 , 函数 hi: $ 一 М, hi Е BE t > 0. 试 证 , 对 每 个 上 > 0, WR А, 是 一 一 映 
Ht, WY = {у = Һ(Х,), > 0} 同样 是 马 氏 过 程 . 试 举例 说 明 , 如 果 一 一 映射 的 条 件 
不 满足 , 则 这 个 结论 可 能 不 成 立 . 

4. 设 X = {Xi,t 0} 是 取 值 于 SC 有 的 马 氏 过 程 , Н У, = [X] 这 里 |] 是 数 
的 整数 部 分 . У = {Yi,t > 0} 是 否 是 马 氏 过 程 ? 

5. (与 习题 3 比较 ). RW = {W(t = (Wi(t),---,Wm(t)),t > 0} т Ж Brown 


1/2 

运动 , X = {Xm(t) = У wee] | 520] АЖ (Bessel) 过 程 , 即 过 程 W 的 
向 径 部 分 . Xp, LEVEE RAE? 注意 , Mt > 0 时 ,对 m =1 ХО = MAN 

6. #Х = {Xat > 0} MY = {Ynt > 0} ЯВА. WH x+y = 
{X,+Y;,t > 0} 和 XY = {X.Y,,t> 0} 是 否 是 马 氏 过 程 ? 对 特殊 的 情况 , 当 У, = c(t), 
这 里 c(t) 是 确定 性 函数 时 , 有 何 结论? 

7. 设 {Xk k =0,1,---} PRAMS. 假设 对 те [k,k+1),k =0,1,---, Xi = 
(t —k)X_ + (К +1- 2) Хера, WARE (0, оо) 上 具有 节点 (k, Хь) 的 连续 折线 . 过 程 
X = {Xi,t > 0} 是 否 是 马 氏 过 程 ?Y = {У, = Xy t 0), 这 里 [] 是 数 的 整数 部 分 ， 
是 否 是 马 氏 过 程 ? 

8. Ша, =... ЖЫ 1/2 概率 取 值 于 1 和 -1 的 独立 同 分 布 随 机 变量 . H 50 = 
0, Sn = & +::: + ё, п> 1 xX, = pmax, Sk. WUE X = {X,,n 2 0} 不 是 与 氏 

9. Жени CORES RUE. 试 构造 出 实 马 氏 过 程 X = {Xi,t € T}, 
且 对 所 有 的 te 了 有 ЕХ. < оо, 但 它 不 是 鞭 的 例子 . 

10. 设 n, één 是 独立 随机 变量 , Н &,5,... 具有 [0,1] 上 均匀 分 布 , 7 хе 
具有 分 布 函数 Fa) 的 实 随机 变量 . Bit, SG <n, WS, = 1, № ё > т, W 
Sn = -lm = 1,2,:::). {Sn n 2 1} 是 否 是 齐 次 马 氏 过 程 ? 
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11. 如 果 条 件 (12) 仅 对 函数 f(x) = т,хе В, 成 立 , ЗЕ Gauss WH X = {Xi,t 之 
0} 是 否 是 马 氏 过 程 ? 

12. 试 证 实 Gauss ДЕ X = {Xi,t € T},T C RR 是 蕊 氏 的 当 且 仪 当 对 任意 的 
ty < to < t3(ti,te,t3 € T) 成 立 下 面 的 等 式 


r(t1, ta)r(t2, #2) — r(ty, to)r(te, t3), 


这 里 r(s,t) = cov(Xs, Xi) s, t ЕТ. 分 式 Brown 运动 是 否 是 马 氏 过 程 ? 

13. Ornstein - Uhlenbeck 过 程 (第 三 章 定 义 13) ввела КЕ? 

14. 设 P(Xo = 1) = P(Xo = -1) = 1/2, Xo 且 与 具有 强度 为 > 0 的 Poisson 
过 程 N ={N,,t > 0} 独立 . 设 过 程 X = {Xi,t > 0} 在 Poisson 过 程 跳跃 点 处 改变 
目 己 值 为 相反 符号 的 值 . 过 程 X 称 作 电 报信 号 , 是 否 是 马 氏 过 程 ? 试 画 出 这 个 过 程 
的 轨道 图 形 . 

15. XÍ x > 0 т, =inf{t О: W(t) = r}, AB W = {W(t),t > 0} Æ Wiener 
WE. 试 证 {ra,e > 0} 是 独立 增 量 过 程 (因而 , 根据 定理 3 是 马 氏 过 程 ). 

16. & X = {Xi,t > 0} 是 马 氏 过 程 . 对 s > 0 ENTE Y = {и = Xt t € 
[0, 5] }. У 是否 是 马 氏 过 程 ? WR X BPA, 过 程 了 也 一 定 是 齐 次 过 程 吗 ? 

17. UE Brown 桥 (参见 第 五 章 89 的 定义 ) 是 非 齐 次 马 氏 过 程 . 

18. 设 X = {Xi,t 2 0} 是 在 [0, оо) 上 的 随机 过 程 , 了 = {Yi = (Xa, t), t > 0}. 试 
证 过 程 X SY 是 马 氏 的 上 只 能 是 同时 的 . 试 证 , WR Y 是 马 氏 过 程 , 则 这 过 程 一 定 
是 齐 次 的 . 马 氏 过 程 X SY 的 转移 函数 有 何 联系 ? 

非常 有 趣 的 是 马 氏 过 程 具有 同样 的 有 限 维 分 布 , 但 是 可 能 有 不 同 的 转移 函数 , E 
如 下 面 的 例子 给 出 的 . 


例 3. BWS=R,B=AR),T = (0,00). 取 初 始 分 布 Q = бо (2 (Dirac) W 
度 , 集中 于 0 AW). 对 z € RR,t > 0, В є AR) 引入 函数 


—ы 


P(z,t,B)=1p(x), Pl(z,t,B)= 1в(т 十 Sgn т), 
这 里 , sen x 是 根据 (IV.16) 所 定义 的 . 


很 容易 看 出 , P 和 P 具有 在 812 中 的 性 质 1°)~4°), 因此 , 是 转移 函数 .利用 
(35) 式 , 可 得 由 P 和 P 导出 过 程 的 有 限 维 分 布 , BSF 0. 

19. BX = {Xit > 0} 是 对 每 个 t RETEA Polish 空间 5 的 齐 次 马 氏 过 程 . 
试 证 , 存在 可 测 函 数 hs : 5 х [0,1] + S,s > 0 (El hs є :2(5) ® A(0, 1])|A(S), s > 0), 
和 具有 均匀 分 布 的 随机 变量 0, ,, БАУР {X,,0<u<t} 对 任意 的 t,s > 0, 使 
得 有 Xis = hs(Xi, 0t s) as., 对 所 有 的 ts > 0. 

20. 设 取 值 于 R” 的 齐 次 马 氏 过 程 , 它 的 转移 函数 具有 性 质 : 对 所 有 的 х,у є 
R” t >0,B € A(R”) 有 P(x,t,B) = P(x +y,t,B +y). 试 证 , 这 个 过 程 具有 独立 
增 量 . 
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21. 试 证 , 具有 强度 为 > 0 的 标准 Poisson 过 程 服从 “强大 数 定律 ”: ЧЕ оо 
时 , 有 N(t)/t А a.s.. 

22 (“等 待 时 间 的 悖 论 ”). 设 根 据 第 二 章 定理 2, 利用 具有 指数 (参数 为 Л) 独立 
随机 变量 序列 (Git М 构造 的 Poisson WHE N = IN, t 2 OF ok, 对 固定 的 上 >0 随 


机 变量 G = р» &; 一 上 的 分 布 , 即 积累 部 分 和 Sk = У Е.К > 1, “RR КЭР t 的 


Е. 与 这 个 相关 的 是 下 面 等 待 问题 & 6; 是 在 给 定 的 车 站 上 ， 两 辆 公共 汽车 到 达 之 
间 随 机 时 间 的 区 间 . 试问 如 果 是 时 刻 二 在 车 站 将 要 等 候 多 少时 间 才 能 等 到 下 一 辆 全 
共 汽 车? 
23 (习题 22 的 继续 ). 试 证 对 每 个 固定 的 时 刻 + > 0, 前 面 所 引入 的 随机 变量 
СЕМ, +2, Ем 43, 构成 具有 参数 为 和 指数 分 布 的 独立 随机 变量 序列 . 
与 Poisson 过 程 有 关 的 , 我 们 将 较 仔 细 地 讨论 没有 重复 点 的 随机 点 过 程 的 基本 
设 在 某 个 概率 空间 (0, F,P) 上 给 定 随 机 变量 序列 {rj 使 得 对 w є 9. 
里 P(Qo)=1 有 
О<т <т<..., п oA m > оо. (84) 
定义 11. PDE SMe E u: A(R) х9 2. = Z Uo) 由 


ш) = > nw (В), B € (К), weQ, (85) 
k=1 


给 定 , 这 里 , 序列 {re be ВИН, 6, 是 Dirac 测度 . 


对 每 个 固定 的 w Е Qo, BR, (ш) 是 在 A(Ri) 上 的 取 整 数值 的 测度 . 条 件 
(84) 导致 ulw) EEA (Radon) 测度 , NER, 中 紧 子 集 上 有 限 测度 , 因此 , pw) 
对 这 些 w 是 在 ZR) 上 o- 有限 测度 . 

注意 , 引入 的 构造 给 出 了 没有 重复 点 随机 点 测度 , 即 测 度 , WEA x({t},w) <1, 
ВТЕ) еВ Al w Eo. 


定义 12. 对 上 > 0 以 如 下 方式 引入 随机 点 过 程 了 = {Y (t), t > 0} (这 里 了 (0) = 
Q): 

Y(t,w) = w((0, t],w) = > 1 (0,4) (Te (w (86) 

这 里 点 随机 测度 jy 是 由 (85) 式 给 出 的 . | 


ER X t eR, M neZ, = {0,1,---} E {У 2п} = {m <t}, 因此 ,对 每 个 
tER,,Y(t)e Ям, ЖЕ м 是 с 代数 , 由 所 有 有 限 或 者 可 数 Z, 的 子 集 所 组 成 

24. 设 对 所 有 的 В є A(R.),m(B) = ЕЖВ, -), 这 里 p(B,-) 是 由 (85) 式 给 出 . 
函数 m(:) 是 否 是 在 ZR+) 上 的 测度 ? 具有 强度 为 局 部 有 限 测 度 m 的 Poisson 过 程 
是 否 可 以 表示 成 (86) 式 的 形式 ? 





+ 194 - 随机 过 程 论 


25 (与 第 五 章 定 理 14 比较 ). АЛЕНЕ (86) 式 是 Poisson 的 , MR У 是 
独立 增 量 的 , AE В, 上 随机 连续 的 (参见 (1.56)). 

26. 根据 定理 3, 随机 变量 HG +--+ & REN, 如 果 各 项 是 实 独立 随机 变 
E, 则 构成 马 氏 链 . 如 果 {ть,К E №} 是 满足 条 件 (84) 式 的 任意 马 氏 链 , 那么 (86) = 
是 否 是 与 氏 过 程 ? 


定义 13， 设 在 某 个 概率 空间 (Q, F,P) 上 给 定 具 有 强度 为 和 = 1 的 Poisson 过 
FE N = {N(t),t > 0} 和 与 它 独立 的 随机 过 程 A = {A(t),t > 0}, 其 具有 as. AR, 
有 限 , 右 连 续 , 从 0 出 发 的 轨道 . 被 称 作 考 克 斯 (Cox) 过 程 Z = (Z(t),t > 0}, 这 里 
Z(t,w) = N(A(t,w),w), X t2 0,w ER. 


27. Cox 过 程 是 人 否 是 马 氏 过 程 ? 
定义 14， 称 作 随 机 过 程 X = {X(t),t > 0} Я “УНР, 如 果 


X(t,w) = 5 a(t — rlo), t>0 (87) 
k=1 
是 有 限 的 , 这 里 , 有 界 Borel HALO: 及 一 В, 随机 变量 (k CN) 满足 条 件 (84) > 
(保证 对 每 个 上 > 0 级 数 (87) RERE Qo 上 以 概率 1 收敛 ). 

在 其 他 的 一 些 文献 中 会 遇 到 一 些 与 “分 数 白 噪声 ”相关 的 问题 . 例如 , 在 (87) 式 
中 引入 随机 振幅 和 规范 因子 . 甚至 于 研究 给 定 在 RY ERRARE BPS. 

28. 试 求 过 程 (87) 式 的 协 方差 函数 , 如 果 序 列 {ть} к: 给 出 了 有 具有 强度 为 和 的 
Poisson 随机 点 过 程 . WOR IAN ф 是 Lebesgue 可 积 的 , 是 否 对 每 个 t > 0, 级 数 
(87) 式 就 以 概率 1 收敛 . 

给 出 标 值 随机 点 过 程 的 定义 , 它 是 前 面 引 入 的 “随机 点 过 程 概念 的 目 然而 然 的 
推广 . 假设 除了 随机 变量 序列 {ть}: 满足 条 件 (84) 式 的 之 外 , 在 同一 个 概率 空间 
(Q, F,P) 上 有 某 个 实 随机 变量 序列 {пк}, “ЕЯ” 在 时 刻 mk > 1 Е. Я, 可 
以 想象 在 随机 时 刻 六 保险 公司 要 付出 一 些 随 机 数值 ук. 下 面 将 给 出 量 k21 A 
“ 标 值 ”或 “标记 ”, 直观 解释 . 


定义 15. 被 称 作 标 值 随机 点 过 程 是 下 面 形式 的 过 程 (以 集合 C 为 指标 的 ): 


(C; WwW) = Уб о), (C), C € A(R) х AR), wen. 
k=1 
PR BC 
Y(t, D;w) = a((0,t] x D;w), 120, De A(R), 
称 作 计数 函数 (5 (86) 式 比较 ). 
根据 (85) 式 有 
u(B,w) = (Вх К, ш). 
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际 此 之 外 ， 
0, 4 Y(t,w) = 0, 


oy JYO 
We Diw) S 15(7к), Á Y(t)2l, (88) 
k=l 


这 里 过 程 У 由 公式 (86) 给 出 的 . 

29. 对 固定 的 D E A(R), WH Y(t, D),t >0 的 轨道 图 形 . 

30. 设 N = {N(t),t > 0} 是 具有 伴随 测度 m = т) 的 Poisson 过 程 , 它 的 跳 
RA N 给 出 了 序列 {тк} кр. НЯ {пк} > 是 独立 同 分 布 实 随机 变量 , ам (ик) = Р. 
取 D e A(R), 使 得 P(D) > 0. АЕ, НАЗ (88) ARER ARTE ERA 
测度 m(-)P(D) 的 Poisson 过 程 . | 

关于 随机 点 过 程 和 场 , 参见 , 例如 , (111, 178]; 特别 是 关于 标 值 随机 反 过 程 , 参见 
[156]. | 
现在 , 给 出 关于 (标准 的 ) 马 氏 链 X = (X(t),t > 0} 的 无 穷 小 矩阵 О MBAR 
行为 之 间 联 系 的 直观 表示 . 设 


qi :二 一 qii < оо, 对 所 有 的 ieS. (89) 


过 程 ERB (0, оо) 上 是 随机 连续 的 , 根据 第 一 章 定理 13, 它 有 可 分 修正 (НИТ 
任意 的 一 个 可 数 的 可 分 集 R C [0,co)). 设 在 时 刻 s > 0, 过 程 以 概率 P(X(s) = 1) £0 
处 于 状态 i. 这 时 , 对 任意 的 上 > 0 (考虑 到 过 程 X 的 可 分 性 ) 有 


Р(Х(и) =i,s <и< 8 +4.Х(8) = i) 


1 | 
= РОДЕ РОК = bs Su< st 


1 
= ^^ а P(Xlu)=i, 对 u=s+tko-",k =0,--- ,2" 
P(X(s) = 1) n 300 ( (u) t, 对 u=s+ 3 ; ; ) 
— lim (pat? = exp{—qit}, (90) 
п — СХ 


因为 由 а; 的 定义 得 到 


pii(h) =1—qh+o(h) 当天 一 0 十 时、 


如 果 t 二 0 则 公式 (90) 左 半 部 分 等 于 1, 因此 给 出 的 关系 式 对 所 有 的 t > 0 成 立 . 
公式 (90) 左 半 部 分 是 在 时 刻 s 时 过 程 X 处 在 状态 i 的 条 件 下 , 在 时 刻 s 以 后 

继续 待 在 状态 的 时 间 不 少 于 t 的 条 件 概 率 . 这 样 , 结果 不 依赖 于 5, 好 像 对 齐 次 过 程 

以 前 发 生 的 那样 . 因此 , 可 以 谈论 过 程 从 任意 的 时 刻 起 , X 待 在 状态 i 时 间 长 度 
这 样 , 就 证 明了 (与 第 二 章 定理 2 比较 ) 


定理 12.， 设 齐 次 马 氏 链 和 二 {X 人 上 > 0} 满足 条 件 (89). 这 时 , 过 程 待 在 任 
意 的 状态 i 条 件 时 间 长 度 是 具有 参数 qi 的 指数 分 布 . 
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对 马 氏 链 , 正如 在 81 中 所 指出 的 , 重要 的 是 状态 的 分 类 问题 IRN, 周期 的 状 
SS). 对 离散 时 间 的 马 氏 链 , 这 方面 内 容 可 以 参见 , 例如 , [85, 78, 101]. 


定义 16， 状态 i, 对 它 有 0 < g; < co, ЕЗ и. Ча = 0 时 , 状态 i 称 作 吸 
引 的 . 如 果 qi = оо, 状态 i 称 作 瞬时 的 . 


如 果 过 程 进 入 到 吸引 的 状态 , 则 它 将 “永远 ”每 在 那里 (这 是 由 于 (90) A, 4 
qi = 0 BY). 

AUT ARRYE “ВЕНА”. 将 在 习题 中 解释 . 

31. 设 在 状态 i а; = ©. 这 时 过 程 Х 待 在 那里 正 的 时 间 长 度 的 概率 为 0, Вр 
进入 到 这 个 状态 , 瞬间 即 离开 它 . 

具有 了 瞬时 状态 的 马 氏 链 是 非常 复杂 的 . 有 趣 的 是 , 存在 齐 次 马 氏 链 的 例子 , CH 
所 有 状态 都 是 有 瞬时 的 (参见 [21]). 

设 过 程 X 是 保守 的 (参见 (63) 式 ). 4G 40 © q/q j Fi 可 以 解释 为 由 状 
态 i 到 状态 7 转移 概率 的 强度 . 准确 地 说 , WT 7 了 i,t>0 


Е; (р) := P(X (s +t) = 7X(s) = 1, Х(8 +2) £ 4). 


很 容易 看 出 
Fijt) = pij(t)/(1 — p(t) > а/е 当 上 一 0+ 时 (91) 
如 果 0 <g<oo 和 У gy < ф, W1- У а/а. 可 以 看 作 “过程 进 入 到 无 穷 概率 
1924 334 

的 强度 . 

上 面 给 出 的 矩阵 О 元 素 的 解释 , 自然而然 地 用 下 面 的 方法 可 以 构造 马 氏 链 , 该 
方法 属于 Doob. | 

55 是 有 限 或 可 数 集 , X = {X(t),t > 0} 是 具有 无 穷 小 矩阵 Q КИТЫ КЕ, 
{tn}n>1 和 {Tm}n>1; 使 得 ni 具有 任意 的 分 布 ， 


P(r, > # = 1) = е7, t>0, ieS, (92) 
№ n>1,1,9,01,---,in E€ S, 21, ,Tn Е В Я 


Р(7+1 一 у] = 11, Tn — Фи, N1 = 1, - “о т-1 7 in—1, In = in) — qij [qis 1 天 J, 
P(Tn+1 — Tn > Им = £1, ,Th = Жи, Т = i1, Па = În, Пт = j) = e 4", (93) 
32. АЛЕ, 在 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 存在 前 面 所 述 的 随机 变量 序列 {о а> 和 


{тъ ырл, 且 满 足 条 件 (92) 和 (93) 式 ， 这 时 , 0 < п < lw) < … as.. 是 否 有 
lim Tn = оо a.s.? TRUE, 当 sup qi < оо 时 , RAWAL. 
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33. Ў то(ш) = Oas.. 利用 在 习题 32 中 所 述 的 随机 变量 序列 Mm, т. (п > 1), 认为 
满足 条 件 (84) 式 , 引入 过 程 = {Y(t),t > 0}, BEX n21% (ш) <t< mlw) 
НУ, Y(t,w) = mlw) OF w АЗ n > 1 149 m-i) = mlw), & Y(t,w) = 0). 试 证 
Y 是 具有 与 过 程 X ( 它 确 定 了 矩阵 Q) 同样 有 限 维 分 布 的 马 氏 过 程 . 如 果 某 个 量 q 
等 于 0, 如 何 修 正 引 入 的 构造 ? 

与 上 面 最 后 两 个 习题 有 联系 的 应 该 注意 下 面 的 习题 . 

34. WUE, sup qi < оо 4AM4 +t 0+ 时 一 致 地 对 i e $ 有 p(t) 一 1 (或 者 等 
价 的 , BOBR ij € S, 当 t 一 04 有 pult) > by). 

35. 试 举 出 不 满足 条 件 (49) (标准 的 ) 例子 . 试 举 出 满足 性 质 (49) sh, 但 不 满足 
条 件 (89) 的 例子 . 

在 习题 33 中 指明 了 , 如 何 才 是 保守 的 无 穷 小 矩阵 Q, 构造 马 氏 过 程 , 其 具有 无 
穷 小 矩阵 为 Q 的 转移 概率 半 群 . 这 个 问题 的 另 一 种 提 法 是 根据 半 群 的 生成 元 (无 穷 
小 矩阵 ) ЖЖ Я ЗЕ (РИ), (BIL, 例如 , [23])， 如 果 我 们 成 功 地 构造 了 随机 半 群 
(Poo 它 具 有 给 定 的 矩阵 О 为 无 穷 小 矩阵 , 则 随后 定理 5 保证 构造 过 程 本 身 具 
有 转移 矩阵 P(t) (甚至 于 是 一 族 马 氏 过 程 , 因为 是 依赖 于 初始 分 布 而 改变 ). 为 此 , 在 
这 方面 提出 了 下 面 的 习题 

36. 设 状 态 空间 5 是 由 有 限 数 N 个 元 素 所 组 成 , 转移 和 矩阵 P(t) 是 标准 的 . 试 
证 , 这 时 这 个 矩阵 有 如 下 的 表示 : 


P(t) =exp{tQ}, t20, (94) 
这 里 Мх М 和 矩阵 Q 满足 条 件 : 
Wits A qu > 0 和 对 每 一 个 i 有 》 gij =0 (95) 
相反 的 , 如 果 和 矩阵 О 满足 条 件 (95), 则 公式 (94) 确定 一 个 标准 的 转移 概率 矩阵 . 
现在 研究 更 一 般 的 具有 实 的 元 素 的 矩阵 О = (quizes, BBS 是 可 数 的 ， 
是 当 i 关 j 时 有 a; 20,4, = 一 gii 20, 对 ieS 有 S qij <0. (96) 
2 
提出 如 下 的 问题 : 是 否 存在 随机 半 群 (P(t))szo 具有 自身 的 无 穷 小 矩阵 是 矩阵 Q? 


寻求 这 个 问题 的 解 , 最 方便 是 从 半 随 机 短 阵 类 (P(t)) со 开始 , 它 正 如 以 前 所 述 ， 
满足 条 件 (37), 而 在 (39) РЖ ууру (0) = 1,t > 0,1 Е S 给 予 了 较 少 的 限制 


BOK > pi 的 < 1,t > 0,1 € 5. 这 个 问题 的 解 通常 称 作 Q- №, 意味 着 是 : 如 果 
2 

Spyt) = 1 对 所 有 的 t > 0,7 е 5, 则 说 是 正常 解 (或 过 程 ), 而 如 果 满 足 的 只 是 不 等 

J 

A D py(t) < 1,t > 0,i €S, 则 说 是 非 正 常 解 . 在 第 一 种 情况 下 , Le A 





‚ 198. | 随机 过 程 论 


链 (自然 是 可 以 改变 初始 分 布 ), 它 具 有 转移 概率 pij(t),t > 0,1,7 6 5. ERCP 
F, 也 可 以 构造 相应 的 马 氏 过 程 X, 它 是 扩充 了 状态 空间 5, 附加 了 补充 点 , 例如 说 
о, 且 对 它们 定义 如 下 面 形式 的 转移 概率 p..(t): 


“115, Plt) = pig(t) М Boog (t) = бо» Pilt) =1- У pyt), #20. 
j 

与 上 所 述 有 关 的 是 研究 Kolmogorov (В УЖИН Ja) 方程 组 解 的 存在 唯一 性 问题 . 
许多 作者 利用 不 同 的 方法 研究 了 该 问题 . 费 勒 (Feller) 利用 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变换 . 
КУК (Reuter) 和 列 杰 尔 曼 (Lederman) KATA ЕЕ” НН Q 的 方法 . 
WERK (Kato) 借助 于 扰动 理论 (详细 参见 , 例如 , [1]). 

有 趣 的 是 , 方程 (65), (72) 本 身 可 以 认为 或 者 是 锋 意 义 下 ,， ( 即 所 有 的 pl, (t) 对 
t> 0 是 连续 , 且 研 究 的 方程 对 所 有 的 t > 0 是 成 立 的 ), 或 者 广 意义 下 , 即 pij(t) Æ 
对 连续 , 且 研 究 的 方程 对 几乎 所 有 的 ( 依 Lebesgue WE) t > 0 是 成 立 的 . 

37. 试 证 , 在 上 述 的 两 种 意义 下 (在 狭 意义 下 和 广 意 义 下 ), 对 Kolmogorov 方程 
组 来 说 是 等 价 的 . 对 向 前 方程 , 这 个 结论 得 到 需要 克服 相当 大 的 困难 . 


定理 13. 设 满足 条 件 (96). 这 时 , 存在 Q- Ж, AHA Kolmogorov 向 前 方程 
#1, 也 满足 Kolmogorov 向 后 方程 组 . 除 此 之 外 , 向 后 方程 组 (64), 在 半 随 机 敌阵 类 
中 有 唯一 正常 Q- 解 的 充 要 条 件 是 同时 也 对 向 前 方程 组 (71) 成 立 . 


详细 的 证 明 可 以 参见 , 例如 , [1]. 


定理 14 ([180]). RE @ 满足 条 件 (96), 且 是 保守 的 . 这 时 , 下 面 两 条 件 之 
一 都 是 存在 唯一 Q- 解 的 充 要 条 件 . 

1. 对 茶 个 入 > 0 方程 (Q – Арх = 0 的 唯一 有 界 解 是 并 = (0,0,---)*, 其 有 界 解 
意味 着 sup |x| < оо. 

2. 对 某 个 入 > 0 方程 (Q — AT) x =0 ay ЗЕЯ A Fi RR T 一 (£1, T2, 7 )*, 其 中 
所 有 zi 0, 对 该 方程 来 说 是 x 二 (0,0,---)*. 

38 (参见 习题 34). UE, WR sup gq; < оо, 则 Kolmogorov 向 前 、 同 后 方程 组 有 

唯一 解 . 

| 有 趣 的 是 , Kolmogorov 方程 组 解 的 存在 唯一 性 问题 与 马 氏 链 轨 道 性 质 有 天. IE 
如 下 面 的 定理 . 

定理 15 (参见 , [82; р.341]). Ж 9 qi < оо. 这 时 Kolmogorov 向 前 、 向 后 
方程 组 成 立 的 充 要 条 件 是 , 几乎 所 有 的 轨道 具有 下 面 的 性 质 : 如 果 , 从 一 方面 (从 左 
面 或 者 从 右面 ) 当 s 一 t HA X(s,w) 一 оо, 则 当 s >t HA X(s,w) 一 оо 从 两 
方面 . 


对 Kolmogorov 方程 组 解 的 唯一 与 不 瞧 一 性 ， 生 灭 过 程 是 一 个 很 好 的 例子 . 
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EX 17. 具有 状态 空间 5 = {0,1,---} 的 齐 次 马 氏 过 程 X = {X(t),t > 0} Ж 
作 生 灭 过 程 , 如 果 它 的 无 穷 小 矩阵 О 具有 下 面 的 形式 : 


д1 = ш, 9 = (Ai + ш), Git =A Gy =O, У |-> 1, 


这 里 uo =0,4;>0i21M A, > 0,i > 0. MRA is 0 有 ji = 0, WATE 
是 纯 生 过 程 , 而 如 果 对 所 有 的 i > 0, AA, = 0, 则 称 过 程 是 纯 灭 过 程 . 


39. 设 纯 生 过 程 , Н.Л; ”< оо. UE, 这 时 Kolmogorov 向 前 方程 组 有 唯一 
解 , Kolmogorov 向 后 方程 组 有 无 穷 多 个 解 . WUE, 对 纯 灭 过 程 , Н р; <.оо, 则 


Kolmogorov 向 后 方程 组 有 唯一 解 , Kolmogorov A) BI AAA AF 多 个 解 其 中 正好 
有 一 个 正常 解 . | 
为 了 对 生 灭 过 程 的 一 般 结 果 的 表述 , 引进 如 下 面 的 符号 . 设 


по 一 1, Ли = (AoA1 - - : Ак-1)/(Норл Ar) n €N, 


OO ту т— 1 со 
R=S nt) Ут, S= У т У (Ат), Т=У (rn + (Ата) 1). 
?一 ] 0 n=0 


n=l n=2 i= 


定理 16 (Leiderman 一 Reuter). ЖЖ О 是 保守 的 ， 且 满足 条 件 (96). 
这 时 ， 
1. # R= оо, 则 正好 存在 一 个 Q- 解 , 它 是 正常 解 , 且 满足 向 前 方程 组 . 
2. # R<% fa 5 = ою, WHA St Q- м, 且 仅 有 一 个 满足 向 前 方程 组 , 但 
该 解 是 非 正 第 解 . 
3. R< #5 <оо, 它 等 价 于 条 件 丰 < œ, 则 存在 无 穷 多 个 Q- м НИХ 
向 前 方程 组 , 但 仅 有 一 个 解 是 正常 解 . 


前 面 研究 的 只 是 离散 状态 空间 5 的 马 氏 链 所 满足 的 Kolmogorov 同 前 、 问 后 方 
程 组 . 应 该 指出 的 是 , 与 此 相关 的 是 在 1931 年 Kolmogorov 的 经 典 工 作 “ 概 率 论 中 
的 分 析 方 法 ”( 参 见 [33]). 在 那里 对 更 广泛 空间 , 特别 是 对 S = Rs SHAT A. м 
后 方程 组 . 这 时 , 相应 的 向 前 、 向 后 方程 组 已 经 是 偏 微分 方程 . (这 样 的 问 前 方程 的 
一 些 类 型 , 较 早 在 物理 中 被 福 死 (Fock) – 普 朗 克 (Planck) 研究 过 .) 关于 这 方 回 的 研 
究 , 可 以 导出 扩散 过 程 的 模型 , 参见 , 例如 , [12, 76, 192]. 在 第 八 章 我 们 将 作为 随机 微 
分 方程 的 解 来 研究 扩散 过 程 的 构造 . 

在 一 般 理论 中 与 马 氏 过 程 概念 相提并论 ， 且 非常 重要 的 是 随机 过 程 蕊 氏族 的 

设 (St, Beer 是 Borel 空间 , T c Е, H P(s, x,t, B) 是 转移 函数 ， 取 任意 的 
s c T 和 作为 初始 分 布 取 测度 Q) = 5,(-), 这 里 тє S。 在 某 个 概率 空间 上 存在 马 
氏 过 程 

Хэ = {ХЕ T; := [s,œ)NT}, 





г 200 - 随机 过 程 论 


共有 给 定 的 转移 函数 , 使 得 有 XS? = zx a.s.. 借助 于 Kolmogorov 定理 , 这 个 过 程 Хз 
可 以 在 空间 (Sr ,多 r ) 上 直接 地 给 出 (参见 (1.42)), ARPA Qı = Law(X®*). 
在 Я = Sr 上 ,利用 下 面 的 公式 重新 定义 过 程 


УР” (и) := ХР” (птт,и), ЕТ, wE ST. (97) 


这 里 лег, 表示 函数 由 集合 T 到 集合 T, 的 压缩 映射 ， 引入 o- 代数 Fos := 
wp, Bro 且 在 其 上 定义 测度 Poe = Ч; TTT, 
不 难看 出 , YS? = fte Ts} 是 在 (Q, Fs, Psa) 上 的 随机 过 程 . 


定理 17. MHA ЕТ тсе 5,, Ц У?" = {Y7 (w), te Tsw E€ Q} 是 在 


(Q, 多 >s,Ps,z) LA RH, 且 具 有 转移 函数 Pls, x,t, В), 除 此 之 外 , (RM Py) A 


Yo" = T a.S.. 


WE. 因为 Уз = т, EA Q, = 6, 是 显然 的 . 验证 , 对 任意 的 点 ut Є T(u <t) 
Ж B Ee B 有 


Ps «(УР є BIYE) = Р(и, Y”, t, В) (as. 依 测度 Poz) 
为 此 只 需要 证 , 对 任意 的 De 2, 有 


P, (Y$? Е В, У3= € D) = ] Р(и, Уз t, В)аР, z. (98) 
[zeeeD] 


利用 在 空间 (Sr,, Zr, Qs,z) ES RAE Xsz 有 


] P(u, У?" , B)dPs 2 = ] P(u, Xè” t, В)а В: z 
{ЕВ} [X ED} | 


= Q,2(X;" € В, ХЗ" Е р) =P, „(Үү € В, УЗ €D), 


于 是 证 明了 (98) 5X. 
Whe Ys? 的 马 氏 性 , 即 性 质 (12) 类 似 可 以 验证 ， 口 


注意 , 对 过 程 Ysz 来 说 , (97) 式 的 表示 是 相当 的 复杂 , 在 积分 由 一 个 空间 过 渡 到 
另 一 个 空间 的 时 候 , 为 了 方便 应 用 公式 (1.23), 引入 下 面 的 简化 . BAX te Ti,w EO 
有 У” (&) = w(t). 另 一 方面 可 以 说 ， 我 们 已 经 有 表示 完全 化 了 一 个 直接 给 出 的 过 程 
У = {Y(t),t eT}, Bi Y(t w) = w(t), t € T,w E€ Q = Sr, БАЦАЧА T PÉS в, 
Ч t > s(t є T) 时 进行 研究 . 这 个 过 程 , 可 以 看 作 在 Т, W (Q, Fzs, Pea) 上 的 过 程 ， 
它 是 具有 给 定 的 转移 函数 马 氏 的, BNA) s CMA х є 5. (as. ЖОШ Р. „) 开始 . 

因为 с 代数 Fs, 是 由 对 te Т, 空间 Sr 的 坐标 映射 组 пт, 所 产生 的 , Н. 多 >。 
如 前 面 所 用 的 一 样 , 表示 已 经 完全 化 了 . 换 句 话 说 , Fo, офу, ET}. 


定义 18. 在 概率 空间 (Sr, Zr, Р.) 上 所 引入 的 马 氏 过 程 Yor 称 作 随机 过 程 
马 氏 族 (BRŽ). 
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因为 对 每 个 s eT A Fs, С Ar, ПМР, 可 以 延 拓 到 F = Br, 使 得 对 那 
些 不 包含 在 .多 >。 但 是 Br 中 集合 的 测度 为 0. 
空间 (QF) 上 给 出 了 不 同 的 测度 Po. 对 se Tx € 5s.“ 出 现 ” 了 在 时 刻 s 由 点 xz 出 
发 (a.s. ЖИР...) 的 一 些 马 氏 过 程 , 且 在 这 族 中 的 所 有 过 程 Y*z = {Уфе Т,} 
都 将 具有 同一 给 定 的 转移 函数 . 

很 容易 解释 对 马 氏 族 转移 函数 的 含义 :对 zeS$.,Be 吧 有 


Pss YE” € В) = P(s,x,t,B) (as. 依 测 度 Psyc): 


Bras teT(s<t). 这 里 我 们 利用 了 P(E € BIn) =P(EC В) a.s., MR n= c a.s., 这 
里 c 是 常数 . И 

马 氏 性 的 定义 (1) 式 以 及 我 们 所 研究 的 其 他 定义 可 以 网 不 同方 回 进 行 推 广 . Я 
on, 在 小 册子 [23] 中 给 出 了 马 氏 过 程 的 定义 , 它 的 生存 时 间 是 随机 的 , 即 轨道 可 以 在 
随机 时 刻 可 以 断 掉 (可 以 直观 地 想象 突然 间 粒 子 “ 毁 灭 ” 了 ). AT RS REN Re 
推广 到 随机 场 上 , 我 们 还 需要 下 面 的 定义 . 


定义 19， 设 给 定 概率 空间 (0,F,P) Мо REE, A, ct CF. Жо 代数 
E 分 离 o 一 代数 A, Ж о, 如 果 对 任意 的 A E Apk k =1,2, 有 


P(A; Aa|&) = P(A1|&)P(A2|&). (99) 


根据 这 个 定义 , 关系 式 (83) 意味 着 , 对 每 个 te Т, o 一 代数 of Xi} ЛИ o 一 代 
数 多 和 Fyt. 

40 (与 (1) 式 比 较 ). 试验 证 , 如 果 © 分离 A 和 A, M ERA Уе ауе 
(如 以 前 所 定义 , A VE =od, E}. 验证 条 件 (99) ENF, 对 所 有 的 Ae 2% 有 


P(A% V E) = Р(А|2). 


设 o 一 REE с A MARA ace I, o- RAE, 分 离 A, 和 po 则 有 N E 分 


离 A 1 о. 如 果 满 足 (99) Å, 则 ANA с ©. 特别 的 , 因为 of Xi} С F, AF ， 
在 (83) 中 作为 最 小 分 离 o— 代数 . 

注意 , o 一 代数 A, 和 oh 的 独立 性 等 价 于 它们 被 平凡 o- 代数 = {9,0} 所 
分 离 . 

简 述 , 当 参 数 集 工 不 一 定 是 数 轴 及 上 的 子 集 的 情况 . 

随机 函数 X = {Xi,t E T} 产生 出 o- 代数 族 (UV) = o{ Xi,t €U}, U CT. 在 
一 般 的 情况 下 , 这 里 自然 没有 “过 去 ”和 “将 来 ”的 概念 , 而 借助 于 它们 的 很 容易 定 
义 马 氏 性 的 概念 . 因此 , 对 引入 马 氏 随机 函数 01, U CT, 什么 样 的 o 一 代数 а (U) 
和 of (07) 可 能 有 不 同 的 “过 去 ”和 “将 来 ”的 定义 , 又 什么 样 的 c- 代数 可 以 去 分 离 
(参见 , 例如 , [62; 第 2 章 ], 那里 研究 o— 代数 族 , 其 指标 为 局 部 紧 距离 空间 T 中 茶 个 
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FRR A ). 我 们 在 这 里 将 不 涉及 广义 随机 场 的 马 氏 性 问题 . 关于 在 格 点 Z4 上 吉 布 
斯 (Gibbs) 场 和 马 氏 场 可 参见 , 例如 ，[54]. 

对 要 进一步 学 习 马 氏 过 程 和 场 , 可 参见 [23, 24, 47, 56, 59, 62, 76, 82, 107, 113, 
150, 184]. 


第 七 草 
平稳 过 程 . 离散 与 连续 时 间 





ASHE: 正 交 随机 测度 及 其 o- 有 限 构造 ( 均 方 ) 测度 . 根据 给 定 的 构造 (HA) № 
度 来 构造 正 交 随机 测度 . 对 正 交 随机 测度 的 积分 及 其 性 质 . ATMA DREAM FF 
宁 (Karhunen) 定理 以 及 用 对 正 交 随机 测度 的 积分 来 表示 该 过 程 . 广义 平稳 过 程 及 其 
жж. BRAK (Herglotz) 定理 ， 博 赫 纳 (Bochner) - 辛 钦 (Khinchin) 定理 . 
连续 和 离散 时 间 平 稳 过程 的 谱 表 示 . ALO) 空间 中 的 遍历 性 ,滑动 平均 过 程 ， 福 
SBME RYH RTH. 线性 预测 问题 . 规则 和 奇异 过 程 ， 沃 尔 德 【Wold) ЯМ. 
规则 过 程 作 为 物理 上 可 实现 的 滤波 器 . 规则 过 程 的 柯 尔 莫 苞 洛 夫 (Kolmogorov) 准则 . 
Kolmogorov — ЖЖ (Szego) Ж. | 


$1. 这 一 章 研究 的 基本 对 象 是 广义 平稳 (随机 ) 过 程 . 重点 是 借助 “简单 ”已 作 
好 的 对 象 给 出 它们 的 典型 表示 ( 谱 展 式 ). 对 初学 者 必须 要 掌握 Karhunen 定理 (§8), 
它 给 出 了 构造 随机 过 程 或 场 的 典型 表示 ( 谱 展 式 ) 的 一 般 途 径 . 为 此 , 需要 搞 清楚 确 
定性 函数 对 随机 测度 的 积分 , 它 在 $1~87 中 详细 的 给 出 . 在 89 中 可 以 只 限制 于 研 
究 离散 时 间 的 过 程 , 它 的 谱 展 式 , 以 及 利用 这 个 谱 展 式 去 建立 大 数 定 律 的 不 同 结 林 
(§10). 一 类 重要 的 平稳 过 程 是 滑动 平均 过 程 , 它 在 513 中 引入 的 . 希望 能 够 熟识 谱 
密度 的 统计 估计 问题 (814). 至 于 本 章 的 其 他 结果 可 以 在 复读 时 再 去 光顾 . 

我 们 所 关心 的 那个 被 称 作 随机 函数 的 典型 表示 ( 谱 展 式 ), 需要 详细 研究 根据 
给 定 的 构造 函数 构造 正 交 随机 测度 的 问题 , 并 且 从 对 那样 测度 的 随机 积分 中 给 出 了 
构造 . 

设 .% 是 某 个 集合 A 的 子 集 所 组 成 的 半 环 , 即 对 任意 的 A,B ee A AN BE 
X, WE АСВ B\A 可 以 表示 成 有 限 个 % 中 集合 的 并 , 它们 可 能 依赖 于 А 
和 в. 假设 每 个 集合 Be ж 对 应 一 个 复数 值 的 随机 变量 Z(B) = 2Z(B,w), 且 值 在 
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12(0) = LQ, F, P) Ф. 


EX 1. € LQ) PR 7={7(В) Be X}, 其 指标 是 由 半 环 д 中 的 集合 给 
Н, 称 作 正 交 随 机 测度 , 如 果 

1) 对 В,Сє.ж,ВвПс-= о, Ж 2(В) 1 2(O), 即 (2(B),2(O)) = 0, 这 里 (.，) 
是 在 LOQ 中 的 内 积 (数量 积 ); 

2) 对 每 个 B = О в, 这 里 B, Bı, Ba,- € X Ж В, ПВ, = 2(п т), 9 


Z(B) = У 2(В,) a.S., (1) 


k=1 


而 级 数 均 方 收敛. 


应 该 强调 的 是 , 由 那些 we О, 使 得 性 质 (1) 成 立 组 成 的 集合 , 虽然 有 概率 1, 但 
是 依赖 于 集合 Bi, DB。.…e:xty( 以 后 凡是 随机 变量 的 等 式 都 理解 为 a.s. 等 式 ). 不 难 
”验证 , 性 质 1) 和 2) 保证 了 ZEX 上 的 有 限 可 加 性 . | 
ЛЕ Z Еі (еж, 或 者 均 方 测度 ), © 


ШВ) = Е|2(В)ё, Bex 


利用 内 积 的 连续 性 , 很 容易 相信 集 函 数 u= ul) 具有 可 数 可 加 性 . 如 果 集 合 Ac, 
则 u 是 在 上 的 有 限 测 度 . 我 们 将 研究 较 一 般 的 情况 , 当 р 是 о- 有 限 测度 , 即 集 
合 A 可 以 表示 成 A = U An ÉR, 这 里 A, E€ X, ulAn) < co 和 对 所 有 ném 有 
Anf\Am = Ø. 
不 难 验证 , 如 果 在 半 环 A 上 给 定 vc- 有 限 测度 u, WE М 上 具有 构造 测度 u 
的 正 交 随机 测度 Z 的 等 价 定义 是 : HMAK BEX, 有 Z(B) er), 且 对 任意 的 
BCEX A 
(2(B), 2(C)) = (ВДС), _ (2) 
注意 , (€,7) = EER 对 En € 12(9,%,Р). 
正 交 随机 测度 Z 称 作 中 心 化 的 , 如 果 对 任意 的 Be 有 E2(B)=0. 


011. te A = (0,00), = {[a,b),0 <а < b < оо} (laa) =). # 2(а,5)) = 
W(b) — И (а), 这 里 W 是 Wiener WHE. 考虑 到 Wiener 过 程 是 独立 增 量 的 , 可 以 看 
出 Z 是 在 X 上 县 有 构造 测度 是 Lebesgue 测度 и 的 正 交 随机 测度 . 


§2. 在 半 环 X 上 给 定 o— 有 限 测度 u, 以 它 它 作 为 构造 测度 来 构造 人 
中 心 化 的 ) 正 交 随机 测度 2. 可 以 看 出 那样 的 构造 并 不 是 唯一 的 . 


EH 1. 设 u REHA 子 集 组 成 的 半 环 .和 上 oa- 有 限 测度 (可 以 扩张 到 
BA = 04.2} Е). 这 时 ,存在 概率 空间 (O,F,P) 和 在 О RRERG = {Ве ш: 
и(В) < œ} 上 的 中 心 化 的 正 交 随机 测度 2 = Z, ВЪН) SKA u. 
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ШЕ. 下 面 构造 概率 空间 (Q, FZ, P) RA, Я =m. 

如 果 0 < HA) < œ (x(A) = 0 是 平凡 的 ), 则 设 P(B) = w(B)/u(A). 根据 公式 
取 Z(B,w) = /u(A)l p(w), В € s 作 正 交 随机 测度 Z (但 是 还 没有 中 心 化 )， 显 然 ， 
Z(B w) є12(0), 且 对 任意 的 集合 Bi, Bo Е У 有 (省略 we Q) 有 


(2(В1), 2(Во)) = (уш(А))? /, 1в.1в,аР =  (А)Р(В: В») = (В.В), 


即 满足 性 质 2). 如 果 ША) = оо A Л,, А, 是 A А2781, В. (Ав) <oo,n>l, Wj 
WT дє R 


ге АА» 





明显 地 ,P 是 在 wf 上 的 概率 в Ў 2" — --) 
在 (А) = о 的 情况 下 , HB CG EN 


Z(B,w) = YVR )1в, ( 


这 里 В, = BNA, > 1. 级 数 在 L?(Q) НО ( 求 和 的 各 项 具有 不 相交 的 支撑 ), 因 
i А 


SE (М2”и(Ан)1 в, ) = Ув, = = Drain т = (В) < oo 


由 于 内 积 的 连续 性 , 有 





(2(В),2(С)) = YP He )(1в„,1с,) = Sul (Bnf \Cn) = BNC), 
n=1 

这 里 В, = BO An, С, = CN Ann 21, 即 也 满足 性 质 2). 

构造 出 的 测度 Z, 无 论 在 (A) < оо 时 , 还 是 在 Л) = оо 时 都 没有 中 心 化 . 
为 了 得 到 具有 给 定 的 构造 函数 六 中 心 化 的 正 交 随机 测度 Z, 我 们 进行 下 面 的 步骤 
GER, 如 果 取 Z(B) - EZ(B),B eg 的 形式 , 将 得 不 到 所 要 求 的 结果 ). 研究 在 茶 
个 概率 空间 (V, FP) 上 实 随机 变量 п, 使 得 Ет = 0,E'(n?) = 1, XE E 表示 
对 测度 P 求 均值 . 设 2 是 如 前 所 述 的 在 (Q, 多 , P) 上 构造 出 的 正 交 随机 测度 . 取 
(9, F, P) = (Я, 多,P) ә (V, F',P’), 且 在 这 空间 上 定义 2(8,0) := Z(B,w)n(w’), 对 
BEG D= (ww 0х0. 很 容易 看 出 , 这 样 构 造 出 的 测度 2 已 经 是 中 心 化 的 正 
交 随 机 测度 . 0 


$3. 定义 在 半 环 X 上 的 随机 测度 2. 此 时 定义 了 构造 测度 и, 它 可 以 唯一 地 扩 
张 到 o 一 代数 yf = of} 上. 因此 目 然 会 提出 问题 : 随机 测度 7 由 zx 中 集合 可 以 
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扩张 出 去 的 可 能 性 . 后 面 将 看 到 , 可 以 扩张 到 集合 类 8 乡 = {B E 2: p(B) < оо) Е. 
为 此 , 需要 引入 对 随机 测度 Z 的 积分 . 
因为 р 是 在 X Eo- 有限 的 测度 , 则 存在 集合 An E€ Xn > 1, 使 得 A = 
Le B Ae ПА» = 2, X} n Am Al ulAn) < c,n > te EERW, 则 
=A). BR 4, =X (An, BR MH = {Ве Ж: BC An}, WA м, =o{H%} ЖА 
ihe hy A. 的 o— 代数 . 这 时 ， | 


АЕ ож} А | А, 其 中 An E 2, _ (3) 
n=l 
此 时 ， 
ЩА) = У Hpn(4n) < оо, (4) 
n=l 


这 里 un 是 测度 ule, BEA ж, 到 ду, 的 Lebesgue 扩张 . 不 难 验证 , и 不 依赖 于 人 
的 分 割 An еж, п> 1, 且 这 时 , 公式 (4) 右边 部 分 对 不 同 的 分 割 给 出 了 同一 个 数值 . 

假设 , 同样 在 下 面 的 $4 和 $5 中 , р(А) < оо (作为 A 可 以 用 前 面 所 引入 的 任意 
集合 An n 2 1, KARE, HA (Ап) < оо). | 

用 8 表示 由 HP (Ле ж) 所 有 有 限 个 不 相交 集合 的 并 所 组 成 代数 . 

定义 2. 对 B= U Bi 这 里 Bi € Hi =1,---,m, BB; = 2(i # j). Z(B) 
由 下 面 公 式 引 入 : = 

Z(B) = >. 2(В,). (5) 


给 出 的 定义 是 相 容 的 . 事实 上 , 设 集合 有 另 一 个 表示 B = Ù р, Dj EX, j= 
j=1 
1,... ,7, D; N Dı — 2, (1 £F р). 这 时 得 出 


m -F 


>》 Z(B; = S232 Z(B:ND,) 和 зи -YF Ар, 门 Bi 
i=l $=1 1=1 1=1 ?一 1 
(随机 变量 的 等 式 是 as. К). 由 此 可 得 
> 2(Bi)= > Z(D 
i=l j=l 


现在 构造 对 正 交 随机 测度 的 随机 积分 . 
称 作 函数 f :A -CC 为 简单 的 , 如 果 


f=) cls, (6) 
?一 工 
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这 里 c; € С, Bi Е &,i = 1, ста Ü Bi = AÑ BAB; = 2 X i j, WRA 
$=1 
{Bi }i=1, m 构成 A 的 一 个 分 割 . 


定义 3， 对 具有 形式 (6) 的 简单 函数 对 正 交 随机 测度 的 积分 (用 7(/) 表示 ) 由 
下 面 公式 给 出 


ХЛ) = X ci2(B;). (7) 


i=l 
证 明 这 定义 是 相 容 的 . 设 与 (6) 式 同时 存在 函数 了 的 另 一 种 表示 f = У dj1p,， 
j=l 
这 里 di Є C, Dj Є ©, 1 = 1, ,7; у D; = A, Dif) D} = oil £ 7). 这 时 ， 如 果 
j=l 
p(B: Пр.) 4 0, с; =а.. 
考虑 到 Z(o) = 0, 因此 有 


уа 2(D) = od Szi (DNB) = У) У 4GZBAND) 


j=l i=1 t=) j:u( BiMD;)#A0 
ТА m mTl 

= > ` ciZ(B:ND;) = S SZ(BND;) 一 >》_ ci2(B 
i=l 7:4(BiND;)40 t=1 j=l i=l 


由 此 可 见 , JO) 的 值 不 依赖 于 函数 (简单 ) f 的 表示 方法 ， 口 


54. 为 了 给 出 的 积分 JO 定义 能 够 扩充 到 更 广 的 函数 у 类 , 需要 研究 已 经 构 
造 出 的 简单 函数 积分 的 性 质 . 
引 理 1， 设 f 和 g 是 简单 函数 ， 这 时 ,，(J(P),J(g)) = (fg), 这 里 (，) 是 在 
LQ) 中 的 内 积 , m) 是 在 空间 L(A) = L(A, 5, п) 中 的 内 积 . 
证 ， 设 函数 具有 公式 (6) 的 形式 ; g = Халь, 这 里 D1,… , Dr 构成 A 的 分 
j=l 
割 . 这 时 ， 


(ХЛ), J(g)) = Paap 2.42 2(р | 


4=1 


= УУ оиву) = у У «id; ] 1в.пр, (АА). 


t=1 7=1 i=l 1=1 

mo r Е т = 
=9 ded; ] 1 в, (Л) 1; (Л) (ал) = ] У cilB; аль, ал) 

i=1 j=l A А i=l j=l 


- ] о) udN) = (19). O 
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推论 1. 映射 fof) 是 在 LO) 空间 中 简单 函数 的 线性 流 形 (线性 组 合 的 
е) 上 的 线性 映射 . 


证 ， 如 果 S A g 是 简单 函数 显然 ,对 овес 函数 of + pg 依然 是 简单 函数 
由 于 内 积 的 “ 半 双 的 线性 性 ”(sesaquilinear) 和 引 理 1 有 


(Ха + 89) —aJ(f) — BJ(g), J(af + Bg) – aJ(f) – BJ(g)) 
= (af + 89,07 + Bg) -alf af + Bg) — Pig af + Bg) 
-alaf + 89, f) + oa(f, f) + 809, f) — Blaf + 89,9) 
+af(f,g) + 88(9,9) = 
这 样 , 映射 的 线性 性 保持 着 : 
Jaf + 69) =aJ(f) + BI(g). © _ (8) 
引 理 2. 具有 公式 (6) 形式 的 简单 函数 在 空间 L*(A) 中 稠密 . 
证 ， 设 fe LA), 对 任意 的 < > 0 选取 H = He) > 0, 使 得 
hv FA La pays (АЛ) < e 
这 就 证 明 了 在 L(A) 中 稠密 o 
65. 现在 从 简单 函数 f 的 积分 J{f) 扩充 到 L2(A) 中 的 函数 f. 
定义 4. У уе L(A), & 
J(f) = Lim.J(fn) (Lim. 是 在 І?(О) 中 的 极限 ) (9) 


这 里 {рн 是 简单 函数 序列 , EEA n> 00 时 有 р, A 了. 


证 明定 义 4 是 相 容 的 .根据 引 理 2 存在 简单 函数 序列 р, Мп 一 co 时 有 
ры 2249, р. || 表示 在 空间 LO) 中 的 范 数 , 利用 推论 1 和 引 理 1 得 到 , 当 n,m — оо 
时 有 

lJ (fn) — О = IIn — fm) || = | fn = fm | — 0, 
这 里 | .| 是 空间 L2(A) 中 的 范 数 ， 由 于 收敛 序列 {> 是 基本 点 列 ， 因 为 空间 
是 完备 的 , 所 以 在 LO 中 存在 ЛОР) 的 极限 , 验证 这 个 极限 是 不 依赖 于 逼近 的 简 
单 函 数 序列 的 选取 ， 设 g 本 中 р 这 里 g 是 简单 函数 ， 这 时 , Мп o 时 有 
lon ~ fal < lgn — fl+ |f — fal — 0, BUHE, 


WI (fn) = J (gn 省 = АЛ — Gn) || = |fn — In| — 0, = n 一 оо BY. 
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L?(Q) L? (N) L’ (Q) 


如 果 Хр) 一 一 和 J(gn) ——> С, М ЦА) – И) 一 一 6-С. BR, In) – 
J(gn)||.- its — С = 0, Вр E= Ç as. Ш 


推论 2， 对 任意 的 函数 fig E LUAN 有 
(ICF), (а) = (f, 9); (10) 


ХР) 是 由 L(A) 到 L2(Q) 的 线性 映射 、 设 hn с LA) (A-RAME BK) А 


hy O, р зк, 
Jiha) EEL JF), поо 时 (11) 


ik. 为 了 验证 性 质 (10), 利用 引 理 1 和 考虑 到 内 积 的 连续 性 , 只 需要 取 简 单 函 
L? (A) L?(A) 


数 fn: Inn 之 1 使 得 fy —— f,gn —— 9 (参见 引 理 2). 类 似 于 推论 1 的 证 明 ， 可 
以 验证 J = J(f) 的 线性 性 . 利用 J 的 线性 性 和 关系 式 (10) 有 


СХ) — = Е — = |f 0, Ч и —+ 00 时 . О 


66. 前 面 所 构造 的 积分 J(f) 是 对 f © LI = LA, 07, п), BRIR (А) < оо. 
现在 要 构造 积分 J(f) 是 对 fe L?(A, 5, п), НА р Æo- 有 限 测度 . 
考虑 集合 A, 将 其 分 割 成 集合 A, є X, Н u(An) < оо, п 21. 这 时 ， 


fn = fla, € L (An; Bay ра), п 2 1, 
L7(A, S, — | 
Те HONS S хоувщал = У [| 0) Pun(aa) < oo. 


n=] 


(12) 


这 里 ot, = of Hun 是 测度 ule, 由 Hnr = МПА, 到 м, 的 Lebesgue 扩张 . 这 
时 , 积分 人 УСР (ал) 的 值 不 依赖 于 集合 A 的 分 割 An Е Hin eN 的 选取 ， 


定义 5， 对 函数 f е L7(A) 根据 下 面 公式 引入 对 正 交 随机 测度 2 的 积分 ХР: 
IP = >》 In( fn); (13) 
n=l 


这 里 级 数 是 在 LO 中 收敛 , 函数 Г, 如 (12) 式 中 所 述 , BU Л, 如 前 所 述 的 , 定义 
在 (An) 上 对 所 有 的 n ( 需 强调 的 是 A, 和 uw, 与 指标 п AK). 

证 明 (13) 式 是 相 容 的 ， 如果 у є L(A), 则 根据 (12) 式 对 所 有 的 n>1 有 
fn Є І?(А,). 注意 , 4 n т 时 , In(fn) 1 Im(fm). 事实 上 ,如果 fn 和 fm 是 简单 
函数 , 则 这 是 显然 的 , AA Вее, M Des, 8 (2(В), 2(р)) =0 (& ZH An 
中 的 An 所 产生 的 代数 , п є М). 对 函数 fn 和 fm, 不 是 简单 函数 时 , 需要 取 通 近 它 
们 的 简单 函数 . 因此 , 由 于 Л, 的 等 距 性 和 级 数 在 (12) 式 中 的 收敛 性 . 当 NM 一 oo | 
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时 , 有 
N 12 O MVN < 
-EA = D A= D 人 pn 一 0 
= n=MAN n=MAN 














验证 J(f) 不 依赖 于 A 的 分 割 形式 . 设 A = г.г, Е, Г», Гь = O(n F 
т), Г») < œn Е М. W hnm = flacarn тт Е № 这 时 , 有 fp = fla, = 
р flas nrn EN. 注意 到 , М М 一 оо Н, 有 SS hum А»), ,意味 着 , 由 于 
11) 式 有 


[78 


Л. (Л) = У Лт), 


тъ] 
这 里 , 级 数 在 LQ) 中 收敛 . 根据 Jam МЕ, 对 h є ГА, ПГ) С L2(An) 有 
Inm(h) = 2. (Һ), п, т > 1. 考虑 到 可 数 个 0 测度 集合 的 并 , 还 是 个 0 测度 集合 , 得 到 


yf) = У ЭЕ nm) 
n=l 


nn 二 1] m=i 
类 似 地 , 设 gm = flr,,, Im 是 映射 , 它 建立 在 Lm) E, 如 同 Л, 建立 在 L(A) 上 
一 样 , m,n >21. 有 


У Jm(gm) = У У Лт (вт). 


m=1 m=l1n=1 
考虑 到 如 果 (n,m) £ (А, 1), Ш hm(hnm) L ЛЬ Кик), 这 样 由 被 此 垂直 的 项 组 成 求 
和 的 级 数 , 它 能 以 任何 次 序 求 和 ， 且 因 为 


SO SE [Jnn (hn m)l? = Уи. ar.) = = fo) 2 (ал) < оо. O 


n 二 1 m=1 n=1m=1. 


J 对 函数 f eLA, d, и) 的 作用 (参见 (13) R), 一 般 地 表示 成 积分 形式 


= | ах (14) 


(14) 式 右 半 部 分 的 积分 称 作对 正 交 随机 测度 的 随机 积分 (是 关于 确定 性 函数 7 є 
L(A, 9, и) HY; 试 将 给 出 的 定义 与 第 八 章 中 关于 随机 函数 f = Aw) KRR (Ito) 
随机 积分 相 比 较 ). 


37. 下 面 的 定理 给 出 了 随机 积分 J = ДУ 的 基本 性 质 . 


定理 2. 随机 积分 (14) 是 一 个 由 空间 L(A, oH, р) GE u ос ARAJE) 到 
某 个 子 空间 Lz CLO, F, P) 的 保 距 映射 . 这 时 , 根据 下 面 的 公式 , 2 可 以 延 拓 到 集 
ж 9 = {BE ш: (B) < оор 上 成 为 正 交 随机 测度 ( 且 具 有 构造 函数 u 的 ): 


Z(B) = Лав). | (15) 
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УЕ. 4 (А) < оо 时 ,类似 于 前 面 所 述 的 一 样 . 只 需要 对 (Л) = oo М. м 
A= U An 这 里 A1, A2,.:. ЖА ШУ, В. (А) < con > 1. Rf Age L(A). 


这 时 ， f= 5 fn;9 = У Gn; 这 里 fn = Fla, ‚ Jn = Эл, Ж А.Е І?(А) 中 收 化 . 


由 此 可 得 


N N 
(Jf, Jg) = eine): = wim > Jn №, So Ind 
m=1 
N 


lim У (Ја Ја) = Jim >> fn, gn) 


n=1 n=1 


N 
Jim А У) = fig (16) 


15 2да 4] у XT n 天 172, Јл (Ра) L JIm(9m) 和 


| 


| 


(fns 9n) L206A,) = (Ул, 9ЛА,, ) L(A) 


这 样 ，J 是 保 距 的 ， BA, 在 保 距 映射 J К, PLA Их LO 中 的 子 空 间 , 用 
12 来 表示 . 对 Be H щВ) = У щ(В,) < оо, Ж В, = ВА, пе м. 对 
n=l 


Ls € (А, ez, 内 和 18 = Yo 1в,, 级 数 是 在 D(A) 中 收敛 . 因此 , 由 (13) RA 


ав) =) Ја(1в,) 

由 于 (7) RA Jn(1e,) = 2Z(Bn), 而 二 Z(Bn) = Z(B) (级 数 是 在 LQ) 中 收 
Ж). 这 样 , 对 任意 的 В e .和 得 到 Jg) = “FU0B) 即 公式 (15) MET ZMH BY 
FREH. 除 此 之 外 ,对 B,C e 9 根据 J 的 保 距 性 , 有 

(2(В), Z(C)) = (Ј(1в), J(1c))= (18, 1c) = ВС). O 

注 1。 由 于 (11) 式 很 容易 看 出 , 如 果 2 是 在 X 上 的 中 心 化 的 正 交 随机 测度 ， 

则 对 所 有 的 f ELA 有 
E(J(f)) = 

特别 的 , 对 Be Y @ EZ(B) = 0. 

$8 WX = {X(t),teT} 是 定义 在 某 个 概率 空间 (Q, F,P) 上 的 复数 什 L?— 
过 程 (二 阶 矩 过 程 ), 即 对 每 个 te T 有 EIX(t)|? < оо. 对 复数 值 2 一 ХЕХ A 
ж ( 协 方差 函数 ) 由 下 面 公式 所 确定 : | 


r(s,t) = соу(Х (3), X(t)) = E(X(s) — EX(s))(X(t) – EX(t)), s,t eT. (17) 
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今后 将 假设 EX(t) = 0,t ЕТ. 这 个 假设 并 不 失 一 般 性 , 因为 这 时 可 以 由 对 随机 
变量 X(t) 转化 到 对 中 心 化 随机 变量 X(t) = X(t) – EX(t) 的 研究 . 

下 面 的 定理 是 一 个 最 基本 结果 , 它 是 借助 于 已 经 建立 的 “简单 的 ” 对象 (这 里 应 
该 理解 为 正 交 随机 测度 ) 来 给 出 随机 过 程 的 表示 . 


定理 3 ( 卡 鲁 宁 (Karhunen))， 设 在 概率 空间 (O,F,P) 上 给 定 中 心 化 复数 值 
L*— ЧЕХ = {X(t) t E T} 的 相关 函数 允许 因子 分 解 (factorization), 即 表示 成 : 
50) = | Fs, NE Na), зи eT (18) 
A 


RERA tET, f(t, )e D(A = L(A, g, и), mp ZK o-— ARAA. 这 时 , 存 
在 中 心 化 的 正 交 随机 测度 2Z ДЕАК И {А є: plA)<wo} +. HH, 一 般 来 
说 , 在 原来 概率 空间 的 扩张 上 有 构造 测度 u, 使 得 对 每 个 te 了 有 


x(t) = | FAZA): (19) 
A 
eR BRA {St t ET} 在 空间 L(A, 5, и) 中 完备 , Bp 
U e L(A, 07, и) 和 / f(t, 9 (Л) (ал) =0, vieT=>T=0,n—-a.s., (20) 
A 
则 该 测度 2 可 以 建立 在 原来 概率 空间 上 . 


2. 如 果 过 程 X = {x(t),t eT} 有 (19) 式 的 表示 (具有 L(A, 5, и) PRR 
f(t,-), 这 里 п 是 o- 有 限 中 心 化 的 正 交 随机 测度 2 的 构造 测度 ), 则 由 于 定理 2 性 
№ (18) 成 立 . 这 样 , 根据 注 1, L- 过 程 X 将 是 中 心 化 的 . 


这 个 注 说 明了 , 有 (19) 式 的 表示 的 充分 条 件 也 是 必要 的 . 
定理 的 证 阴 . 设 满足 条 件 (20). 对 te T ЯВ С, 


С: р) X(t,) (21) 
和 根据 线性 性 , 延 拓 它 
G (> Ck f (tk, ) = S kX (te, ), (22) 
k=1 k=l | 


这 里 ck € Cit, ET, k= 1,°--,n. 
验证 这 个 定义 是 相 容 的 , 即 验证 , 如 朱 


Tt 


У crf (tk, .) — >》 af (si, .), 


k=1 一 1 
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这 里 4ЕСзяеЕТ1=1.... т, WA 
У`сьХ(ы) = > dX(s1), (as.) 
k=1 1—1 
为 此 , 考虑 到 (18) sh, 注意 到 ， 


Фу +, -) D 81, ) УУ ой 


f (tk, A) F (81, A) (ал) 


— 


i=1 k=] [=1 
n m 
У cedir( tk; $1) = У) Sood EX tk) X Х ($1) 
k=1 l=1 k=1 i=1 
n m 
= ахо) $ axle) . 
k=] [=1 


XARA 











У crf (ths) - У dif (si,) 
k=1 l=1 


由 此 可 得 定义 (22) 的 相 容 性 . 

映射 G 的 保 距 性 可 以 延 拓 到 子 空间 L521], ECEE L(A ) 中 形 如 函数 > cx f(t з), 
这 里 函数 f 是 表示 式 (18) 中 的 函数 , 所 生成 的 财 包 . 这 样 , 由 于 (20) 式 有 ТРУ = 
І?(А, £, u) 和 G(L2[f]) = LIX) 这 里 LAX] 是 过 程 X(t) 的 线性 包 络 (envelop) 的 
闭 包 , 即 在 LO, 多 ,P) 中 取 形 如 线性 组 合 cyX(t1) 十 … 十 cnX(tn)(ci ЄС, ЄТ, = 
1,.… ,n) 的 闭 包 . 

对 все Ж 1,вЕ L(A), 我 们 可 以 定义 


一 У hX (te) — > dX (si) , 
k=1 {=1 








2(В) = С(1в) (23) 
这 时 有 
(2(В),2(С)) = (Св), G(1c)) = (18, 10) = ВПС). 


因此 , 2 = 2(.) BEY 上 具有 构造 测度 ш 的 正 交 随机 测度 . 因为 过 程 X 有 0 
中 值 , 所 以 对 任意 的 Ce LIX), 有 Ec = 0. 又 因为 对 每 个 Be 乡 有 Z(B) є L?[X), 
所 以 测度 2 是 中 心 化 的 . 

对 任意 的 函数 he LA) 可 以 引入 随机 积分 


Ih) = | KAZAA): 
根据 定理 2, J 是 由 L(A) 到 12 的 保 距 映 射 
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这 样 有 了 两 个 保 距 映射 : 
G: LUA > LIX) с LOQ) 和 OJ: ГА) > L2, CIN), 

这 时 , 由 于 (23) 式 和 (15) Ж Ве, SFR Gp) = Ј(1в) 成 立 . 但 是 由 引 理 2 保 
证 了 , 那样 示 性 函数 的 有 限 的 线性 组 合 在 LA 中 是 稠密 的 . 因此 , 在 L2(A) 中 有 
G = J, 除 此 之 外 , PIX] = L. 由 (21) 式 得 到 J (t,-)) = X(t). 这 样 , 得 到 表示 
(19) 式 (没有 扩张 原来 的 概率 空间 ). 

假设 条 件 (20) 式 不 成 立 . 这 时 , ГР] с LA) 和 20] # L(A). 研究 L(A) Ө 
L if], 即 在 L(A) 中 LPI 的 正 交 补 , 且 在 其 中 任 取 由 函数 o(u,-) є L2(A)ueT’ 组 
成 的 基 , KE’ OT = © (参见 [60; 第 1 4, р.59]) 引入 函数 


p(s, t) = IESG Ajuldà) 一 (g(s, 小 g(t, )) 12 (Л) S,t € Т". 


显然 ,对 cp € Cit, ET’ Е = 1... п Яп>1. 


n 
у. creip(te, t) Ay ckg (tk, A) 
k,l=1 


由 于 第 二 章 定 理 4 存在 某 个 概率 空间 (V, FP) 上 及 中 心 化 复数 值 Gauss 过 程 
{Y(t),t e T), 使 得 


и(ал) > 0. 








соу(Ү ($), Y(t)) = E’Y(s)Y(t) = p(s,t), steT. 


取 (Q,.F,P) = (Q,F,P) x (V, F, P). 这 时 , MER te T,s eT’ 随机 变量 X(t) 和 
Y(t) 在 这 个 空间 上 是 独立 的 (对 = (w,w’) ЕО X(t) = X(t,5) = X(t,w), ¥(s) = 
Y(s,w) = Y(s,w’)). 

在 (TUT') хо 上 引入 中 心 化 随机 函数 


_. X(t,w), ФЕТ, 
E(t, w) — , р 
| Y(t,w’), ЕТ’. 


对 它 有 


r(s,t), s,teT, 

cov(€(s), €(¢)) = E€(s)&(t) = < p(s,t), s,t eT", 
0, seTteT’MseT tel. 

换 句 话说 ， | 
соч (Ее), 600) = f(s, AYRE NJAA), 
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这 里 | 

h(t, X) = у ‘єт, 
g(t,A), teT", 

考虑 到 在 L PA te T A seT 有 f(t,:) gls, >). 

除 此 之 外 , 因为 不 存在 Ч є L(A), 使 得 更 L A(t,-) 对 所 有 的 te TUT’, 有 
Lh] = І?(А). 2%, 根据 已 证 的 在 9х О 上 存在 中 心 化 正 交 随机 测度 Z, 使 得 
LPE] = L3 和 | 

é(t) = j h(t, Х)2(4А), t€ TUL’. 
A 


但 是 , wre T 8+9) = X(t,0). 因此 , 对 所 有 的 te 了 有 
XD) = X(t,w) = ] h(t, ^)2 (ал) = J. f(t,)Z(ad). O 


$9. 正如 本 章 标题 所 示 , 我 们 的 基本 目标 是 研究 平稳 随机 过 程 . 前 面 所 介绍 的 
对 这 类 过 程 的 Karhunen 定理 , 它 告诉 我 们 , 对 这 类 过 程 可 以 有 随机 表示 , 它 具 有 非 
常 明显 “ 谱 ” 的 直观 解释 . 

回顾 一 下 , 随机 过 程 的 平稳 性 概念 实质 上 是 说 , 相对 于 推移 to ttu 这 类 过 程 的 
随机 特征 有 不 变性 . 这 还 需要 再 解释 清楚 . 首先 , 为 了 使 所 研究 的 过 程 X = {X(t),t € 
тү 的 变量 t 有 产生 推移 的 可 能 , 要 假设 T 是 某 个 群 (每 处 都 是 按 加 法 运算 的 ). 作为 
时 间 集 合 T, 一 般 规定 , 将 研究 集合 Z = {0, 土 1,…} R R = (—00, оо), 相应 的 所 研 
究 过 程 是 离散 时 间 的 或 是 连续 时 间 的 时 间 . 除 此 之 外 , 对 每 个 1e 7 过 程 X(t) 的 值 
取 于 同一 个 空间 5 (一 般 地 说 , 5 = С 或 S = R). 

第 六 章 定义 8 关于 狭义 平稳 过 程 的 定义 , MT 是 群 来 说 依然 有 效 . 

在 许多 研究 工作 中 非常 关心 的 随机 过 程 的 性 质 , 该 过 程 只 是 依赖 于 有 一 定 阶 的 
Ase, ПАР EX(t,)"---X(t,)’, KB n €N, ti, etn ЕТ, К, ,kn € 
Zi 的 函数 . 对 L- WBA BA TAH ee 


定义 6， 复 数值 (特别 是 , 实 的 ) L- 过 程 X = {X(t),t e T}, 这 里 T BRT 
群 , 称 作 广 义 平稳 的 (或 二 阶 平稳 的 ), 如 果 有 


EX(t) =a, 对 任意 的 te T, (24) 
r(s,t) = cov(X(s), X(t)) = r(s — +t,0)(:= R(s — t)), 对 所 有 的 site (25) 


很 容易 看 出 , 所 有 狭义 平稳 L- 过 程 都 是 广义 平稳 过 程 . 对 Gauss WERK, 
两 种 相 重合 . 独立 同 分 布 随机 变量 (不 存在 数学 期 望 ) 的 序列 是 狭义 平稳 过 程 的 例子 ， 
但 谈 不 上 是 广义 平稳 过 程 的 例子 ， 

下 面 我 们 将 集中 精力 研究 广义 平稳 过 程 . 这 类 过 程 的 理论 与 希 尔 介 特 (Hilbert) 
空间 曲线 理论 紧密 相关 的 , 且 与 确定 性 函数 的 非 负 定性 质 相 关 . 
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定义 т. FETE T 上, 给 定 复 数值 函数 В = R(t), t eT, REE A 07, 如 果 
r(s,t) = R(s – 0), s,t e T 是非 负 定 函数 , 即 满足 条 件 (1.13). 
由 第 二 章 定理 4 得 出 , R (Р), ЄТ, XE T 是 群 , 非 负 定 函 数 类 与 平稳 Gauss 
We X = {X(t),t e T) 的 协 方差 函数 类 相 重 合 . 
HREF T =Z = {0,+1,---} 上 的 非 负 定 函数 给 出 了 下 面 定理 . 
”定理 4 (МХ (Herglotz)). BR R= В(п),п Е Z, 是 非 负 定 的 当 且 仅 当 
有 “ 谱 表 示 ”(“ 谱 展 式 ”) 


R(n) = f е"^О(а^), nez, (26) 


这 里 @ 是 在 ([-т, т) 上 有 限 测度 (“ 谱 测度 ?)， 
在 公式 (26) 中 给 出 的 由 --r 到 r 的 积分 应 该 理解 为 积分 是 在 闭 区 间 [-r,x] Е. 


ШЕ. 充分 性 . 显然 , 函数 (26) 是 非 负 和 定 的 , 因为 对 所 有 的 王 … ,th Е Z,21,---, 
zn E C 和 任意 的 meN 有 








n т n 2 
` ZkZgR(tk — tą) = | > zpet Q(dà) > 0. (27) 
k,q=1 -^ |К=1 
必要 性 . 对 М > 1 AA Є [-л,л| 引入 连续 非 负 定 (因为 R = R(n) 的 非 负 定性 ) 
函数 
1 VN о 
gn (A) = sag DD В — а)е "е^ 
a k=1 9=1 
= == У hm/N)R(m)e-™, (28) 
"т 


这 里 二 次 求 和 转化 为 一 次 求 和 成 立 , 是 因为 有 NN 一 |m| А OY” (К, д), MERU k-q = 
т (这 里 kq {1,...,М№}, т < М). 4 (т, пт) 上 定义 具有 相对 于 Lebesgue W 
度 的 密度 on 的 测度 Qn, WE 


Qn(B) = | яна» В є &(|=7,7)). 


这 时 , 根据 公式 (1.25), XH NS1A 


J е^) м (ах) — [ е"^дм(Л)ал — 0 7 In|/N)R(n), In| < N, (29) 


| In| > М. 


注意 , 对 所 有 的 М (由 于 (29) st, М n =0 时) 有 Qn ([-т, |) = В (0) < оо. 
此 根据 Prokhorov 定理 对 有 限 测 度 (参见 , 附录 2), 取 紧 集 К = [-r, т], 可 以 找到 子 
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序列 {№} CN, 使 得 Ом, > Q, 这 里 Q Я [-7,7] 上 的 某 个 非 负 有 限 测度 . 这 时 考 
FEB] (29) sh, 对 每 个 ne Z 得 到 关系 式 


f е"^О(ал) = Jim f е^ м, (dà) = R(n). О 


借助 于 已 证 明 的 定理 可 以 得 到 平稳 (广义 ) 随机 过 程 的 “ 谱 表示 ” 


285. A X= {X tE Z) 是 在 某 个 概率 空间 (NQ, F, P) 上 的 中 心 化 广义 平稳 
过 程 . 这 时 , 在 同一 个 概率 空间 上 存在 定义 在 A([-7,7]) 上 的 正 交 随机 测度 2, 使 得 
a.s. 有 随机 “ 谱 表 示 ” i 

Xi = J ей^ 7 (dd), - (30) 


证 。 根据 Herglotz 定理 , 对 stez 


r(s,t) = соу(Х,, Xt) = ] | els) Q(d)) = J etA ей) (ал), (31) 
这 里 О 是 在 Z-n, r) 上 的 非 负 有 限 测度 . 这 意味 着 满足 Karhunen 定理 (定理 
3) 的 条 件 (18), 具有 f(t, 入 ) = ей^, ле [7,7],t є 2. 因为 空间 L? = L*([—-7, т], 
8 ([-п,л]), Q) 中 的 任意 的 函数 , 在 L 中 可 以 用 连续 函数 来 通 近 , HEA r, 
取 同 样 的 值 ， 而 每 个 这 样 的 函数 又 能 被 费 耶 尔 (Fejer) Fl — BI (参见 , 例如 , [35; 
EVIR, §2, 第 1 B), 因此 也 满足 条 件 (20). 这 样 , 由 Karhunen 定理 直接 得 到 所 
要 求 的 表示 (30). O | 


注意 , 由 于 Karhunen 定理 , 在 (31) 式 中 的 谱 测 度 Q 不 是 别 的 ， 正 是 正 交 随机 
测度 7 的 构造 测度 (参见 (2)), 也 正 是 在 (30) 中 对 它 的 积分 . 

在 (26) 式 中 所 利用 的 测度 О 可 以 重新 定义 (而 不 改变 符号 ), 将 “质量 ”Q({ 一 7}) 
从 点 -r 移 到 点 r 处 , 这 里 就 有 了 “质量 ” H О(-тр) + (07). 这 时 在 (26) 式 的 
右 半 部 分 积分 值 不 变 , 因为 对 所 有 的 neZ 有 e-i"" =e, 重新 定义 的 作法 只 是 为 
了 将 积分 区 间 变 成 (r,r), 如 同 积分 在 单位 圆周 上 . 如 果 这 种 移动 “质量 ”成 了 , 则 
由 于 定理 2, 2({—п}) = 0 a.s., 因此 在 (30) 式 中 积分 实际 上 是 在 区 间 (r,r) E. = 
然而 然 , 类 似 地 在 (30) 式 中 的 积分 可 以 是 半 开 区 间 -r т) 上 . 

在 所 研究 (30) 式 中 的 谱 表 示 完 成 后 , 不 难 发 现 给 出 的 (“ 谱 ”) 术语 引出 是 由 ( 根 
据 (30) st) X, 的 值 好 像 是 由 带 有 “权重 ”2Z(dA) 谱 的 调和 因子 e “RM” 而 成 的 . 


$10. 作为 随机 谱 表 示 的 应 用 , (30) 式 看 作 下 面 形式 的 大 数 定律 . 
定理 6， 设 满足 定理 5 的 条 件 . 这 时 , 当 N 一 оо 时 , 有 


1 ~ 12(9) 
7 NO Xk ——> Z({0}). (32) 
k=0 
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证 .利用 (30) 式 的 表示 . 由 于 对 正光 随机 测度 的 随机 积分 的 线性 性 , 有 


N-1 


x Xk = E У е^2(4л) = |. i Wn (A)Z(dr), 
k=0 k=0 
这 里 ( WN A) 
1 (1-е 
WA) = N (1 — еѓА) , À #0, 
1, А = 0. 
因此 , 由 于 定理 2 











1 N-1 
9 > Xx — 240} 
k=0 





= | xw Paar) (33) 


L2(Q) 
这 里 yy(A) = PNA) — L(A) ОС) 是 正 交 随机 测度 20 的 构造 测度 . 考虑 到 
<1,A € R, 同时 xw(0) = 0 和 对 ЛЕ [-7,7]\{0}, М N — œ 时 


Š NST pith 
№ р0 
有 





2 
< ——"___ | 0, 


根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 由 (33) 式 得 到 性 质 (32) А. O 
‘$3. WR X ={X,teZ} 是 广义 平稳 过 程 , Н ЕХ, =а,+є 7, 则 


X,-a= ] et Z (dX) 


0-а) з E хь a = 240}. 因此 , 当 NN 一 oo 时 有 


= 


ух He (34) 
当 且 仅 当 EI2Z({0})|? = 0; 这 等 价 于 条 件 Q({0}) = 0. 意味 着 在 0 点 谱 测度 没有 原子 : 
性 质 (34) АНКЕТЕ LQ) 中 过 程 X 的 遍历 性 . 


$11. 已经 有 了 离散 时 间 平 稳 过 程 的 谱 表 示 (30) A, 自然 而 然 地 也 会 提出 关于 
连续 时 间 平 稳 过 程 的 谱 表 示 问 题 . 

带 着 这 个 目的 , 我 们 还 需要 介绍 下 面 的 定义 . 

定义 8. WX ={X(t),t c R} 是 在 某 个 概率 空间 (0,F,P) 上 复数 值 L- 过 
程 称 作 过 程 X 在 某 一 点 te 及 上 均 方 连续 , 如 果 , 4s 一 上 时 有 


IX (8) — XH — 0, (35) 
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这 里 lel2 = (Elé|2)1/2,€ є LQ, F, P). 在 某 个 集合 上 的 连续 性 就 是 指 在 该 集合 的 
任意 点 上 的 连续 性 . 


定理 7， 广 义 平稳 过 程 义 二 {X(t),iER} 在 民 上 均 方 连 续 当 上 且 仅 当 (25) AP 
thd BA R= R(t) 在 0 点 上 连续 


ШЕ. 必要 性 过程 X(t) 和 X(t) -a, 这 里 a 是 常数 , 显然 , 它们 同时 是 连续 
的 ( 均 方 意义 下 )， 不 失 一 般 性 , 可 以 假定 过 程 有 0 HE. 它 的 相关 函数 (2) 
r(s,t) = EX(s)X(t) = R(s — t), 对 s,t € R. 


|R(t) — R(O)| = |r(t,0) —7(0,0)| < IX (£) — ХО): X: 


因此 , 在 R 上 过 程 X 均 方 连续 (甚至 于 只 是 在 0 м) 导致 当 t 一 0 时 有 R(t) 一 R(0). 
充分 性 是 由 于 |Х (3) - X(t)? = —(В@- s) - В(0)) – (R(s – #) – R(0)) > 0, 当 
в 一 + 时 , 因为 相关 函数 及 = Rt) 在 0 点 上 连续 O 


推论 3. AR LAAT SRR=R tt), 如果 它 在 0 点 连续 , MAR 上 连续 . 


it. WER 上 非 负 定 函数 R 在 0 点 连续 . 根据 第 二 章 定理 4 构造 中 心 化 其 
Ћира r(s,t) = EX(s)X(t) = R(s—t),s,t В 的 广义 平稳 (Gauss) 过 程 
Хх = {ХуеВ} 由 于 定理 т, 这 个 过 程 在 R 上 均 方 连续 . 这 时 , 当 s 一 上 时 有 


|R(s) – R(t)| = |EX(s)X(0) – EX(t)X(0)| < |X (s) - ХИ (0) 0 
这 样 , 函数 R= R(t) 在 每 一 点 te R bE. П 


$12. HRE T =R 上 均 方 连续 的 平稳 (广义 的 ) 过 程 的 相关 函数 给 出 下 面 的 
Ж. 


定理 8 ( 博 赫 纳 (Bochner) - З (Khinchin)). Ж R = R(t),t eR Æ 0 
点 连续 的 非 负 定 函数 . 这 时 , MESH LCR 有 


R(t) = J = eAG(dd), (36) 


OO 


这 里 G = G(dA) 是 在 A(R) 上 的 某 个 非 负 有 限 (“ 谱 的 >) 测度 . 


| 显然 , 在 (36) 式 右 半 部 分 函数 在 整个 直线 上 连续 . 因此 , 完全 类 似 于 (27) А, 可 
以 确信 它 同样 是 非 负 定 的 . 这 样 定理 8 条 件 是 必要 的 . 该 条 件 充分 性 的 证 明 将 放 到 
附录 4 当中 . | 
定义 9， 如 果 对 平稳 过 程 X = {Хе A} 相关 函数 (这 里 A = [-л,л| 或 者 
A = R) 的 表示 式 (26) 或 者 (36) 式 中 谱 测度 相对 于 Lebeque 测度 有 密度 g = 9(^), 
则 函数 g 称 作 过 程 X НД. 
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由 (36) 式 和 (1.25) 看 出 , 如 果 存 在 测度 G 的 谱 密度 g 时 , 有 
R(t) = ] elt (dd. 
将 在 附录 4 中 给 出 定理 8 的 证 明 中 , Son ASP R с L'R), 则 对 测度 G 
存在 在 全 直线 上 连续 和 有 界 的 谱 密度 g = 9(^), 且 这 个 密度 可 以 由 下 面 公式 给 出 


и 
JA) = = ia ер). (зт) 


定理 9 (УЗ (Сгатег)). 设 在 菜 个 概率 空间 (0,Я,Р) 上 给 定 中 心 化 广义 
平稳 均 方 连续 的 随机 过 程 X = {X(t),t € R} (只 需要 在 0 点 连续 ). 这 时 , 在 同一 概 
率 空 间 上 存在 在 AR) 上 正 交 随机 测度 2 = 2(), 使 得 过 程 有 如 下 面 的 随机 “ 谱 表 


too | 
X(t) = / е^7(4^), teR. (38) 


证 .根据 定理 7 和 推论 3 函数 R(t) = EX(t)X(0) 在 В 上 连续 , 根据 第 二 章 定 
理 4 有 非 负 定 性 . 由 Bochner - Khinchin 定理 有 (36) 式 的 表示 . 因此 . 


r(s,t) = cov(X(s), X(t)) = R(s — t) = 三 et(s-OAG(d)) = [7 eM ettAG (dd), 


这 里 GO 是 在 o— КЖ A(R) 上 的 有 限 ( 非 负 ) 测度 . 这 样 , 得 到 相关 函数 具有 如 
(18) 式 的 表达 式 , 其 中 f(t, 入 ) = e(t, à € R). 

所 研究 情况 条 件 (20) 同样 成 立 ， 事 实 上 , L = LR, (К), С) 中 的 任意 函数 
f = РОА) 可 以 用 “ВН” FO) aca} ЖЕ, 而 后 者 又 可 以 在 L? 中 用 连续 函数 ， 
且 在 -a 和 取 同 一 个 值 , KE. 然后 再 取 有 限 个 形 姑 ехр{іпАт /а}, п Е Z 图 数 的 
线性 组 合 来 逼近 . 

进而 , 表示 (38) 式 可 由 定理 3 (Karhunen 定理 ) 得 出 . 注意 , 由 于 这 个 定理 3, 谱 
测度 G 重合 于 在 (38) 式 积分 中 正 交 随机 测度 Z 的 构造 测度 ， 口 


$13. 现在 研究 平稳 过 程 的 谱 密度 (已 经 在 510 末 给 出 了 解释 ), 它 在 谱 表 示 中 
作为 调和 因子 et 的 “ 势 ”. 为 了 简化 , 仅仅 限制 于 离散 时 间 的 情况 . 


定义 10. 中 心 化 , 且 在 12(0) 中 标准 正 交 化 过 程 = {en,n E€ Z} Ее Р. 

很 容易 看 出 , 那样 的 过 程 是 具有 谱 密度 gA) = 1/27), А є [r,r] 的 广义 平稳 过 
程 . 换 句 话说, 可 以 想象 “白色 光 ” 过 程 = 看 作 是 具有 相同 强度 , 但 各 种 不 同调 和 因 
子 (振动 ) 的 混合 (在 谱 表 示 的 意义 下 ). 

下 面 的 定理 将 给 出 关于 存在 谱 密 度 的 离散 时 间 随 机 过 程 构造 的 一 般 结果 . 


定理 10. 设 在 某 个 概率 空间 (Q,F,P) 上 给 定 中 心 化 广义 平稳 随机 过 程 X = 
{Xi,t € 2} 有 谱 密 度 当 且 仅 当 可 找到 数列 {ck}kez Є 2 Же Я = = {Enn € Z}, 
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它 可 能 定义 在 扩充 的 概率 空间 上 , 使 得 as. MOTH ARH М (0,Я,Р) 的 概 
ФР) 有 


At 一 у. CkEt—k |- У. ante) ре Z, (39) 


天 一 一 co К=— оо 
这 里 , ARAH ZKA. 
回顾 , {нее 12, 如 果 У (ce)? < oo 
k= — 


在 证 明之 前 , 需要 说 的 是 , 如 果 过 程 X A (39) 式 的 表示 , 则 称 过 程 为 滑动 平均 
过 程 . 也 说 过 程 X 是 借助 于 “滤波 器 ”(filter), 且 在 “入 口 ” 处 遭受 到 白 噪 声 = 所 得 
到 的 . 滤波 器 称 作 物理 上 可 实现 的 , 如 果 ce = 0, 对 上 < 0. 这 种 情况 说 明 , 在 时 刻 t 
过 程 的 值 可 以 由 在 К ЗЕ 时 量 sk 所 确定 ( 即 在 滤波 器 的 “出 口 ” 处 量 Xx, 的 公式 中 
没有 在 “入 口 ” 处 过 程 “将来” 值 的 参与 ). 

МЕ. BRAT (39) BOL. 这 里 {ск} 和 {fe} 如 定理 条 件 所 述 . 很 容易 看 出 , Al 
为 对 —o<M<N<wofE ckek = 0 和 在 (39) 式 中 的 级 数 在 LO, F, P) 


中 收敛 , 则 有 对 所 有 的 te 也 有 i EX, = = 0, 这 里 E KWE Р 取 平 均 . 根据 帕 塞 瓦尔 
(Parseval) 不 等 式 , 对 任意 的 зе РН 


r(s,t) = 403 Cs— ек2, Cr Уен) = У Ce—KCt—k = S| cjj— (et 
k j 
= R(s — t). | (40) 


因此 , X 是 中 心 化 广义 平稳 随机 过 程 . 


引入 函数 
Ф(А) = = 22 c_,e*. (41) 
因为 {ск} є [2 和 
" isrX Илл — 27, = 5 一 t, 
J Í ade Ч sÆt(s,t€ Z), (42) 


则 级 数 (41) 在 Г2([-п,л]) = 12([-т, т], 2([-т, л]), пез) ЖИ, ЖЕ mes 是 
Lebesgue 测度 (在 (41) 式 中 的 下 是 在 L?([-7, т]) 中 等 价 函数 类 的 代表 )， 
在 同一 空间 120[--т, л]) 中 , 对 函数 B( 和 )e** 有 表示 


| 1 OO | 1 оо 
P(A) = — c_petlkts)à = 一 -一 Ca je 43 
( ) Әт УМ k Әт pas 3—7 ( ) 





` 222 - 随机 过 程 论 


根据 Parseval 不 等 式 , 由 (43) 式 和 (42) 式 , 考虑 到 (40) 式 有 
/ | etls =A BV) Pd = J Ф(А)еАФ(А)еаА = У cj ;=7(s,t). (44) 


PAL Ф(.) Е L(a, т), BA |Ф(-)Р є 21(1—т, т). 因此 (44) 式 说 明 , 如 果 有 (39) 5, 
则 函数 g(A) = |Ф(А)2, ЛЕ [-т, п] 是 过 程 X = {Xi,t e Z} 的 谱 密 度 . 

为 了 证 明 相 反 的 结论 , 假设 9 = g) 是 过 程 = {Хе Z} 的 谱 密 度 . 这 
AT, 9(.) Е Li (J—x, т 和 几乎 所 有 的 (Ж Lebesgue 测度 ) 9(А) > 0 (对 过 程 X 的 
谱 测 度 С 有 С(В) = fa (Аал, B € 2([-т, п])). BH BA) = VA). СЕ gA) < 0 
的 0 测度 集 上 ， 8 P(A) = 0). 这 时 Ф(А) є 12([—т, т]), 而 完备 的 标准 正 交 函数 系 
{(Qr)-V2e*”’ лє В}, KEZAWS 


Ф(А) = <= У ce", (45) 
这 里 {сь} Е 1? ИЖ (45) 在 L7([—7,7]) PUK. 重新 利用 Parseval 不 等 式 , 有 
r(s,t) = R(s —t) =f esr (A dA 
f е!*^Ф(Л)ей^Ф(л) )аА = dC 大 Cr 天， (46) 


取 A = 2, р ete 2 中 所 有 子 集 组 成 的 o 一 代数 多 上 的 计数 测度 , 即 o 
ВИЕ, CAPEREA Z Е, H HE = ЕЙ. 8 f(t,a) = са, 这 里 
а € Z, {сь} Е L?(A,B, п), BN {cx} € P. an AK (46) 可 以 写成 (18) 式 的 形式 . 
因此 , 根据 定理 3 存在 ( 原 概率 空间 (Q, F, P) 可 能 在 扩充 的 空间 (9, 多, P) Е) 中 心 
化 正 交 随机 测度 Z(.) 使 得 


Хх, = J eo) t,a)Z(da) = У Ct-kEk, (47) 
к= — сю 
这 里 =, = Z({k}), 而 级 数 (47) Æ (À, F,P) 中 收敛 . 同时 , 中 心 化 变量 = е 2 
不 仪 是 正 交 的 , 而 且 是 标准 正 交 的 , 因为 Elek|? = ш({А)) = КЕЙ. 0 


4. 由 给 出 的 证 明 可 以 看 出 , 表示 (39) 式 等 价 于 中 心 化 广义 平稳 过 程 X = 
{Xant E 2) 上 共有 下 面 的 谱 密 度 : 


со 2 
= У) с_ etka 
大 一 一 Co 
$14. 要 研究 一 个 在 应 用 方面 非常 重要 的 问题 , 即 前 面 所 述 的 平稳 过 程 谱 密 度 


的 统计 估计 问题 . 就 是 要 问 在 平稳 过 程 的 表示 中 , 这 样 或 者 那样 的 谱 频 率 上 具有 什 
么 样 的 “权重 ”. 


9(А) = ЛЕ [-т, п]. 








第 七 章 “平稳 过 程 . 离散 与 连续 时 间 . 223. 


KX = {Xi,t E 2} RAAMAKBM R(n) = EXnpeXe, kn € Z WIPE X 
平稳 过 程 . 公式 (29) 指出 在 (28) 式 中 引入 的 函数 gw(A) 可 以 看 作 谱 密度 g( 和 ) ig 
近 ( 当 它 存在 时 )， 由 此 可 得 , 如 果 根 据 观测 Хо, X1,… , Мы, 作为 相关 函数 Rm) 
的 估计 量 取 量 


N-m-l 
wos >. XmikXk, Ч0<т<М-1, 
Ву (т) = 5—0 (48) 
Вм(—т), 4 -(N-l1)<m<Q, 
0, . 4 т 其 余 的 (тє 2), 
则 对 谱 密度 JO) 的 估计 量 自然 是 (参见 (28) R) 函数 
人 — 1 D — + А73 Iml 
gn(A) = on 2 Rn(m)e A (1 м ) 
经 过 简单 的 变换 , 函数 0 (А) 可 以 表示 成 
~ е 
gn(A) = "Уну; 2 Хре (49) 








CBRE “Е” (periodogram). 很 容易 看 出 , 因为 对 m В. т < N-1 4 ERy(m) = 
R(m), № 











Egn (A) = gn (A). (50) 
注意 ， 
, N=1N-1 | 
gn (A) = sy 2, R(k — 1)е 0 
k=0 1—0 
1 NaN- А 
до iv(k—l) (v)dv otk) 
27N >. (/ Í 9 
k=0 1=0 я 
+ 4 Nol N~ 
_ i(v—A)k_,—i(v—A)l 
= 一 一 一 е e g(v)dv 
Г. nN k=0 1—0 
T 1 N-1 2 | т 
= | 一 一 ev— 和 NE ода» = | Py (v — A)g(v)dy, (51) 
_, DTN д 
k=0 
这 里 函数 (Fejér 核 ) 
, 2 
м1 12 —_ (xo) ‚ЛЗ тт, т Е Z, 
sin 
NN = о |У е Hy 
27 《一 








, А = 27т, т є Z. 


3 | 之 
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这 样 , 公式 (50) 和 (51) 显示 周期 图 是 谱 密度 的 渐 近 无 偏 (unbiased) 估计 , ВП 
ЛЗ А є (т, т], 有 


Г Фм(и – А)д(и)аи > 9(^), Мо. (52) 


由 Fejér 核 的 性 质 得 到 (参见 , 例如 , [35; 第 УШ Æ, 82), 对 所 有 函数 ge С(-т, т]) 
成 立 . 但 是 均 方 误差 EI9N( 和 A) -gA 随 着 М 的 增加 , 一 般 地 说 并 不 趋 于 0. 因此 ， 
在 实践 中 代替 估计 gw (A) 采用 平滑 化 的 估计 9”, 即 估计 量 


FY (А) = / Qvod 


这 里 Wh), N ENRE “HERO”, 它 的 选取 , 使 得 : 

а) 函数 WN( 和 ) 在 0 点 的 邻 域 有 很 尖锐 的 极 大 值 ; 

b) Г. WN (A)aA = 1; 

с) 4 N оо В, ЖЛЕ € [-т, т) E ЕЙ (Л) — (А)? 一 0. 

例如 , 借助 窗口 WN (А) = амВ(ам^) 的 巴特 利 特 (Bartlett) 估计 , 这 里 
2 
Sin 2 


1 
BA) = aD 
2 








而 序列 ам 1 оо, ам/М№ -+ 0(М 一 оо). 
在 条 件 a),b),c) F, 其 他 形式 的 谱 窗口 , 可 参见 , 例如 , [85; 第 VI 章 , $4]), 还 可 以 
看 [6,80]. 


§15. 平稳 过 程 各 章节 中 最 有 意义 的 (无 论 从 理论 上 , 还 是 从 应 用 上 ) 一 市 是 关 
于 利用 这 个 过 程 的 “过 去 ” 值 来 预测 (forecast) (IMA (extrapolation)) 它 的 “将 
来 ”和 值 . 

从 预测 问题 的 最 简单 情况 开始 . 设 X = {X(t),t eT}, TCR 是 -过程 . 需要 
找 出 随机 变量 X(t) 的 最 佳 适 近 (依照 LO 空间 的 范 数 ||-||), 基于 在 时 刻 <t 以 前 
所 有 过 程 X KE. 如 果 假 设 所 有 随机 变量 y 是 c- 代数 F, = о{Х(и), и < s,u ET} 
可 测 的 , 且 模 的 平方 是 可 积 的 , 即 随机 变量 ye LQ, F., P), 则 问题 归结 为 求 量 


inf {|| X(t) — yl : y € L°(Q, Fs, P)} 


和 那样 的 值 y, 使 得 这 个 inf 可 以 达到 (ARE TORR EB). 

根据 Hilbert 空间 Н 的 定理 , 所 有 的 元 素 ze H 可 以 表示 成 (对 给 定 的 子 空 间 
ЕСН) 如 下 唯一 形式 : r= ytz, Kye LMze lL GHP Г HIER). By 
一 般 用 Prrz 来 表示 , 这 里 算 子 Рг 称 作 从 H 投影 到 І 的 投影 算 子 . 
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进而 , 取 Н = LQ, F, P) Я Г = LLO, Fs, P), 找到 
inf{|| X(t) — yll : y € IQ, Fs, P)} = |X (t) – Prze, в, p X(0)|. 


在 第 四 章 习 题 1 中 , 已 经 指出 如 果 с 代数 w с 多 和 随机 变量 YE L?(0, F, Р), 
М (Ж Р - а.в.) 有 
Prr, op)Y 一 E(Y |<). 


ХВ, 在 均 方 意义 下 在 LO, 多 ,,P) 中 对 X(t) 的 最 佳 估 计 是 条 件数 学 期 望 E(X 人 | 
F). 

寻求 关于 о 代数 9, 的 条 件数 学 期 望 , 一 般 来 说 是 一 个 非常 复杂 的 问题 . 但 是 ， 
如 果 只 是 限制 基于 在 随机 变量 Xu < su cT 的 线性 组 合 (和 它们 在 空间 LQ) 
的 极限 ) 上 的 线性 预测 , 则 问题 本 质 上 有 简化 . 对 于 它 的 解 采用 Hilbert 空间 理论 非 
常 有 利 ， 它 可 以 帮助 得 到 一 系列 有 趣 的 结果 . 这 些 结果 是 关于 某 些 重要 平稳 过 程 类 
的 构造 . 

为 研究 线性 预测 , 对 s eT 引入 空间 Н,(Х), 它 是 随机 变量 X(w),w < s,u eT 
的 线性 组 合 在 均 方 意义 下 的 闭 包 . 设 


Н_„(Х) = (| H(X), H(X) = Ľ[X], 
8ЕТ 
这 里 [2[X] 在 LNO) 中 , 所 有 随机 变量 X(u) u c T 线性 组 合 的 闲 包 , Ш, H(X) 
是 在 12(0) 中 包含 所 有 空间 H(X) se 的 最 小 子 空间 . 我 们 研究 的 利用 这 个 过 程 
到 时 刻 s 的 “过 去 ” 值 来 线性 预测 量 X(t) 的 问题 , 现在 就 成 了 利用 空间 H(X) 的 
FOR Ж іа ХР) (Ж L 空间 的 范 数 ) 的 问题 . 这 样 , 被 称 为 线性 预测 的 误差 自 
然 就 是 量 (对 所 有 的 s,t eT) 


A(s,t) = inf{||X(¢) — yl : y € Hs(X)} (53) 


前 面 所 提 到 的 线性 预测 问题 的 解 就 是 P,X(t), 这 里 为 了 简单 用 P, 来 代替 算 子 
Prax) (A H(X) 到 Н,(Х)). 
引入 的 线性 预测 误差 A(s,t) 满足 下 列 的 性 质 : 对 所 有 的 з, шєт 有 


A(s,t) = A(s +u,t+ и) (54) 


(注意 ， ay R y= C1.X (81) +» + Cn X (Sn) = H,(X) Ж 2 = = с1Х (sı 十 u) +» + 
Cn X (Sn +u) Є Asiy(X), 这 里 ck E€ C, sk Е Tis, < 8, 则 由 于 过 程 X 的 平稳 性 有 
ee yl? = |X + u) – |"). 

由 (54) 式 得 到 , Е A(s,s+u) 不 依赖 于 s, 因此 可 以 假设 


d(u):= A(s,s+u), цчЕТ; 
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ЗЕ, Хи <0 (ue T) 有 ólu) =0 FM v <u(uvEeT) = 
ӧ(о) < (и). (55) 


完全 清楚 性 质 (55) 的 含义 : 利用 这 个 过 程 在 时 刻 5 的 “过 去 ” 值 Н,(Х), з <t, KA 
性 预测 的 误差 随 者 s 减少 而 增加 . 


516. 线性 预测 误差 i(t),t > 0 的 渐 近 趋势 问题 是 与 下 面 的 概念 有 着 密切 联系 . 


定义 11. KRTHRMATHAZ, X = {X(t),t € T} 是 中 心 化 的 平稳 随机 过 程 
WHE X ЖЕ М (singular) 或 者 确定 性 的 , WR Н_„(Х) = H(X), 即 对 所 有 的 
steT A Н,(Х) = H(X). 过 程 X 称 作 规 则 的 (regular) 或 者 纯 非 确定 性 的 , 如 果 
Н-со(Х.) = 40} ( 记 作 =0). / 


定理 11. 中 心 化 平稳 随机 过 程 了 是 

1) 奇异 的 当 且 仅 当 对 某 个 如 > 0,to ЄТ ж 6(to) = 0 (这 时 , SHAH РЄТ A 
b(t) = 0); 

2) 规则 的 当 且 仅 当 t 一 co 时 有 


5*(t) > R(0), (56) 


же, RO) 是 过 程 的 相关 函数 R(t) 在 0 点 的 值 (在 我 们 的 情况 有 R(t) = 


EX(t)X(0)). 


Ш. 1) 如 果 过 程 х aH, WM X(t) є A(X) = HX), 因此 对 任意 的 s,t eT 
有 A(s,t) = 0. | 

设 对 某 个 to > Oto ЕТ) 有 6%) = 0. 这 时 对 任意 的 se T A X(s4+ to) Е 
Н.(Х). 由 于 (55) RX} t < s+to 9 X(t) € H(X). 因此 , 得 到 H(X) = Н,(Х) 对 
s<t<stt. НТ з 的 任意 性 , 看 出 X 是 奇异 的 . i 

2) KM ERA (56). 对 site 有 


R(0) = |X OI? = PXO? + |X) – PXO = PXHI? + 8t- 3). (57) 


因此 , 4 s + -œ 时 , 对 每 个 +e Т 有 |Р.Х®| +0. Е, WR L, L 是 
Hilbert 空间 H 的 子 空间 , H Li С Le, WER £e HA Prizll < || Prox]. 这 
样 , 对 每 个 st eT A |P- XO < PX(t) FÆ P X(t) = 0, Mt te Т 
有 X(t) L H_..(X), BET H(X) L H(X). М» H(X) с H(X), 所 以 
H_œ(X) = {0}. 

从 男 一 方面 , & Н (Хх) = 0, 考虑 到 (57) sh, 可 以 看 出 关系 式 (56) 直接 可 由 
下 面 的 引 理 得 出 . 
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5| 3. Ж Н, + ЄТ Я Hilbert 空间 中 递 降 子 空间 族 , РЕ ЗЗЬзЗЕЕТ 
时 有 Н, С Ay. 如 果 П Н, = {0}, 0] 5 s + -œ 时 有 Par 一 0 对 每 个 CE 万 , 这 里 ， 
P, #4 H 4l H, 的 投影 算 子 . 

ik. 因为 对 每 个 x E Н, 当 s <t NF ||P.2|| < Bzjl, 则 只 需要 证 当天 оо 
时 有 |P zl 一 0, KE tp <thkeN Al lim tę 一 一 co 设 Ly = Н, OM:,,,, BA 
Ai, ФГк = Hak € N. 这 时 , CHEM 2 Н, т> 8 


Ех 一 Pin z 十 у С) 2, 


gk 
这 里 О; 是 由 H 到 工 ; 的 投影 算 子 . 由 此 可 得 ||P, |? = ||P ll? + |Q;z|". Al 
jak 
Ht, $ Фа < [Pac < lel? 这 样 , S т > К PHSR kym — оо, 8 
2 


[Рх — Pin 2||? = У ОР = 0 
j=k 


(显然 可 以 研究 有 > т 的 情况 ). 由 于 空间 H 的 完备 性 , 存在 极限 元 素 y = Jim Paz. 
AAH К > т 时 有 Pre H, 则 ye Н, ЕЮ тем. 得 到 ye A He. E 
m=i 
рж н, 的 单调 性 , 所 以 满足 Пн, = Пн, ПВ N A = {0}, 则 有 
m=l1 ЕТ РЕГ 


у= 0. Ш 
进而 引 理 3 和 定理 11 TER. П 


$17. 这 一 市 所 述 的 是 具有 技巧 性 , BOSS FD 818, 然后 再 回 过 头 
来 阅读 这 一 他 
在 空间 A(X) 中 引入 推移 算 子 SuueT (T=R MA T =Z), 假设 
Su(c1X (t1) +... + Cn X (tn)) = cı X (tı + u) - e+ Cn X (tn + и), 


这 里 Ck Є С, tk Є Г, k = — 1,--- NN Є N. 给 定 的 定义 是 相 容 的 . HEE, 如 果 
È eX (te) = У 4х0) 这 里 dj; EC,s; €T,j =1,---,m,meN, ШЕ X 的 平 


稳 性 对 ue 工 有 有 


ST ce X (te) -L4 X ( (84) 
k=1 
类 似 地 可 以 建立 起 对 每 个 we 了 有 


(Sux, Suy) = (x,y), x,y E Lin{ X(t),t € T}. 


2 2 


m. 


= ахиж) - У а; Х ($; +u) 


q=l1 


0 = 
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换 名 话说, 5, 是 在 随机 变量 X(t), t eT 的 线性 组 合 Lin{X(t),c eT} 上 的 保 距 算 子 ， 
E |15,2] = |21 У хе Lin{X(t),t eT},ueT. 因此 , 5, 可 以 唯一 地 延 拓 到 H(X) 
ERA TRIBES. 

不 难 验证 ( 先 验证 元 素 在 Lin{X(t),t € T}, (Su)uer 组 成 在 H(X) 中 的 算 子 群 ， 
Ш uveT A 

Suty = SySv. 

这 里 Y = Г RESET. 

这 样 , 所 构造 的 推 欧 算 子 5,,w cT 构成 在 H(X) 上 保 距 (意味 着 线性 的 ) 算 子 


RE. 
引 理 4. 对 任意 的 u,vET 
S ,H,(X) = Huo(X), SyH-oo(X) = H(X), (58) 
Prv Su 一 Sy Po, 已 vbr 一 SuP_o; (59) 


这 里 Р, RH H(X) 到 НИХ) HRBHF, te TU{-ox}. 


УЕ. Mu,veT, 显然 S,(Lin{X(t),t <v,t € T}) с Hr(X). 因此 5, H,(X) с 
Hrv(X). 33 Fe 51] 9,9, = I, 有 


Husy(X) = SyS—uHusy(X) C SyHy(X). 


在 (58) 式 中 第 一 个 等 式 已 证 明了 . 
如 果 x e H(X), те HX) 对 所 有 的 te T. 根据 已 证 的 , 对 任意 的 te 全 
有 Sux € Heyu(X). 因此 , Sux € H_wo(X), BW SH_w( 久 ) C H-oo(X). ЖЖ, 


H(X) = SuSa Hol X) C SuH—oo(X). 


于 是 完成 了 (58) 式 中 的 第 二 个 等 式 . 

由 于 算 子 Su, Puo E T 的 线性 性 , 为 了 证 明 在 (59) 式 中 的 等 式 只 需要 验证 在 
等 式 两 边 相 应 的 算 子 作用 在 X(t),t oT 的 结果 是 一 样 的 . 

Xf uv, tE T E Py,SuX(t) = PuryX(t+u). 另 一 方面 X(t) = y(t) + z(t), 这 
里 y(t) = P,X(t) € НХ), z(t) L H(X). ЖЕ, X(t+u) = S X(t) = Suyvlt) + 
Suzy(t), 这 里 Syyy(t) є Hus, (X), MOAR В © Huy (X) AF (58) 式 第 一 等 式 
得 到 h = 5,9, 这 里 дє H,(X). 由 此 可 得 


(h, SuZu(t)) = (9, 2(2)) = 0. 


如 果 Hilbert 空间 H = L@L+, 则 任意 的 元 素 z € Н ЖЖ r= y +z, 其 中 
yeL,zeL+. 因此 S PX (t) = Suyo(t) = Puyo X(t и). 进而 (59) 式 第 一 等 式 证 
明 完 毕 . 
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ЖИ P osu X(t) = P o X(t +u), X(t) = y_oolt) + z-oo(t), KH y_o(t) € 
H_ (X) Al z_..(t) L H_(X). 这 时 , X(t4 u) = Su X(t) = Suy—oo(t) + оо (Ф). 
因为 Suy—oo(t) Е Н_.(Х) Fl Suzoo(t) 1 H- X) (根据 (58) REFA) M 
Su P -oX (t) = Syy_owol(t) = Poo X(t +u). 0 


§18. 前面 所 述 过 程 的 奇异 性 和 规则 性 对 描述 平稳 过 程 的 一 般 构 造 是 非常 有 用 
的 . 


定理 12 ( 沃 尔 德 (Wold))， 中心 化 广义 平稳 过 程 X = {X(t)t e Th 这 里 
T=R RAT =Z, (对 每 个 weEQ) 可 以 分 解 为 下 面 的 形式 : 


X(t)= M(t)+N(t), ЄТ, (60) 


这 里 M = {M(t),t ET} 是 奇异 的 , т М = {N(t),t ET} 是 规则 的 过 程 , BM LN, 
Beat s,t ET 有 М(з) 1 NG). 除 此 之 外 , tE M 入 是 中 心 化 广义 平稳 过 程 . 分 
解 是 唯一 的 , te RRA RT “АА” 条 件 : M(t) е НИХ) (这 时 N(t) є НЕХ)) 对 
ЖАЛЕЕТ. 


ИЕ. M(t) =P „Х() Я М = X(t) 一 M(t) 对 teT. 显然 ,这样 定 义 的 过 
程 M ={M(t),t eT} Я М = {МОЕТ} (60) 式 的 表示 . 

根据 过 程 М ЯМ 的 定义 有 M(t) © H_..(X) Я М 上 H_w(X) 对 te 了 T. 因 
m, M LN. 由 (60) 式 得 出 X(t) є Н(М)ФНЕМ), 因此 , H(X) c HM) S HN). 
MAA, M(t) є H_..(X) с НИХ). 由 此 可 得 НИМ) с H(X), 这 时 , 由 于 (60) 
AXN te T A Н,(№) с НЕХ). 这 样 , Hi(M)@ НЕМ) с НИХ), 且 得 到 ， 


НЕХ) = НМ) Ф HN), ЕТ. (61) 


注意 , MW teT A НЕМ) 1 H_.(X), 由 此 Н „(№ + AH_(X). 同时 НИМ) с 
H(X), 因此 , H_w(N) c H_o(X), 这 样 H-N) = {0}, ВП N 是 规则 的 过 程 . 我 们 
知道 , НИМ) сН_.„(Х),+ ЕТ. 由 (61) RB) Н-„(Х) с Hi(M) @H,(N). 考虑 到 
Hi(N) L H_w(X), 得 出 H(X) с H,(M),t ЄТ. 因此 , НИМ) = H_w(X),t ЕТ, 
Вр M 是 奇异 的 过 程 . 

验证 , M,N 是 广义 平稳 过 程 . 因为 M(t) Е Н-(Х) C H(X), 则 EM(t) = 0, Al 
№, EN(t) =0,te T. 这 样 , M,N 是 中 心 化 随机 过 程 . 对 t, u,v eT 利用 引 理 4 和 算 
T 5, 的 保 距 性 有 


(М(о + и), М(Е+и)) = (P_ ee P_ooX(t + u)) 
= (Poo Su X (v), P-ooSuX(t)) 
= (Sa P- xt) Si,P_ooX (€)) 
= (Р œX (v), P_oX(t)) = (M(v), М(2)). 
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类 似 地 ， 


(№(и + и), N(t+u)) =(X(vtu)—- M(v+u),X(t+u) – M(t u)) 
= (X (v), X (t)) – (P-coSuX(v), Su X (t)) 
— (Su X (v), PooSuX (t)) + (Mw), M(t)) 
= (X (v), X(t)) – (M (v), Х(#)) - (X (v), M(t) + (Mw), ME) 
(X (v) – M(v), X(t) — M(t)) = (N(v), №0). 


这 样 , 过 程 м 和 N 有 (60) 式 的 表示 , 且 是 广义 平稳 过 程 . 
现 证 分 解 (60) 式 是 唯一 的 . 设 与 (60) 式 同 时 还 有 另 一 个 分 解 X= Ut) + Vit), 
这 里 U = {U (t), t € T}, V = {V(t),t € T} 是 相应 于 奇异 的 和 规则 的 过 程 , H U L 


V,U(t), V(t) Е Hi(X),t ЕТ. 这 时 , 
Н.(Х) = HU) + НКУ) = HU) ФНКУ), teT. 
因此 ， 
Н_„(Х) = П (H(U) Ф H,(V)) = H(U) Ф П H,(V) = H(U) + {0} = H(U). 


总 之 , 找到 


M(t) = P X(t) = Рен X(t) 
= Praal (t) + PriyyyV (t) 一 PryyyU (t) +Q= U(t), 


显然 , 对 所 有 的 te 荆 有 N(t) = V(t). 定理 12 的 所 有 结论 都 证 毕 .， O 


注 5. (60) 式 分 解 是 由 Wold НЕХ 离散 时 间 平 稳 过 程 得 到 的 . Cramer 证 明了 
定义 在 集合 ТС RR 上 的 任意 中 心 化 L- 过 程 X (不 一 定 是 平稳 的 ) 可 以 分 解 为 相 
"4 й РЯД, Яя, 而 另 一 项 是 规则 的 .“ 从 属 ”条 件 (参见 定理 12) 保证 
所 作 分 解 的 唯一 性 . 这 样 我 们 证 明了 定理 12, 也 是 Cramer 的 结果 . 


需要 强调 的 是 , (30) 式 和 (38) 式 是 在 谱 的 (频率 的 ) 区 域 进行 的 随机 表示 , 而 分 


解 (60) 式 的 男 一 个 特点 , 是 在 时 间 区 域 进 行 的 . 
同时 注意 , 引 理 4 直接 可 得 到 关系 式 (54), 事实 上 ， 


A(s+u,t+u) = | ХЕ + u) — Р, X (t и) = ||Su X €) – Ps+uSu X(t) 
= |[SuX(t) — Su PX Hl = |X(t) - PsX(t)|| = As, t). 


$19. 更 详细 研究 规则 的 过 程 的 构造 . 
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定义 12. НИЕ c= {enn E Z} 称 为 对 中 心 化 L- ХЕХ = {Xn,n E€ 2} 的 
革新 过 程 , ХИН ne ZA Н.(Х) = Н, (е). 


借助 于 这 个 概念 , FERRERS HE TAATA ATE Я] 89 ЗЕЕ НУ. 


HB 13. 非 退 化 中 心 化 广义 平稳 过 程 六 = {Xn n E Z} 是 规则 的 必要 充分 条 
件 是 可 以 找到 革新 过 程 。 = {en,n E Z} 和 复数 序列 {о} CV, Rip as. 有 


OO 


Х, = У. CkEn-k; NEZ, (62) 
k=0 


这 里 , REH ЖА. 


ik. HX 是 规则 的 过 程 ， 很 容易 看 出 , 对 每 个 m с 7, 空间 Hm(X) 是 由 在 
72(9) 中 形 如 hm_1 + cX(m) 元 素 的 闭 包 所 组 成 , 这 里 hm-1 Є Hm-1(X),c ЕС. A 
为 Х(т) = gm—1 + Zm, 其 中 gm_1 Е Hm—1(X) 和 zm L Hm-1(X), 则 Him (Х) 表示 
是 在 І2(9) 中 形 如 hmi + czm 元 素 的 闭 包 , 准确 地 说 就 是 这 种 形式 的 元 素 所 组 成 . 
注意 , zm £0 К 是 在 LQ) Fas. SF 0 的 函数 类 ). 事实 上 , WR zm = 0, 则 这 时 
Ни_1(Х) = Н„(Х), 由 于 (58) МЕЈ пе ZA Hn-1(X) = Hy(X), 从 而 
矛盾 于 奇异 性 . 

取 上 = 2n/|lzni|, 利用 在 引 理 3 的 证 明 中 的 讨论 , ЕЕ, 对 固定 的 ne ZH 
序列 th = n-k k € Z4+， 在 所 研究 的 情况 子 空间 Le := Н, O Hann 是 由 向 量 
(Е Е Z4) 所 产生 的 . 因为 当天 一 оо 时 , PXI 一 0, 则 导致 (62) 形式 的 等 
式 , 其 中 У jer]? < 1.12 < оо. 


因此 对 任意 国 定 的 ne (62) 式 证 明了 , 所 以 系数 ce, кє 2, 一 般 来 说 , 依赖 
F п. 换 句 话说 , 只 是 建立 了 
| Xn = Уе. 


这 里 级 数 在 LN) ФКК, с = (Xn, En—k), n,k E€ Z. 

为 了 得 到 (62) 式 最 简单 的 是 取 在 H(X) 中 的 另 一 组 基 . 5 ek= Sebo, k E€ 2 (18 
据 前 面 所 述 , 5, 是 在 W(X) 中 的 推移 算 子 ). 考虑 到 (58) А, 看 出 sk € Нк(Х),Ек L 
Hy_1(X). 除 此 之 外 , 131 = 14| = 1,662. 因为 一 维 子 空间 A(X) 9 有 -1i(X) 由 
向 量 2, 产生 , 因此 , ej = ante, ak Е C,k e Z Ж {er} 是 对 过 程 X 的 革新 过 程 . 最 


后 ， 
оо со 
x = VO _ 
0 = Cy Q0-kE0-k = СЕК. 
= k=0 


k=0 
由 于 算 子 Sn(n є 2) 的 连续 性 和 线性 性 , 且 构成 群 , 得 到 
Xn = 5» Хо = 》 kSnE-k = Y ckSnS_kto = CkSn—KEo = У ckEn 
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现在 证 明 规 则 条 件 的 元 分 性 ， 如 果 , = = {enn e Z} 是 任意 的 日 噪声 ( 即 不 一 
定 是 过 程 X 的 革新 过 程 ), W (62) 式 说 明了 , X 是 中 心 化 平稳 过 程 , A H(X) с 
Hn(e),n є 2. BETĘ, 对 任意 的 ne ZA H_o(X) с Hal) 但 是 engi L 
H,,(e),n € Z, 因此 , SPA neZ є, LH ole). МЕ, == {enn EZ} Æ H(X) 
中 的 基 . 因此 , Н_»(Х) = {0}, 即 过 程 Х 是 规则 的 . О 


推论 4. 中 心 化 平稳 过 程 X= {Xn n E Z) 是 规则 的 当 且 仅 当 它 给 出 了 在 物理 
上 可 实现 的 滤波 器 , FARE “AD” RLSM ARE PAP BR в. 


Ш. 如果 X 是 规则 的 , 则 根据 定理 13 这 个 过 程 可 以 写成 (62) д, BRS AIR 
P e= {enn eE 2} (Лр 9704118). 

现在 假设 X 给 出 了 在 物理 上 可 实现 的 滤波 器 , 即 具 有 某 个 白 噪 声 = {enn E 
Z} 的 公式 (62) (不 一 定 是 革新 过 程 )， 由 定理 13 的 充分 性 证 明 得 出 过 程 X 的 规则 
HE, 也 就 是 说 找到 了 革新 过 程 =, 保证 了 (62) 式 分 解 . oO 


$20. 借助 于 所 得 到 的 结果 很 容易 找到 在 第 n 步 线 性 预测 的 误差 量 . 
注意 , 任意 中 心 化 平稳 过 程 X = {Xn n E Z} 的 Wold 分 解 具 有 如 下 面 的 形式 : 
Xn = Mn + № = М, + у. CkEn-k, ПЕЙ, (63) 
k=0 


OM, 是 奇异 部 分 , = {en,n E Z} 是 规则 部 分 М, (п є 2) 的 革新 过 程 , 而 数列 


{cr Ро E Г. 


定理 14. 对 由 公式 (63) ВМЗ X = {Xn n € Z}, 它 在 向 前 n 步 预测 误 
差 O(n) 给 出 公式 


п—1 
5°(п) = >. ex n EN. 
k=0 


LE. 考虑 到 对 т, п Е 2, A Pre ¢x)Mnim = inm 和 Н.Х) = Н (е) 借助 
于 (62) 式 得 到 | 


5*(n) = Е Хит 一 Pry..(x)Xn+ml° = E|Nnam 一 Ргн,„(х) Мат" 


n—i 2 
у ChEn+m—k 


k=0 


n— і 


= У |. O (64) 


k=0 


— E|Nn+m — Pr (=) Мат =E 








公式 (64) 再 一 次 说 明了 (与 (56) 式 比较 ), 规则 的 中 心 化 平稳 过 程 X= {Xn n © 
N}, 4 п 一 оо 时 ,有 下 面 的 性 质 : 


8? (n) > У lcr}? = EIXol? = R(0), 
k=0 
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这 里 , R= R(n) X 的 相关 函数 . 
由 注 4 和 推论 4 得 出 


推论 5. totti X = {Xn n E€ 7) 是 规则 的 当 且 仅 当 它 具 有 谱 密 度 
9 = 9(^), 且 由 下 面 公式 给 出 


У cpe 
k=0 
给 出 的 这 样 表 示 是 谱 密度 的 最 详细 的 描述 . 下 面 给 出 


定理 15 (Kolmogorov). 具有 0 中 值 的 平稳 过 程 = {Xn n E€ Z} 是 规则 的 
当 且 仅 当 它 的 谱 密 度 g = 9(A) 满足 条 件 : 


2 
1 | 
gA) = == ‚ ЛЕ[-л,м], {ex} 2. 








] In 9(Л)ал > —oo. 


ik. 这 个 结果 的 证 明 是 建立 在 单位 圆 中 解析 哈代 (Hardy) 函数 类 26 边界 的 
行为 性 质 . 参见 , 例如 , [85; 第 2 2, р. 621]. 


$21. 根据 定理 14, 第 一 步 预测 误差 量 5(1) STE |со|, 这 里 co 是 由 Wold 分 
解 (63) 式 所 确定 . 对 具有 谱 密 度 的 过 程 , 量 62(1) = [оо]? 可 以 有 另外 一 种 借助 谱 密 
度 来 表示 , 它 是 下 面 由 柯 尔 莫 戈 洛 夫 (Kolmogorov) — Æ% (Szego) 的 公式 给 出 (2 
DL, 定理 16). 

设 L! = [1 ([-п, п), A([—7, т]), mes), 这 里 mes Æ Lebesgue 测度 . MSIE PHA v 
的 算术 平均 A(v) 和 见 何 平均 Gw) 由 下 面 公式 给 出 


A(v) = > [ v(A)dA, G(v) = exp{A(Inv)} 


一 下 


在 假设 中 , v 和 шо 都 是 在 区 间 [—7, r] 上 可 积 的 (形式 上 设 In0 = -oo) 
议 
f(A) = 279(N), Ле [-7,7] (65) 


定理 16 (Kolmogorov 一 Szego). SAAR A g = 0(А) 中 心 化 平稳 过 程 X 
RA Inf EL 这 时 有 


52(1) = 600) (- exp [= Г юла) | 


或 者 Inf gL 这 时 有 5(1) = 0. 


ШЕ. 这 个 定理 的 证 明 与 概率 问题 和 经 典 的 函数 论 问题 有 着 密切 关系 , 我 们 将 其 
放 到 附录 5 P. 


— 
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补充 与 习题 
1. 试 证 , 给 定 在 R PAF Borel 集 组 成 的 半 环 上 的 Poisson ВЕРЕ (参见 第 
一 章 $9) 是 正 交 ( 非 中 心 化 的 ) 随机 测度 . 
2. 设 {2, ЛЕВ} 是 复数 值 [2 一 过 程 , Н 
1) Х№ЕЖИ v eR, АА | и, EZ 一 2,2 — 0. 
2) 增 量 是 正 交 的 , 即 对 所 有 的 Ai < Xz < Аз, 有 


Е(42, — Zy) (Zas — Zya) = 0. 


在 半 环 上 X = {(a,b], -œ < a < b < œ}, 这 里 (aa = 2 引入 随机 变量 族 
Z((a,b]) := Z(b) – Z(a). 试 证 Z 是 在 X 上 的 正 交 随机 测度 . 

如 果 是 由 前 所 述 过 程 Z\, 入 є В 所 产生 的 测度 , 则 可 以 用 fh FA)d2ZA 来 代替 
fo FIA)Z(A)). 

3. ® {1 ЛЕВ} 是 具有 正 交 增 量 中 心 化 的 Gauss 过 程 , 且 均 方 右 连续 ( 试 解 
释 这 时 过 程 一 定 要 均 方 左 连续 吗 ?). 设 对 每 个 te 了 函数 g(t,-) : R 一 C 满足 条 件 : 


/, Ig(t, АРАА) < оо 


这 里 и BAF WE {7), ЛЕВ} 产生 的 正 交 随机 测度 (参见 习题 2) 2 的 构造 测 
ВЕ. 试 证 , 这 时 过 程 


У = fyo) - J 962042, < 
是 中 心 化 的 Gauss 过 程 . 
4. (积分 中 的 测度 变换 ). 设 Z 是 定义 在 Ox Y 上 的 正 交 随机 测度 , 且 在 可 测 空 
间 (Л, ez) Е o- ЗМ р (测度 ) (RER Y = {A є wm: кА < оо}). B 
В: А С, РЕ L(A, Z, и). FA 2 = {BE : fp |ҺА) (ал) < co}, B 
V(B) = ] Lp(A)A(A)Z(dd), Be J. (66) 


试 解释 , 为 什么 V 是 正 交 随机 测度 (如 果 测 度 Z 是 中 心 化 的 , У 是 中 心 化 的 )， 
且 有 o- 有 限 构 造 测 度 


„(В) - | Ih(A)|2u(dd) < 00, Be 
B 
， 试 证 , Ч g: ASC дЕ LIA, of 7},v), М 
_ J ку» = | ARAZA: (67) 
A A 
Е Karhunen 定理 相关 (2 №, [38,58,134]) 重新 回 到 随机 过 程 的 典型 表示 问题 . 
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研究 空间 L? (a,b), CHAR BUBBA, 且 模 的 平方 在 [a,9| E Lebesgue 可 积 . 
在 这 个 Hilbert 空间 上 的 内 积 , 定义 为 


b 
f= | 10004 f, g € 12([0,0)). 





下 面 的 例子 很 好 地 解释 了 定理 3 
例 2， 在 区 间 [0,27] 上 的 Weiner 过 程 有 如 下 的 表示 (Karhunen) 
W(t) = Te. 2 Le “an, t € [0,27], (68) 


这 里 z 是 中 心 化 标准 正 交 随 机 变量 , 对 每 个 te [0,27], 级 数 均 方 收敛 (4 k= 0 BY, 
认为 (1 一 ew*t)fik = –2). 
EXE, 对 s,u € [0,27] 有 


10,3] (и => ck(s)e (69) 
У2т í 一 CO 
函数 (1/V2r)e**,k с Z 构成 在 空间 [2([0, 27]) 中 标准 正 交 完全 系 ; 对 每 个 
s € [0,27] ЖЖ (69) 在 空间 12([0, 27]) РС, HREH (Fourier) 系数 


1 ” Li u —1Кз\ у; 
ck(s) = <= | 10,5] (м)е kudu = == —e)/ik, кє 7, 


(cols) = s/V27). Parseval 等 式 说 明 , 对 s,t є [0,27] 有 


1 оо 1 — e tks 1 — eis 
та) 


min{s,t} = (10,5, Цон) = 1:2 


由 定理 3 得 出 表示 (68) A, Ae EM Bw A = Z, 
1 1-е 
Jin ik i 

取 测 度 u 为 A 上 的 计数 测度 , 即 (Ар) = 1, У kez. Ц 

5. 试 证 , 表示 (68) 式 as. 成 立 , НЕЧ zx 是 独立 随机 变量 , КЕ Z 具有 标准 正 态 
分 布 (N(0,1)). 准确 的 说 , 试 证 , 在 那样 选取 的 随机 变量 2, (К є 2) 在 (68) 式 右 半 部 
分 有 连续 修正 , 上 且 是 具有 相关 函数 min{s,t},s,t Є [0,27] 的 中 心 化 Gauss 随机 过 程 . 

引入 一 些 对 以 后 讨论 Hilbert 空间 中 算 子 理论 的 必要 结果 . 

与 在 [a,b] x [a,b] 上 连续 的 相关 图 数 r = r(s,t) 有 关 的 有 界线 性 弗 雷 德 霍 姆 
(Fredholm) 算 子 А, 它 作 用 在 L (a,b) 中 具有 如 下 形式 : 


f(t,k) = 





Е |0,27), КЄЛ. 


b 
АХ) = | 5,0704 fe L(a). (70) 
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МХ r = r(s,t) 称 作 积分 算 子 4 的 核 . 

6. & X = {X(t),t є [a,9]} 是 复数 值 12 WH, BE [ай 上 均 方 连续 . ӘЧЕ, 
这 个 性 质 等 价 于 在 [a,b] 上 函数 m(t) = EX(t) 连续 和 在 [a,b] х [a,b] EIER AŽ 
r(s,t) = cov(X(s), X(t)) Е. 

7. UE, 在 公式 (70) 中 的 算 子 4 是 紧 的 , 即 算 子 4 将 所 有 依 泛 数 有 界 集 映射 
NER (рге — compact) 集 之 中 的 (也 就 是 , 该 集合 的 闭 包 是 紧 的 ). 

引入 算 子 4 Hilbert – Schmidt 算 子 (参见 , [35; 第 ІХ 章 , 82, 第 一 段 ), 因为 


[ [ Ir(s, t)|?dsdt < оо. (71) 


同时 注意 , AS A ЕН 5669, 因为 (参见 [35; 第 区 章 , 82, 第 二 段 ]) CHAS 
T A 由 埃 尔 米 特 (Hermite) HHH r(s,t) 给 出 , 而 对 相关 函数 r(s,t) 成 立 等 式 
r(s,t) = r(t, в), 对 所 有 的 s,t € [a,b]. 

回顾 经 典 的 结果 (参见 [35; 第 № Æ, 86]). 


定理 17 (Hilbert — Schmidt). ЖА ÆA (ЯН) Hilbert Fig H 上 的 紧 自 共 
HEAT. 这 时 , AART A 对 应 非 0 特征 值 的 特征 向 量 组 成 的 标准 正 交 系 {bn,n © 
J]} ,使 得 任意 的 元 素 ACH 唯一 地 表示 成 


В = У cron +4, (72) 
пЄЈ 
这 里 cn Є C,n € ли € КегА (Pp Аи = 0). 集合 J] 是 有 限 或 者 是 可 数 (在 后 一 种 情 
况 , 级 数 (72) 依 范 数 | .| = (1 А). 此 外 , 由 于 算 子 4 的 紧 性 , HED, 在 
以 0 为 圆心 的 任意 圆 外 的 个 数 是 有 限 的 , 因此 它们 可 以 进行 按照 模 的 不 增加 而 重新 
排序 |А > |№|>2.... WHI TH, м jim An = 0. 


注意 , 在 H PRRRR ST А 的 特征 值 是 实 的 , 而 对 应 非 0 特征 值 的 特征 向 量 是 
正 交 的 , 特别 是 , (On, и) = 0,пє J. 

对 (70) 式 中 的 算 子 A, 由 于 H = L?(la, b) 的 可 分 性 , 在 子 空间 КегА 中 可 以 
选取 标准 正 交 基 {op }ьсм, 这 里 М 是 有 限 或 可 数 的 (认为 М 和 J 是 不 相交 的 ; 如 
Я Ker4 = 0, M М = 02). ЖЖ {onn © J 补充 后 成 为 在 中 的 标准 正 交 基 
{fn n E J UM}, 重新 将 (72) 写成 按照 算 子 4 的 特征 向 量 作 基 的 分 解 形式 : 


h= >» crbe, сь = (h,k) keJUM. | (73) 


kEJUM 








如 果 , 指标 集 JUM 是 可 数 的 , 则 Fourier BR (73) KE L?((a, b) 中 范 数 收敛. 
由 于 习题 6 和 7, 根据 (73) 式 对 均 方 连续 过 程 X = {X(t),t € (a, 0]} 的 相关 函 
NX г, 对 每 个 te [a,b], 有 





r(t,)= У ex(t)ox(-), 


ke JUM 
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这 里 ， 
bp | И 
Cj 一 ] r(t,s) фк (3)а8 = Акфк (Е) = Akk (Ф). 
r(t,:) = У Афь(8)фь(): (74) 
КЄЈ 


如 果 , J 是 可 数 的 , 则 级 数 (73), (74) 对 任意 的 te [a,b], 在 L(a, 中 收敛 . 注意 ， 
这 里 所 有 的 A, 是 实 的 和 A 和 =0,keEM. 

8. 试 证 , (由 于 函数 > 的 非 负 定 性 ) 对 keJ] 有 和 >0. 

下 面 定理 说 明 关 系 式 (74) 可 以 加 强 (参见 ; 例如 [60; р.263]). 


定理 18 (ЗЕ (Мегсег)). Hr=r(s,t) 是 在 [a,b] x [a,b] 上 连续 的 相关 通 
ж. 这 时 , 对 所 有 的 s,t € [a,b] 有 
r(s,t) = У Льфь(8)Фк (0), (75) 


КЕ 


A, 如 果 J 是 可 数 的 , WA [0,0] x [a,b] Е ЖЖ (75) 绝对 和 一 致 收敛 (A 和 фь 表示 
(70) 式 中 算 子 A 的 正 特征 值 和 对 应 的 特征 函数 ). 


作为 推论 , 由 此 可 得 


定理 19 (Karhunen — Bik (Loéve)). ях = { X(t), t Є іа, b| } 是 在 la, b] 
上 的 均 方 连续 中 心 化 ?一 ЧЕ, HAA K г = т(8, t). 这 时 , 对 每 个 te [0, bj, 
X(t) = $ VAkgklt)žk as., (76) 

КЕЛ 


这 里 Ap, фк 与 在 (75) 式 中 一 样 , 而 {zrk E J} 是 中 心 化 标准 正 交 随机 变量 . 对 可 数 
的 J 级 数 (76) ВЯ. 


Ш. WT = [a,b], A= J AMM t ET, KE A, f(t, k) = УЛьфь(®. 这 时 性 质 (75) 转 
换 成 (18) IÑ, 其 中 是 在 A 上 的 计数 测度 , У кел, A uk} = 1. 由 Karhunen 
定理 (定理 3) 直接 可 以 得 出 (76) AKZ. 0 


9. 估计 下 面 的 量 
E|X(t) – У VAnbe(t) zx”, 


kin 


试 证 , 如 果 满 足 定理 19 的 条 件 , 则 在 (76) 式 分 解 中 , 作为 量 z 可 以 取 中 心 化 标准 
正 交 的 量 


1 р? | 
а = -元 хөөв (77) 
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这 里 积分 的 确定 (存在 ) 是 作为 相应 黎 曼 (Riemann) 积分 和 的 均 方 极限 . 试 解释 , 为 
什么 对 在 [a,b] x [0,6] PEERAA > = r(s,t), 特征 函数 办 © C((a,b]),k € J. 
除 此 之 外 , 试 证 , RAAB гр, ке (76) 式 均 方 收敛 将 一 致 地 对 + с [а, 6. 


$l 3. 利用 定理 19， 对 在 区 间 [0,1 上 的 Wiener WE М (2), 试 找 出 
Karhunen — Loeve 分 解 . 


为 此 , КЁ [a,b] x [a,b] 上 连续 的 相关 函数 r(s,t) = min{s,t},s,t € [0,1], 所 确 
定 出 积分 算 子 的 特征 值 和 特征 函数 . 根据 习题 8, E 和 > 0, ke J. 正如 习题 9 
所 示 , 有 dp Е C(I0, 1]). 

对 于 入 >0 和 we С([О, 1) 研究 方程 

] 7(s,t)b(t)dt = Аф(8), s € [0,1], 
即 方程 
8 1 
| to(t)dt + s ] b(t)dt = d(s). (78) 

因为 (78) 式 左 半 部 分 在 每 一 点 е [0,1] 上 可 微 (在 区 间 的 端点 相应 的 只 需要 一 个 


_ TAT), 则 函数 o п, В. 


] o(t)dt = Аф (5),  € [0,1]. 
重新 对 该 等 式 的 两 边 进行 对 s ЖЕ, 所 求 函 数 ols) 应 该 满足 下 面 的 方程 : 
p” (s) = —(1/A)¢(s). 
这 个 方程 的 通 解 是 
ф(8) = Acos(s/VA) + Bsin(s/VA), 
这 里 4, B 是 常数 . 考虑 到 6(0) = 0, $'(1) = 0, HH 


A=0, (B/vV2)cos(1/VA) = 0, 


由 此 可 得 
№ = ((6+1/2)т) ?, КЕЙ, = {0,1,...} (79) 
由 标准 化 条 件 |, $2 (s)ds = 1 和 等 式 (79) 给 出 了 函数 Ф, (в) 下 面 的 表示 式 : 
kls) = V2sin((kK+1/2)rs), зЕ[0,1|, КЕЙ. (80) 


很 容易 验证 , 所 有 找 出 的 量 A, 和 pr k EZ, 满足 已 知 的 方程 (78). 这 样 , 根据 
(76) 式 的 表示 找到 


WO = BY ae 1 
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这 里 {zp k E Zi} 是 标准 正 交 中 心 化 (由 于 习题 9) 的 随机 变量 序列 ; (81) 式 中 的 级 
数 是 均 方 收敛 , 在 [0,1] 上 一 致 地 成 立 . 


注 6。 第 二 章 习 题 4 指出 , 20 (2), e [0,1] 是 Gauss <. 根据 习题 9 在 (77) 
式 中 的 量 {z4,k € Zi} A X(t) = W(t), а = 0,b = 1 构成 Gauss 过 程 . 因为 对 中 心 
化 实 Gauss 过 程 正 交 性 等 价 于 独立 性 , 则 利用 第 四 章 习 题 11, 得 出 对 每 个 te [0,1 
级 数 (81) 以 概率 1 收敛 , 这 里 独立 随机 变量 zx ~ М0, 1), КЄ 2, 是 定义 在 与 给 定 的 
Wiener 过 程 同一 个 概率 空间 (О.Р) Е. 


10. 试 求 , 在 区 间 [0,cl 上 对 有 具有 相关 函数 r(s,t) = ee 4, HH a>0,s,teR 
№] Ornstein - Uhlenbeck 过 程 的 Karhunen - Loeve 分 解 . 

11. 设 X = {X(t),t € R} 是 具有 相关 函数 r(s,t) = R(s – 1) 的 均 方 连续 过 程 . 
设 X 是 具有 周期 a 的 周期 函数 , 即 对 每 个 te 有 as. A X(t+a) = X(t). WRX H 
Karhunen – Loeve 分 解 . 

对 随机 函数 不 同 典 型 分 解 给 出 了 应 用 , 例如 在 小 册子 [58]. 典型 表示 的 重要 意义 
是 应 用 随机 过 程 的 理论 去 解决 存在 有 扰 的 情况 下 发 现 信号 的 问题 . 特别 是 , 具有 非 
禹 重要 意义 的 问题 是 : 什么 梓 的 情况 , 在 这 样 或 那样 问题 中 随机 函数 典型 分 解 中 可 
以 限制 在 有 限 项 . 关于 这 方面 的 例子 可 以 在 [58; 8174] PEREI. 

在 第 七 章 定 理 3 和 第 二 章 定 理 6 之 间 有 着 密切 联系 . 

12. 试 证 , 如 果 相 关 函 数 > =r(s,t) 有 (18) 式 的 表示 , 则 Hilbert 空间 Н 具有 再 
ЕЕ r= r(s,t), 由 下 面 函 数组 成 : 


A(t) = ] JAFE Nul), че ТР, ter. (82) 


这 里 Lf) 是 在 LA, 9, и) 中 函数 ft, ЕТ 线性 组 合 的 闭 包 . 在 H 中 内 积 由 
下 面 公式 所 决定 : 
(ha, hg) = ] (лу) (аА), 


其 中 hy, 和 gu, k = 1,2 与 关系 式 (82) 有 关 . 设 2Z REY xO 上 正 交 随 机 测度 , НЕ 
有 构造 函数 测度 u (参见 定理 2), 设 L|] = LA, 9, и). 试 解释 , 为 什么 对 具有 形 
如 (19) 式 的 过 程 X = {X(t),t € T}, 过 程 在 第 二 章 定理 6 中 出 现 的 过 程 Y 由 下 面 


公式 给 出 
Y (h) = 人 g(A)Z(dd), (83) 


这 里 л 根据 (82) 式 依 g ПЕ. 
13. 试 证 , ( 实 的 ) 具有 再 生 核 r(s,t) = min{s,t},s,t € Ri, CA Wiener 过 程 的 
相关 函数 的 Hilbert 空间 是 由 下 面 函 数 押 组 成 


h(t) = f ova {ЕВ ЖЕ f д2(А)аА < оо (84) 
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(积分 是 对 Lebesgue 测度 ). 试 说 明 , 为 什么 LIW], 即 在 L, F, P) 中 Wt),teR, 
的 线性 组 合 闭 包 , 是 有 形 如 (83) 式 的 量 所 组 成 , 其 中 7 是 由 Wiener 过 程 本 身 在 
Ф x 9 上 所 产生 的 正 交 随机 测度 (参见 , 例 1), 而 函数 g 满足 条 件 (84). 

研究 一 系列 平稳 和 非 平 稳 过 程 的 具体 例子 (这 里 平稳 指 的 是 广义 的 ). 

14. WX = {X(t) = fe") уе В}, 这 里 实 随机 变量 上 ,my 其 中 > 具有 在 
[0, 27] 上 均匀 分 布 , 与 (En) 相互 独立 , 而 Е] < оо. 试验 证 , X 给 出 具有 (36) 形式 
的 相关 函数 的 中 心 化 平稳 过 程 , 其 中 测度 G = EEF, FP 是 随机 变量 7 的 概率 分 布 . 设 
Y = {Y(t) = &cos(mt + и), € В}. 试验 证 ,7 是 平稳 过 程 , 如 果 , X = {X(t),t € R} 
是 复数 值 平稳 过 程 , 则 能 否 确 信 {ReX(t),t є В) 和 {ImX(t),t CR} 是 平稳 过 程 ? 

15 (电报 信和 号 ). nw N= {Ni t > 0} 是 具有 常数 强度 入 > 0 AY Poisson 过 程 . 设 
随机 变量 с 与 过 程 N 独立 , 且 P(C= -1) = P(C =1) =1/2. 引入 过 程 , 称 作 电报 信 
号 或 者 电报 波 , 如 果 


X(t,w) = C(w)(-1)""™, t20, wen. 


TASK, cov(X(s), X(t)),s,t > 0 (与 第 三 章 习题 27 相 比 较 ). 

16 (习题 15 的 推广 ). 设 {Сп > 1} 是 独立 同 分 布 实 随机 变量 序列 , 日 与 Poisson 
过 程 М = {Ni,t > 0} 独立 , 后 者 以 概率 1 在 时 刻 т, <n <... 跳跃 (参见 第 二 章 定 
理 2). 假设 当 六 (w) < < relw) В, X(t,w) = Clw), 这 里 天 = 0,1…(m = 0). 如 
果 在 序列 {zk.(w),k > 0} 中 找到 相 重 合 点 (只 可 能 以 概率 为 0), WME XUtw) = 0 对 
t 之 0. Æ EC? < оо, 试 求 过 程 X = {X(t),t > 0} 的 相关 函数 . 

17. 对 具有 相关 函数 + =r(s,t) 的 分 数 噪声 过 程 (参见 第 六 章 定 义 14), 试 证 存 
在 渐 近 平稳 性 , 其 含义 是 存在 极限 lim r(s,s +t). 

分 数 噪 声 过 程 (也 包括 分 数 噪声 场 ) 的 各 式 各 样 的 推广 在 构造 比较 复杂 过 程 的 
不 同 模型 中 起 着 非常 重要 的 作用 , 参见 , 例如 , [13, 111]. 

18. 试 求 Ornstein — Uhlenbeck 过 程 的 谱 密 度 . 

19. 试 举 (与 定理 з AR) 非 负 定 函 数 R(t),t e R 处 处 连续 , 但 是 除了 点 + 二 0 
的 例子 . 

20. 设 h(t),… ,hn(t) 是 定义 在 集合 T 上 的 复数 值 函 数 .， 试 证 , r(s,t) = 
> hy(s)hj(t),8,¢ Е Т 是 非 负 定 函数 ， 试 给 出 具有 这 样 的 相关 函数 的 非 Gauss 过 
程 的 例子 . 

21. 设 {Xn,n E 2} 是 具有 中 值 为 a, 相关 函数 为 R= R(n),n e Z 的 平稳 过 程 . 
WHE, 当 № 一 oo hf, 有 
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22. 设 在 前 面 习题 条 件 中 , 有 
a рэ S R R(k—m)=— У) REL- Ik]/N) < cN (85) 


k=1m=1 lkI<N-1 


对 某 些 cy > 0 和 所 有 的 М Е М. HUE, 当 М 一 co 时 有 


1 N—1 
— У Xk>0 а... (86) 
k=0 


2, 


试验 证 , 如 果 当 了 一 eco 时 有 R(n) = O(n-7), 则 条 件 (85) 满足 . 


定理 20 ( 卡 波 什 廷 (Guboshkin) [14]). Ж X = {X(n),n € Z} 是 具有 0 Ф 
(а 738 K BHR R= Rn), пе Z (KR RO) =1) 的 平稳 过 程 . 这 时 (86) 式 成 立 当 且 仅 


в G({0}) = 0 和 
lim | 2(аА) = 0 a.s., 
BTN Ј0<|А<2-" 
这 里 Z (35) 式 谱 表示 中 的 正 交 随机 测度 , 而 G 是 它 的 构造 函数 (测度 ). 


注意 , 这 个 结果 的 证 明 是 借助 于 将 和 ko р X; 对 2" <k < тп =0,1,---) 


表示 成 Jinica-n 2 (аА) + wy, 这 里 , 在 L (Q) 中 有 lim к = 0 a.s.. 


23. 8 X = {Xn,n c€ N} 是 具有 相关 函数 R- R(n ),n Е Z 的 中 心 化 实 Gauss 
平稳 序列 . 试 证 , 条 件 


R*(k) - 0, 4N-c 
k=0 
是 充分 且 必 要 的 , 使 得 在 (48) 式 中 引入 的 估计 RN(m) 是 均 方 有 效 的 , 即 对 m є 7, 
当 N 一 œ 时 , 有 E|Ry(m) – R(m)|? — 0. 

24. 设 X = {Xn n € 2} 是 形 如 (39) 式 的 滑动 平均 过 程 . 要 求 之 ck| < оо 
和 ep k E Z 是 独立 同 分 布 随机 变量 , 且 Eeg < оо. 设 Јл (А) 是 “周期 图 ”(49) 式 . 试 
He, 对 频率 A, v € [-п,л] 的 Jim cov(fn(A), fn (р). 

25. 设 Z 是 相对 于 具有 参数 a, 8 > 0 Ornstein — Uhlenbeck 过 程 的 正 交 随机 测 
度 (参见 , 第 三 章 习 题 27). 试 证 , 过 程 





_ [> ейл — 1 ATP 
W(t) = J 22728), #20 (87) 


(根据 连续 性 , 假定 在 入 = 0 点 (ей^-1) дл = t) Æ Wiener WHE. (借助 于 Kolmogorov 
定理 (第 二 章 定理 18), 存在 这 个 过 程 的 连续 修正 .) 
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值得 一 提 的 是 , 表示 式 (87) 给 出 了 借助 于 Ornstein — Uhlenbeck 过 程 来 构造 
Wiener 过 程 , 而 公式 (11.88) 说 明了 Ornstein – Uhlenbeck 过 程 如 何 通过 Wiener 过 
程 来 表示 . 在 第 八 章 我 们 将 研究 朗 之 万 (Langevin) 随机 微分 方程 , 它 与 这 两 种 重要 
JERAR. 

Al FA 4, 表示 式 (87) 可 以 重新 号 成 如 下 面 的 形式 (与 例 2 比较 ) 





ar 


这 里 , 正如 在 习题 4 中 所 述 的 , 由 具有 函数 h(A) = (А + B)/a,A ER, АХ (66) 给 出 
的 在 半 环 ж 上 的 正 交 随机 测度 V. 


注 7. 根据 第 三 章 定 理 1 Wiener 过 程 的 轨道 在 一 点 t € К, Eas. 都 不 可 微 . 
试 证 , 每 一 点 t € Ry 上 都 不 存在 W(t) 的 导数 , 甚至 于 依 概 率 取 极限 . 然而 , 如 果 只 
是 形式 上 的 进行 (88) 式 对 上 求 导 , 得 到 被 称 作 ARE” 的 


W(t) = / AV (dA). (89) 


这 个 称呼 与 下 面 的 事实 有 关 . 它 形 式 上 是 由 调和 振动 ех 的 又 加 而 成 , RAE (89) 
式 中 的 每 一 个 具有 相同 的 强度 (振幅 ) (因为 对 V 来 说 , 它 的 构造 测度 是 Lebegue W 
度 ).“ 白 噪声 ”定义 的 精确 定义 是 在 广义 随机 过 程 理 论 中 给 出 的 (与 定义 10 比较 )， 
这 方面 的 导论 可 参见 [77]. 

本 章 所 得 到 的 结果 可 以 推广 到 向 量 值 过 程 ， 其 至 于 到 随机 场 . 介绍 一 些 这 方面 
的 结果 . | 

具有 复数 值 元 素 的 矩阵 函数 C(s,t) = (Су (5,0) ay 8,t E T ЖАН (或 
者 正定 的 ), 如 果 对 所 有 的 nl, 任意 的 t1,… ,tn ET AAS 21, ,zn E C” 有 


W(t) = Г = 一- V(d\), +20, (88) 


Tt 
> z;C(t;, +) 之 0, 


j,k=1 


这 里 符号 ж КЕННИ. 
取 值 于 Cm 的 向 量 过 程 X = {X(t),t e T} ЖЕ L- 过 程 , 如 果 对 所 有 的 ie 
有 EXHI? < co. 这 里 , WR ||. || 在 复 欧 氏 空 间 (特别 的 , 是 实 的 ) 定义 如 下 : 


Гар = (2,2102, F (ew) = Da еше С” 
定义 L- 过 程 X 的 中 值 向 量 函 数 和 协 方差 (相关 ) BSE: 
a(t) = EX(t) ЕС", r(s,t) = E(X(s) – a(s))(X(t) — а(®)*. 


26. AUE, 矩阵 函数 R(s,t),s,t € T (具有 复数 值 元 素 ) 是 某 个 向 量 [2 过 程 
X = {X(t),t e T} 的 相关 函数 当 且 仅 当 它 是 非 负 定 的 . 
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wT 是 线性 空间 . 取 值 于 С" 的 L- МХ = {X 人 ET 称 作 广 叉 平稳 
.的 ,如 果 
alt) =a EC™, r(s,t)=R(s—t), ster. (90) 
矩阵 函数 C(t),t ET 称 作 非 负 定 的 , MRA r(s,t):= C(s—t),s,teT,s-—-teT 
是 非 负 定 的 . 
如 前 所 述 , 所 研究 的 过 程 (或 场 ) 都 认为 是 中 心 化 的 . 
称 取 值 于 Cm 随机 向 量 序列 ej,n eZ 是 В Я, WREE (90) 式 中 有 


a=0, R(0)=I, R(n)=0, 4nF0, 


Хн Г т 阶 单位 矩阵 . 对 连续 时 间 的 过 程 , 这 个 术语 , 正如 前 面 所 述 , 具有 较 复 杂 
的 意义 . 
滑动 平均 向 量 过 程 由 下 面 公 式 给 出 : 
X(n) = у. AkEn-k, NEZ, (91) 


上 一 一 Ce 


这 里 , e= {en,n € Z} BAW, Ak eZ 是 由 Cm 到 Cm 映射 矩阵 (BT). 级 数 
(91) 收敛 是 均 方 意义 下 的 . 
27. 试 证 , 为 使 级 数 (91) 在 12(0,.2,Р) 中 收敛 , 只 需要 》 |A < 00, 这 里 ， 
天 三 一 Co 


1/2 
JA] := (TrAA*)*/? = е) , 对 4 = (аза). 试 求 滑动 平均 向 量 过 程 的 
а = 


相关 函数 . 
如 果 工 是 具有 距离 р 的 距离 空间 , 则 取 值 于 С” № L- WX = {Х(0), ЄТ} 
称 作 在 点 t 处 均 方 连续 , WR 


Е|Х ($) — Х( +0, Z p(s,t) > 0. (92) 


如 果 在 每 一 点 eT 处 满足 (92) R, 则 称 为 在 了 上 均 方 连续 . 熟悉 附录 4, 试 证 下 面 
的 定理 | 


| 
定理 21. аж R = В ре Re 是 广义 平稳 均 方 连续 取 复 数值 随机 场 X = 
{ХФ eR} 的 相关 函数 当 且 仅 当 


R(t) = ] et G(ddr), t ER’, (93) 
ра 


这 里 , G 是 在 AR) 上 的 革 个 有 限 非 负 测度 . 这 时 测度 G 是 唯一 确定 的 . 
类 似 地 , 可 以 重新 叙述 定理 4. 
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复数 值 场 X = {X(t),t Е RI} MERAH (isotropy), 如 果 它 的 相关 函数 r(s,t) 
只 是 依赖 于 上 和 |ls – 4. 如果 场 还 是 时 齐 的 〈 另 一 种 说 法 , 是 广义 平稳 的 )， 则 对 
s,t Е R¢ Ë r(s,t) = R(||s – +). 这 时 R(t) 可 以 有 另外 一 种 表示 . 


FETE 22 (参见 [16; 第 1 Ж, р. 262]). 为 了 使 函数 R = Ru) u € R HF 
的 , 迷 向 的 和 均 方 连续 取 复 数值 随机 场 X = {X(t),t в} 的 相关 函数 充分 必要 条 
件 是 | 


бт) әт (т [2 Кт-2)/2 (Ам) | 


这 里 I(x) 是 第 一 型 的 贝 塞 尔 (Bessel) ж, Г 是 Gamma HH, Q ZH В.) 上 
的 非 负 有 限 测 度 , 且 Q(R+) = GR”) = В(0). 


同样 有 定义 在 RY x Я 上 取 值 于 R* 时 齐 的 迷 向 的 向 量 场 概念 ， 除 了 这 里 条 件 
(90) 以 外 , 要 求 分 布 相对 于 旋转 群 有 不 变性 , 即 要 求 (S-1X(54,),… ,S-IX(S 放大 
(X(t) ,X(tn)), 对 任意 的 在 R 中 的 旋转 5 任意 的 1,… Е R4(n EN). 

KOKEEN G(B) = (С,.(В))"_ 1, 其 中 BEH, A 是 人 A 的 集合 类 的 半 环 ， 
称 作 非 负 定 的 , НЕ G(B) 对 每 个 Be ж 是 非 负 定 的 . 

对 取 值 于 Cr, 均 方 连续 时 齐 的 随机 场 X = {X(t),t Е RY MAE те С" 可 以 
引入 内 积 场 Y = {Y(t) = (X(t),7),t є 有 23， 可 以 验证 这 个 场 同样 是 均 方 连续 时 齐 
的 . 利用 这 些 性 质 , 试 证 


定理 23. AT RHR R= R(t) t Є В 是 取 值 于 C” 中 均 方 连续 时 齐 的 向 量 
场 X ={X(t),tcR*} 的 相关 敌阵 函数 充分 必要 条 件 是 有 (93) 式 的 表示 , APRA 
mxm ЖЕЖ, AG 是 在 AR) Е тх т FRA WHEE SSH, 


定义 在 集合 A ПУНКТ ж Е, 向 量 ( 取 值 于 С”) 正 交 随机 测度 2 称 
Ye L?— 过 程 {2(B), B € H}, 使 得 
EZ(B)Z(c)* = С(ВПС), 
这 里 G 是 在 Ж 上 可 数 可 加 的 矩阵 测度 , 称 作 构造 (矩阵 的 ) 测度 . 相对 于 数 的 正 交 


随机 测度 构造 的 积分 很 容易 推广 到 对 向 量 量 的 情况 . 
由 定理 3 和 23 得 出 (参见 , 例如 , [16; 第 1 卷 , p. 297]) 


定理 24. 如 在 定理 23 PRX, 可 以 有 如 下 的 表示 
X(t) = [ elt Z(dd), te RY, 
ра 


这 里 2 是 在 AR?) 上 具有 构造 函数 (测度 ) G 的 向 量 正 交 随 机 测度 , 该 G 是 场 相 关 通 
数 谱 表 示 中 的 谱 测 度 . 这 时 在 空间 LX] ( 即 在 L*(Q, 多 ,P) 中 随机 变量 X(t), t В" 
线性 组 合 的 闭 包 ) 和 空间 L?2(v) = LR, A(R), и) 之 间 建 立 了 保 距 映射 , 这 时 
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1) X(t) е^), 
2) te Ж Yk <> 4% (Л), HP У € І?[Х], gk Е 1?(0), к= 1,2, Я] 


Yp = 人 . 9к(^)2(4Х), ЕМУ; = 人 _g1()g2(A)* (da). 


由 此 可 得 


定理 25 ( 科 捷 利 尼 科 夫 (Kotelnikov) — 香农 (Shannon)). 设 时 齐 的 均 方 连 
#9 X = {X(t),t € R 有 有 限 谱 , 即 构造 测度 集中 在 菜 个 平行 六 面体 (一 41, wl1) х 
х (一 wa, Ua), 具有 不 等 于 0 的 侧面 . 这 时 


а . 
хо У машк — тт) x (me. T), (94) 
n=(n1,... ма) k=l Uktk ЛПК 


这 里 , 对 每 个 t= (ti, ta) ЄК, Ж) Y A. 


(94) 式 表 示 的 含义 在 于 : 根据 在 形 如 网 的 节点 (zni/ui,:… ,Tna/ua) 上 的 值 有 
可 能 恢复 起 场 在 任意 点 te R ВИН. 

与 随机 过 程 典 型 表示 有 关 的 还 有 一 个 研究 方 则 涉及 革新 过 程 ， 研究 天- 过 程 
X ={X(t),teT},7 СВ НВА Х(5), s < t(s,t ET) 线性 组 合 在 均 方 意义 下 
的 团 包 组 成 的 子 空间 A (X),t ЕТ. 试问 是 否 可 以 找到 革新 过 程 站 = {Y(t),t € T}, 
即 正 交 增 量 过 程 , 使 得 对 所 有 的 上 te 开 有 


НАХ) = НКУ). 


一 般 地 说 , 回答 是 否定 的 . 但 是 , 正如 Cramer 所 指出 的 , 改变 问题 的 提 法 , 可 
以 得 到 (对 每 个 ее T) H(X) 表示 成 彼此 相互 正 交 的 , 且 由 过 程 Yp = {Y(t),t є 
Т}п=1.... , М(М < оо) 所 生成 的 空间 Н.(У,) 之 和 . 这 样 形式 的 表示 , 在 研究 随机 
过 程 分 布 的 绝对 连续 性 和 奇异 性 问题 时 起 看 重要 的 作用 . 

随机 谱 表 示 (38) 式 可 以 利用 在 Hilbert 空间 Н 中 的 算 子 理论 得 到 . 为 此 , 要 问 
顾 等 距 算 子 U ( 即 对 所 有 的 xz,y c H A (Ur, Uy) =(2,y)), 映射 H 到 自身 , KE 
(unitary) 算 子 . 有 下 面 的 经 典 结果 . 


定理 26 (斯 通 (Stone)). 设 {Ui,t Е В} 是 在 Hilbert 空间 H LH BETH 
(Ui, Us = И зе R) ЖЖ t (От), 对 所 有 的 Ene Н 1. 这 时 , 对 每 
个 上 ER 有 


07, = J Е еї^Е(аА), 
这 里 Е(.) 是 取 值 于 正 交 投影 算 子 值 的 测度 . 
关于 如 何 定义 这 种 积分 可 以 参见 , 例如 , [64]. 
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对 广义 平稳 过 程 X = {X (t), t € R}, 应 用 Stone 定理 于 Hilbert 空间 H = H(X) 
上 推移 西 算 子 群 (S,),cR 上 (参见 定理 12 的 证 明 ), 得 到 


X(t) = SX(0) = ( 人 гов) Х(0) = | eA 7(ал), WLER. 


这 里 Z(B) =Е(В)Х (0) 是 定义 在 Bore 集 上 的 正 交 随机 测度 . 进而 , 得 到 另外 一 个 
关于 平移 过程 谱 表示 的 证 明 (不 在 Cramer 定理 (定理 9) 中 ) (与 (38) 式 比较 ). 借助 
于 Stone 定理 , 得 出 平稳 过 程 的 谱 表 示 方 法 是 属于 Kolmogorov 的 (参见 [64]). 类 似 | 
地 研究 是 对 具有 离散 时 间 的 平稳 过 程 , 甚至 于 在 79 和 Re 上 的 随机 场 . 

注意 , 利用 在 第 七 章 中 对 随机 函数 得 出 典型 表示 途径 , 基于 Karhunen 定理 , 可 
以 对 在 任意 的 参数 集合 了 的 随机 过 程 X = {X(t),t € Th. 

对 不 同方 面 研 究 回 量 过 程 和 场 可 以 参见 小 册子 [6, 44, 64, 80, 87, 134, 186]. 

简单 扼要 地 研究 与 过 程 (主要 是 平稳 过 程 ) 的 变换 有 关 的 一 些 问 题 . 

设 有 一 个 装置 (“RB”) A, 在 其 入 口 处 进入 了 过 程 X = {X(t),t Ee T} HEM 
处 发 生 过 程 У = {Y(t),t є S}, 它 形式 地 可 以 表示 成 Y = АХ. 如 果 认 为 4 是 由 一 
个 泛 函 空间 到 另 一 个 的 映射 , 则 要 求 (几乎 所 有 ) 过 程 X 的 轨道 位 于 映射 А 的 定义 
域 Da 中 , 使 得 变换 (映射 ) 作用 在 这 些 轨道 所 导出 的 还 是 个 随机 过 程 (着 意味 着 应 
满足 可 测 性 ). 将 假设 在 每 一 时 刻 те 5, 变换 (映射 ) A 作用 到 过 程 X 导出 随机 变量 
Y(t). 

引入 均 方 意义 下 的 微分 运算 .( 复 数值 ) L- WX EA t eR КЖ X (t), 
定义 为 取 值 于 Banach (Hilbert) 空间 Z2(Q) = LQ, Z, P) 中 的 函数 , 即 那样 的 随机 
元 (用 XX'(t) 来 表示 ) 使 得 


E|X'(t) — (X(t +h) – X(t))/h|? - 0, 4h-0, (95) 


这 样 就 可 以 进行 实质 上 的 计算 (与 经 典 的 牛顿 (Newton) - Я ЛВ (Leibniz) 
公式 类 似 ). 注意 , 如 果 在 (95) 式 中 代替 均 方 收敛 的 是 依 概率 收敛 , 则 由 下 面 的 习题 
所 示 , 相应 的 运算 就 没有 了 那么 直 官 . 

28. ini, 具有 常数 强度 入 > 0 的 Poisson 过 程 N = {М> 0}, 在 每 一 点 
ЕВ. 依 概率 导数 a.s. РО. 

今后 , 我 们 研究 的 只 是 均 方 的 导数 , 不 再 作 声 明 . 这 样 , 也 可 以 定义 在 点 t+ 处 
阶 导 数 (如 果 存 在 ), 它 是 由 过 程 X%-D(t) 值 在 点 t 的 邻 域 所 决定 . 

29. WX = {X(t),t € la,bl} 是 具有 相关 函数 r(s,t) 的 Г WHE. 试 证 , X’(t) 
在 点 te а) 处 存在 当 且 仅 当 存在 在 点 (0) А Rome TE (这 里 与 广义 
孙 数 没有 任何 关系 ), 其 中 定义 


OT mr 
GIET * 一 一 hd r j r А 5. Ts, U. 
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如 果 存 在 单 侧 的 导数 , 类 似 可 定义 在 端点 的 导数 
对 证 明 这 个 或 类 似 的 结果 下 面 的 简单 引 理 起 着 关键 的 作用 


引 理 5。 Hk f(t),t с [0,6], 取 值 于 Hilbert 空间 H, ВАЖАЖ (在 点 
to € [a, 站 有 极限 当 且 仅 当 存 在 极限 lim (f(s), f(t)), 


30. 试 证 , 对 平稳 过 程 X = {X(t),t E R}, 在 每 一 点 上 导数 XO) 存在 的 充分 
必要 条 件 是 
J N*G (dA) < оо, 


这 里 G 是 X 的 谱 测度 . TEX” 是 否 是 平稳 的 ? 如 果 是 , 那 它 的 谱 表 示 是 什么 ? 
与 微分 同样 重要 的 是 线性 运算 А 的 例子 , 即 


A(aX + BV) =аАХ + ВАУ 


对 wecC 和 XeDa, 给 出 了 随机 过 程 的 均 方 积分 . 

对 12 过 程 六 = {X(t),t е (0,6) 的 积分 fy X(Odt (或 者 |, X (at) 应 理 
解 为 在 区 间 [a,b] 上 的 随机 函数 Х, RS (Riemann) 积分 (如 果 它 是 确定 的 ), 即 在 
І2(0) 空间 中 取 Riemann 积分 和 的 极限 . 详细 关于 在 均 方 意义 下 的 微分 与 积分 可 参 
见 , 例如 , [12; 第 2 章 ]. 

对 整个 直线 R 的 广义 积分 标准 形式 的 定义 是 作为 对 区 间 [а, b] 相应 意义 下 的 积 
分 , 当 a 一 -ce 和 ?一 oo 时 的 极限 (如 果 它 存在 ). 

对 具有 相关 函数 7 = r(s,t) 的 2 一 过程 X= {XX(t),t eR} 和 定义 在 民 x 民 上 
FRUER h, 设 M 

Y(t) ~ J h(t, s)X(s)ds, teR. (96) 


不 难 相信 , WRR XARRA TR, 即 
Г. Г. A(t, $)" ($, и) В (Е, и) аз4и < оо, 


则 在 (96) 式 中 的 过 程 Y(t) 是 确定 的 和 as. 有 限 . 

在 (96) 式 中 函数 h = h(s,t), 在 应 用 中 称 作 系统 的 脉冲 转移 函数 ， 如果 形 式 地 
将 Dirac 函数 56。 代替 (96) 式 积 分 中 的 X(s), 则 得 到 Y(t) = h(t, з). 换 句 话说 , 当时 
刻 s 时 在 系统 入 口 处 受到 脉冲 ó 的 冲击 , hit, s) 是 在 时 刻 t 系统 的 反应 . 

过 程 的 特殊 形式 (96) 式 是 时 齐 的 过 程 , 形 如 


Y(t) = J h(t — s)X(s)dS, teR (97) 


相应 的 系统 (“滤波 器 ”), 在 它 的 出 口 产生 过 程 了 = {Y(t),t € R}, 它 是 由 脉冲 转移 函 
Ж h = Һз), 3 € R, 所 决定 , ММ 


OO . 
Н(іА) = ] h(sje"*8ds, ЛЕВ, 


— OO 
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称 作 频 率 特征 或 者 传输 系数 . РЖ h = h(s) Lebesgue 可 积 , 则 函数 H = H(iA) 
显然 , 被 确定 了 . 频率 特征 具有 下 面 明显 的 意义 : WR h eE LR, 则 对 每 一 个 入 eR 
非 随机 函数 Х ($) = s,s CR, 是 变换 (97) 式 的 特征 函数 , 对 应 的 特征 值 是 H(A). 
下 面 习题 给 出 了 这 个 清楚 的 解释 . 

31. 设 在 滤波 器 (97) 式 的 入 口 处 有 广义 平稳 过 程 X = {X(t),t € R}, HRA 
正 交 测度 2 和 它 的 构造 测度 С 的 谱 表 示 (38) А. WHE, 如 果 滤 波 器 的 频率 特征 
H(id) € L?(R, A(R), С), 则 过 程 Y = {Y (t), t e В} 的 相关 函数 有 如 下 的 形式 : 


R(t) = J i eM (id) |?G(dd), teR, 
而 过 程 Y 本 喘 有 下 面 的 谱 表 示 : 


Y(t) = J ii eMH(iA)Z(dA), tER. 


— 


回顾 作为 谱 测 度 的 能 量 解释 , 可 以 看 出 , 函数 H(A) 说 明了 由 过 程 X 的 简单 
调和 组 成 的 能 量 , 在 通过 具有 频率 特征 AGA) 的 滤波 器 改变 了 多 少 倍 . 

32. 什么 样 的 脉冲 转移 函数 具有 带 状 的 滤波 器 , 即 滤波 器 允许 具有 频率 在 带 [a, 6] 
内 过 程 的 调和 组 成 不 改变 地 通过 . (这 意味 着 Н (5А) = Lab (à) ЛЕВ)? 


非常 有 意义 地 的 是 应 用 随机 过 程 谱 表示 来 解 形 如 下 面 的 微分 方程 : 


d d 
P, (+) ¥ = Qm (4) х (98) 

XE Р, (2) = aoz” +=" +... Баһ, Qm(z) = в” +b, 27-1 +. + bm 一 一 共有 
常 系数 的 多 项 式 , X 是 给 定 的 平稳 过 程 , 而 未 知 过 程 Y = {Y (t), t Є R} 假设 n RIY 
方 可 微 在 每 一 点 Е R. 等 式 (98) WHR те В as MIL. 关于 如 何 借助 于 某 个 滤波 
器 来 实现 解 了, 参见 , 例如 , [17; p.282~284]. 

类 似 对 连续 时 间 的 过 程 方程 (98), 也 对 离散 时 间 的 过 程 ЕТС 2) 去 研究 的 ， 
它 被 称 作 “ 自 回归 - 滑动 平均 ”过 程 , 参见 [85; 第 2 48, р.586]. 

最 后 , 引入 一 个 关于 狭义 平稳 过 程 的 经 典 结果 . 

在 空间 RO 上 引入 推移 算 子 Тт, 假设 Tx = y, 其 中 


T = (... ‚Т-1, То, т1,...), y = (5. ‚01,00,11, °°°), 


E yn = Xn4i,n E Z. MRE Be BR) 为 不 变 的 , WRT (В) = В. 很 容易 看 
ЊН, 所 有 在 2R”) 中 的 不 变 集 全 体 组 成 一 个 с - 代数 , 用 .4 来 表示 . 

WX = {Xi,t € Z} 是 定义 在 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 狭义 平稳 过 程 . 假设 
Ixy = XI), 其 中 X ВН (Q, F) 到 (R©,A(R~)) 的 可 测 映射 这 时 , Sx 是 
多 PH o- 代数 , REA X 的 不 变 事件 的 oa - RK, 
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定理 27 (НЯ (Birkhoff) — Khinchin). & X = {ХЕ Z} 是 狭义 
实 平 稳 过 程 , Н Е|Хо| < оо. 这 时 ， 


N 
| 1 
sim М 2 X(t) = E(Xo| Ix), (99) 


这 里 极限 是 a.s. 存在 也 是 在 LI(Q) 中 存在 . 


_ RAE X 是 遍历 的 , 如 果 对 任意 的 Ac Ix, 有 P(A) 等 于 1 或 0. 在 这 时 ($9 
EEM 27 的 条 件 是 ) (99) 式 的 右 半 部 分 条 件数 学 期 望 E(X0| Ix] = EX a.s.. 
狭义 平稳 过 程 的 理论 与 动力 系统 理论 有 着 密切 关系 (对 保 测 变换 的 研究 ). 作为 
研究 这 方面 的 引 论 可 以 参见 [85; 第 五 章 ], 在 那里 给 出 了 关系 式 (99) 的 简单 证 明 ( 当 
М = 0), 这 是 加 尔 斯 亚 (Garsia) 得 到 的 . 推广 定理 27 到 场 的 情况 可 参见 [15]. 遍历 
性 定理 和 动力 系统 可 参见 , 例如 , [36, 70]. 


第 八 章 
随机 积分 . 随机 做 分 方程 


内 容 摘 要 : 简单 随机 函数 对 维 纳 (Wiener) 过 程 的 随机 积分 . 对 适应 博 雷 尔 (Borel) 可 
测 随机 函数 的 伊 滕 (По) 随机 积分 的 构造 . 随机 积分 的 性 质 . Ito REPRAN НХЛ 
(Langevin) 方程 . 奥 恩 斯 坦 (Ornstein) - 44 А х, (Uhlenbeck) 过 程 . 随机 微分 方程 
强 解 的 存在 、 唯 一 性 定理 . 随机 微分 方程 解 的 艺 氏 性 . 


$1. 在 经 典 的 分 析 当 中 , CERT EHR EARN INE, 一 般 来 说 , 会 引出 来 
不 同 的 概念 , 例如 , ZS (Rieman) 积分 , 8) 15 (Lebesgue) 积分 , Riemann - 斯 
带 尔 切 斯 (Stieltjes) 积分 , Lebesgue 一 Stieltjes 积分 , 当 如 瓦 (Denjoy) 积分 , ЕЯ 
(Bochner) 积分 , 佩带 斯 (Pettis) 积分 , Komogorov A— 积分 , 等 等 

在 随机 过 程 的 理论 中 , 同样 有 着 各 式 各 样 的 处 理 , 随机 函数 对 随机 过 程 , 随机 测 
度 , 等 等 的 积分 . 这 也 就 导致 了 不 同 构造 的 “随机 积分 ”4 

其 中 的 一 种 (最 简单 的 ) 的 积分 , 我 们 已 经 在 前 一 章 涉及 到 了 , 在 那里 是 确定 性 
函数 对 正 交 随机 测度 2 的 积分 . 同时 还 论证 了 , 如 何 借助 于 那样 的 积分 成 功 地 给 出 
了 对 广义 平稳 过 程 的 随机 谱 表 示 (第 七 章 , 定理 9). 

如 果 由 Wiener WHE W = {W,,t > 0} 所 产生 正 交 随 机 测度 2 (参见 , 第 七 章 例 
1) 和 确定 性 过 程 = {fat > 0} 属于 L = L7((0, оо), (10, 00)), mes), 其 中 mes 是 
Lebesgue 测度 , 则 相应 的 积分 J(f) (参见 (VII.14)) 一 般 写 成 


0 = |, ea (1) 


或 者 JO = |^ рам’, РЕБ, 也 要 强调 的 是 建立 起 它 的 步骤 . 
注意 , 在 (1) 式 中 的 随机 积分 , 一 般 地 说 , 不 能 理解 为 按照 轨道 积分 , 即 不 能 想 
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象 是 对 每 个 固定 的 w Е (W: = Wi(w)) 的 Lebesgue - Stieltjes 积分 , 因为 在 第 三 章 
定理 1 已 证 Wiener 过 程 (Brown 运动 ) 的 轨道 P-a.s. 具有 无 界 灾 差 . 

在 公式 (1) 中 函数 f= f,t > 0, 是 确定 性 的 . 但 是 , 在 随机 分 析 的 许多 问题 中 ， 
有 必要 去 研究 (1) 式 中 , 被 积 函数 S 是 随机 的 : 


f= fiw), 120, wen. (2) 
例如 , 研究 随机 微分 方程 (参见 后 面 的 §12~18) 
dY; = b(t, Yi)dt + o (t, Y) dW, (3) 
它 应 该 理解 成 是 下 面 随 机 积分 方程 (4) 的 另 一 写法 


П t 
у; = Yo + | b(s, У, ) 43 + | a(s,Y,)dW,, #20, (4) 


自然 而 然 , FA “BERLE” fi ols, Y,)dW.(w) 的 意义 , 它 正 是 形式 (1) 的 积分 ， 
只 不 过 被 积 函数 是 随机 函数 f1l0,4 的 积分 . | 
在 初次 阅读 时 , 希望 能 熟 读 在 区 闻 [0,7] Е Тю 积分 的 构造 和 这 种 积分 的 性 
质 (82~6), 同时 还 有 变量 替换 公式 (811 定理 5), 借助 它 很 容易 去 解 经 典 的 天 之 万 
(Langevin) 方程 (813). 应 该 仔细 分 析 关 于 随机 微分 方程 ( 强 ) 解 存 在 、 唯 一 性 定理 
($17). 应 该 关注 518, 那里 证 明了 随机 微分 方程 解 的 马 氏 性 . 对 于 证 明 中 的 技巧 性 细 
节 可 以 在 以 后 学 习 中 再 光顾 . 


62. 虽然 在 前 面 定义 了 对 具有 正 交 增 量 L- 过 程 的 随机 积分 , 但 是 假设 被 积 
函数 f 是 确定 性 的 . 凭借 什么 可 以 定义 随机 函数 Р (ил) (被 积 函数 ) 对 Wiener WHE 
(积分 中 起 着 关键 作用 ) 形 如 万 у, (о) а (о) 的 “随机 积分 ”? 

这 里 的 解释 是 , Wiener 过 程 正如 所 有 的 平方 可 积 款 一 样 , 它 是 正 交 增 量 L- 过 
程 的 一 个 子 类 . 应 该 明白 , 对 的 积分 类 越 狭小 , 相应 的 被 积 函 数 类 就 应 该 越 宽 , TL 
是 说 比 前 面 所 说 的 , 确定 性 被 积 函 数 f 的 集合 要 宽 些 . 

对 Wiener 过 程 的 情况 , 构造 随机 函数 f 的 积分 时 ， 被 积 函数 需要 满足 下 面 的 可 
测 性 和 可 积 性 条 件 . 这 些 条 件 是 由 日 本 数学 家 伊 滕 (Ito) 给 出 的 . 这 也 就 是 为 什么 以 
后 那样 的 积分 被 记 作 为 I(f) (其 中 工 由 Ito 而 来 ). 

Ito 构造 随机 积分 的 思想 实质 上 与 对 正 交 增 量 过 程 积 分 一 样 : (1) 式 首先 (完全 是 
自然 而 然 的 ) 对 逐 段 是 常数 的 “适应 Borel 可 测 的 ”随机 函数 , 然后 (2) 式 对 较 一 般 的 
函数 у, 通过 用 简单 函数 f(" Wa, 基于 保 距 的 思想 , 取 量 (7090), п > 
со 的 极限 Ixr(f)( 均 方 意义 下 ) 来 定义 随机 积分 . 

这 样 的 构造 工作 (与 杜 布 (Doob) - ##H (Meyer) ЛА SE) 不 仅仅 对 Wiener 
过 程 , 同时 对 其 他 的 随机 过 程 类 , 其 中 也 包括 平方 可 积 款 类 , 当然 Wiener 过 程 也 属 
于 此 类 ( 当 工 有限 时). 
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$3. МИ’ = {W,,t > 0} 是 在 概率 空间 (0, F,P) 上 的 Wiener 过 程 (Brown 
运动 ). 同 以 前 一 样 , #” 表示 由 量 W,,0 < s <t 所 生成 的 o- АЖ BE ZW = 
o{W,,t > 0}. 概率 空间 是 完全 的 , Н o- 代数 FW, ZW(t > 0) 扩充 了 0 概率 事件 
类 N. 这 样 所 研究 自然 o— REA (Я), о, 它 满足 通常 化 条 件 (参见 第 四 章 定 义 


10). 
首先 对 某 个 固定 的 工 > 0 构造 随机 积分 
Ir(f) = | [в (м) АТ’. (w), (5) 
[0,7] 
然后 对 所 有 的 te (0, оо), 定义 随机 积分 
LF) — fs(w)dW,(w). (6) 


10,4 
SUR f 是 形 如 Aw) = aalt) 的 确定 性 简单 函数 , 其 中 te 0, Т], (а, 5] с 
(0, 7], 则 随机 积分 五 ( 六 理解 为 随机 变量 
Ir(f) = Wow) — Walw), 


这 里 符号 Ir(f) PRM T ARB и. 
MARR f 是 简单 的 , 但 是 较 一 般 一 点 形式 : 


filo) = p(w) l,lt) (7) 
里 p(w) 是 某 个 随机 变量 , 这 时 , 自然 而 然 地 设 
Ir(f) = p(w) [Woe(w) – Wa(w)]. (8) 
URBAE EER 
fi(w) = polw) {оз (Е) кны wlat) O<t<T, (9) 


XE 0 =t <t < Ki Sth =T, n>? 20…… ,Ppn-1 是 随机 变量 , 则 自然 定义 
10(f) =0, Lf) = ны УИ лм) —Wirr(w)], O<t<T. (10) 


其 他 形式 的 简单 函数 将 在 本 章 的 补充 与 习题 中 讨论 . 

为 了 对 更 广泛 函数 f 类 引入 积分 Lf), 需要 求 这些 函 数 有 较 “ 好 ”的 性 质 ( 参 
见 后 面 的 引 理 1), 也 就 是 对 (9) 式 中 的 函数 (и) 需要 附加 较 严 格 的 可 测 性 条 件 . 

回顾 一 下 , 实 随机 函数 f = {Льве [0,T]} 称 作 与 o— 代数 流 FY = (Я) сот 
适应 的 , 如 果 对 每 个 te (0,7), BA FY 可 测 的 . 在 这 个 定义 中 , 自然 也 可 以 用 
其 他 的 с – 代数 流下 = (22), ео,т KF BR o 一 代数 流 FY. 区 间 [0,7] 也 可 以 用 其 
他 的 代替 , 例如 , [0, оо). 





第 八 章 ”随机 积分 , 随机 微分 方程 · 253 - 


定义 1， 称 随机 函数 {fat 0, Тр 相对 于 o- 代数 流 FY 适应 Borel 可 测 
的 , 如 果 它 相对 于 o 一 АЖ FY 适应 , 且 对 变量 对 (t,w) є [0,T] хо ж A((0,T]) S 
FW 可 测 的 . 所 有 这 样 的 函数 组 成 的 关 记 作 gtr. 


当 人 简单 函数 f 形 如 (9) 式 时 , 它 属于 类 ar 等 价 于 在 (9) 式 中 的 随机 变量 ,pi(w) 
是 ZW 可 测 的 . 用 50 表示 这 样 的 简单 函数 类 . 

注意 , 简单 函数 у, 一 般 来 说 , 表示 (9) 式 的 形式 不 是 唯一 的 . 但 是 , 在 相应 的 积 
分 定义 (Р) P, fA Lte (0,7) 不 依赖 于 函数 у 在 (9) 式 中 的 表示 形式 . 

下 面 的 结果 是 对 简单 函数 随机 积分 I(f),t є [0, Т) 的 基本 性 质 . 


5| 理 1。 设 在 区 间 0,7) 上 给 定形 如 (9) 式 的 简单 适应 Borel JR) AR f = 
fi(w),t Є 0, T] 和 g = 9 (42), Є 0, T], 其 类 似 的 构造 : 


7—1 


9:00) = Wo(w)1 403 (t) + У №; (ш) Те, t1) (11) 
j=l 
设 所 有 的 随机 变量 pi(w) 和 pj(w) АЖАТ ЖЕ. 
这 时 , 随机 积分 I(f) f lg), t € [0,7] 具有 下 面 的 性 质 : 
(а) (i(f))tejo,7) 和 atgjjreloz 具有 0 中 值 连续 平方 可 积 款 , А. 


EL (AIG) =| | дааа (12) 
对 所 有 的 Е [0, 了 7], 特别 的 
EI (f )=E| А f (ада. (13) 
(b) 对 每 个 te [0,7] 有 
[ fo(w)dW, (w y= | fa(w)1io.q(s)dW.(w) as. (14) 
tue (3) =0, FexpO<t<T A 
If) = Вол) аз. (15) 
Ш. 由 定义 (10) 式 直 接 得 出 过 程 (Le(f))tef0,7) 的 连续 性 . 
因为 (a.s.) 有 
Е. — We IAL] = ФЕН, — Wel FE ] = 0, (16) 


则 过 程 (Leor BR, 且 它 是 平方 可 积 的 , 是 由 于 
Ely; (Wi, 十 1 — Wi, )] = — Ely? ЕСИ. [+1 = Wi FE] = Ely ЕСИ, 1 2 №.) 
一 = Ey; (t 1-й). О. 
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性 质 (12) 和 (13) 很 容易 得 出 , 只 要 考虑 到 对 i < Ј, 


Elp (Wig: 7 Wai) у (И — Wi )] 
一 El pi (Weiss — И.) Е ФИ, и We FE 1] = 0. 


最 后 , 直接 由 (9) RA (10) 式 得 出 性 质 (b). 


84. S| ЛУНА M = (Mi)ielom 组 成 的 空间 47. 换 句 话说 ,对 0<s< 
t<T, 


м, 为 FW — пў, 
E(Mi ZY) == М. а.5., 


EM? < ою. 


同样 , WER М e .42 的 所 有 轨道 是 右 连 续 的 . 
在 空间 .4A2 中 引入 内 积 


(М, №) = EMr Nr (17) 


_ 和 范 数 
|| = ЕСМ). (18) 


列举 一 系列 对 空间 .好 РК, 我 们 所 需要 的 性 质 . 
5| 2. a) 空间 MF 是 个 Hilbert 空间 (具有 引入 的 内 积 ). 
b) 设 蒜 序列 М, пем AR 中 收敛 (REX | llez) BR М. 这 时 ， 


E sup iM” -Mě +0, пою. (19) 
іЄ(0,Т| 


с) 在 M 中 连续 蒜 组 成 的 集合 是 一 个 MF PAF SM. 


ШЕ. 为 了 证 明 空 间 72 是 个 Hilbert 空间 , 首先 证 明 它 是 完备 的 (所 有 基本 序 
列 是 收敛 序列 ). 

设 {Mer 是 由 2 Prema EARS. BA, 随机 变量 Мп Е М, 
在 LQ) (АН ЕН) 中 是 基本 序列 , 由 于 这 个 空间 是 完备 的 ， 
所 以 存在 随机 变量 Mr, 使 得 当 n 一 со 时 有 Е М — Мт)? 一 0 

设 М, = Е(Мт|.2/),+ є (0,7). 由 于 o- 代数 流 (9), 具有 通 第 化 条 件 ， 
ЕН ВОН В ЕЕ ( 它 依旧 用 M = (Mher RRA). МИ, 扶 的 基本 序列 
MO n Ee N 收敛 到 平方 可 积 著 M = (Mi, FY heon (在 A 意 义 下 ), 且 有 右 连 续 
轨道 . 
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BA AES IESE RRR M = (Mi icr, 根据 Doob 不 等 式 (BR, Я 
如 ,[26], 或 第 ТУ 章 定理 5) 有 


Esup|M,|? < 4E|Mr|°. (20) 
t<T 


由 此 , 证 明了 а), BE ЕН b). 

为 证 明 с), 设 M™ = (МА) отп Е М 是 .42 "ЕЛЕ, М = (Miter) 
是 在 M PGES, H EIMS — Мт|? > 0,n — оо. 

由 此 可 得 , 可 以 找到 子 序列 {n} С {п}, 使 得 


(в) _ 2 
2.6 sup iM, М; | < 00, (21) 
因此 , 由 于 切 比 雪夫 (Chebyshev) 不 等 式 , 对 所 有 的 > 0 有 
(n) _ 
2. Р {sup М, Mil| = а < ою. (22) 
利用 Borel — KAA (Cantelli) 引 理 , 由 (22) АЕ, 以 概率 1 有 
sup | Ме" ) — М; 0, п > оо. (23) 


根据 假设 , RM” 有 连续 轨道 , MRM є 47, MEWA NERE. H (23) 式 
а.5. — BU FG BI] BR M = (Mi)telo,T! F 同样 具有 а.5. 连续 轨道 . O 


$5. 回 到 随机 积分 的 构造 . 在 空间 
Le = І?(О x [0,T], Я" ® :2([0, Т]), P ® mes) 
上 研究 适应 Borel AMARE f р (и), є [0,7T),weO. МИ, М ГЕ Lane 
A T 
МЕ =E f Аа < оо (24) 

性 质 (12), 意味 着 映射 f => Ir(f), 这 里 f = (ое [0,7],w 9, 是 属于 
2/0 NLL 的 简单 函数 子 空间 到 由 连续 平方 可 积 款 组 成 的 子 空间 02 是 保 距 的 . 因此 
ВР fo rf) 可 以 在 L2 中 延 拓 到 570 Г] C2. 的 财 包 上 . 


5123. SOL Миа, (在 L №) 包含 о 12. 中 的 适应 Borel TR BH 


ШЕ. 由 函数 论 定理 得 出 , 对 fe мг Г] 12 可 以 找到 50 12. 中 函数 序列 ро, 
使 得 当 п 一 оо 时 有 
ef У (w) — Л («Раз — 0, (25} 
可 以 参考 , 例如 , [26; PILE, 55], 而 这 里 不 再 多 述 ， 口 
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86， 设 函数 fc 14 是 简单 的 (f Е 97017). 每 一 个 这 样 的 函数 可 以 对 应 一 
个 平方 可 积 蒜 If) = (10Р) сот, 它 的 “积分 ”表示 可 以 写成 


fr ( | | POW) a (26) 


我 们 已 经 指出 , SRE ANL 到 由 连续 平方 可 积 蒜 组 成 .2 的 子 空 
1А] КРАЕВА. 

根据 引 理 3, L2 中 适应 Borel ЗУ f 集合 , В у с ог ГГ, 包含 在 集 
合 AP L2 的 闭 包 中 (在 12. 中 ). 因此 每 一 个 那样 的 函数 у є ог (12. 可 以 对 应 
一 个 平方 可 积 款 (1,07): сот, 它 自然 同样 用 (Л (о), (ш) соту RER. 


定理 1. 对 所 有 的 函数 f € 20 (|12, Ito 随机 积分 
If) = | ода) 
0 


对 任意 的 te [0,T] 是 确定 的 (I0(f) = 0). HA (Lheon 是 具有 0 中 值 连续 平方 
TRP 这 时 , 对 类 ofp (LZ 中 所 有 的 f 和 g 有 关系 式 (12)~(14) 成 立 , 而 在 前 面 
它们 只 是 对 类 Ap Lp 中 的 简单 函数 成 立 


证 ， 由 前 面 指出 的 保 距 性 保证 了 定义 量 L 是 确定 的 可 能 性 . 由 引 理 2 可 得 
BR (Р) ео, 的 连续 性 (准确 地 说 , 是 存在 连续 修正 ). 由 于 性 质 (12)~(14) 对 函数 
260 (12, 成 立 , (根据 保 距 性 ) 对 函数 90 Г] 12, 的 闲 包 也 成 立 , 再 根据 引 理 3 这 又 包 
含 着 集合 ot (|12. 0 

§7. 回 到 在 时 间 区 间 (0,00) 上 随机 积分 的 定义 ， 

Wo 是 函数 集合 类 , 其 函数 f= fi(w),t € (0, оо), о є ,使 得 对 每 个 全 >0 它 
在 [0,T] хо 上 的 压缩 包含 在 类 of Г] LA H. 


定理 2， 设 f € о. Ж, 存在 连续 平方 可 积 蒜 M = (JMi)iel0,co) (相对 于 o- 
ЖЖ. FW), 使 得 Mo = 0, 对 所 有 的 上 > 0 有 


m=i) (= | | дат’) (27) 


除 此 之 外 , 对 类 М ИГ fog 对 每 个 +> 0 成 立 关 系 式 (12) 和 (13), 而 对 任 
BH T > 0 和 所 有 的 te [0,Т|(14) AMS. 


ШЕ. 对 所 有 的 п Е №, 根据 定理 1 可 以 定义 积分 


MM” = ] | fs(w)dW,(w), 对 t є 10, nl. (28) 
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这 时 , 与 性 质 (14) 相应 的 有 , 对 所 有 的 te [0,n—1], a.s. ( 依 概 率 P) 有 MI” = Mi”. 
定义 对 所 有 的 t © [0, оо) 过 程 М = (Mizo, 假设 Mo = 0 和 М, = М", % 
фе (п-1т|,пЕ №. 

显然 , 这 样 定义 的 过 程 м в AA MO ЕЕ МЫ M 是 连续 过 程 , 可 
能 是 除去 那些 基本 的 w, 它 属 于 集合 о fw : м” (w) = MEP (w)}. 因为 a.s. (Ж 


概率 P) 有 MO (ш) = MZ? Ww), 所 以 该 集合 的 概率 为 0 

进而 , 过 程 Mas. ( 依 概 率 P) 有 连续 轨道 . (如 果 在 上 面 所 指出 的 集合 上 重新 定 
SLM, 假设 它 等 于 0, 则 新 过 程 所 有 轨道 将 都 是 连续 的 .) 

(Ff) ео 的 其 他 性 质 是 显然 的 ， 口 


58. 讨论 关于 Ito 积分 的 一 些 细节 . 根据 公式 (10) 对 简单 函数 f 的 类 r (12. 
定义 的 连续 平方 可 积 舟 (f) 出 发 可 以 实现 构造 Ito 积分 , 但 没有 光顾 公式 (20) 和 
(21). 而 正 是 由 于 存在 过 程 {I(f),t < [0, 了 T]} 的 连续 修正 , 借助 于 第 四 章 推论 6 这 些 
是 不 难 建立 的 . 因此 , 只 需要 研究 在 L 中 的 简单 函数 fn Е APT) L4A(n є №) 的 基本 


序列 , 选取 必要 的 递增 子 序 列 {пк}, 由 上 估计 P | Sup (аа) I(fn)| > i) , 
telo, 


k € N, 然后 再 利用 Borel - Cantelli 9] #2. 
函数 Г КЕМ Borel 可 测 性 质 , 它 在 保证 对 引入 Ito 积分 具有 “好 ”性 质 , 起 着 
关键 作用 . 同时 , 还 有 着 近似 于 可 测 性 的 概念 , 如 下 面 所 述 的 定义 . 


定义 2， 设 Fr = (Fi )telo,T 是 在 概率 空间 (0, F, P) EZA o- TREC. 实 随 
机 函数 X = {X,t е 0, Тр 称 作 循序 可 测 的 (相对 于 Fr), 如 果 对 任意 的 t є [0,7], 
映射 

(s,w) њ (Xs(w),w)， 其 中 (s,w) є [0,4 x 

是 2([0,1) ®@A— 可 测 的 . 换 名 话说, 对 每 个 te [0,7], ЕЯ X Fl) [0,t] x OQ 上 
WK B((0, t]) @F,— 可 测 的 . 

很 容易 看 出 , 任意 的 相对 于 流 Fr 的 循序 可 测 函 数 f= flw), te [0,T],w € 2 将 
是 关于 这 个 流 的 适应 Borel 可 测 的 (在 定义 1 中 将 Е RM Ег). 自然 可 以 将 前 定 
义 中 的 函数 换 成 过 程 X = (X,,¢ > 0}. 下 面 是 个 非常 有 意义 的 一 个 结果 . 

定理 3 ( 钟 开 莱 (Chung) - Doob; BA, 例如 , [148,p.5]). HX = {Xi,t > 
0} 是 相对 于 0 一 АЖЖ Е = (#0 适应 Borel 可 测 实 随机 过 程 ( 即 相 对 于 下 和 
2([0, оо)) @ F- 可 测 适 应 ). 这 时 X 有 循序 可 测 修正 . 

循序 可 测 的 简单 的 充分 性 条 件 是 下 面 的 


定理 4， 设 相对 于 o 一 代数 流下 = 二 (多 1)t>0 适应 实 随 机 过 程 X = {X,t > 0} 
有 a.s. 所 有 轨道 在 (0, оо) 上 左 连续 (或 a.s. 所 有 轨道 在 [0, оо) 上 连续 ). 这 时 , 对 过 
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程 世 存在 循序 可 测 修正 ， 且 轨道 具有 相同 的 性 质 . 


СЕ. 借助 于 对 X 构造 循序 可 测 过 程 Xu(n < №) 系列 , 在 一 定 意义 下 的 逼近 和 
利用 第 一 章 引 理 5; 余下 证 明 可 作为 一 个 简单 的 习题 


注意 , 在 构造 Ito 积分 过 程 中 ( 即 公式 (10) 对 形 如 (9) R, POOL? 类 中 简单 函 
数 了 给 出 的 I(f),t € [0,7], Æ L 中 扩充 这 种 积分 到 oP Г] 12 的 闲 包 上 ) 使 用 了 
Brown 运动 的 目 然 o— ARB FY, 可 以 利用 更 一 般 的 o 一 代数 流下 = (.2,), ьо. 与 
此 有 关 的 是 下 面 的 定义 . 


定义 З. ЖУ = {Wi,t > 0} 是 相对 于 o 一 代数 流下 = (Feso 的 Wiener 过 
程 , 如 果 过 程 W 相对 于 o- 代数 流下 适应 , as. 有 连续 轨道 , W(0) = 0 a.s., 且 对 所 
BHIO<s<t<of 


W(t) – W(s) Zs, W(t) -W(s) ~ №0, # — s), 
KE “1” RPI. 


利用 较 一 般 的 o— 代数 流 正 ( 比 FW) 体现 出 更 多 的 可 能 性 . 例如 , 在 对 自然 с 
代数 流 时 , 随机 变量 < 相对 o 一 代数 Fo 可 测 , 即 意味 着 Cas 是 常数 . 但 是 在 研究 随 
机 微分 方程 时 , 取 一 般 的 o 一 代数 流下 (一 般 说 都 是 满足 通常 化 条 件 ), 我 们 可 以 不 仅 
仅 取 常数 作为 初始 条 件 . 特别 是 , 如 果 随 机 变量 LFW, 其 中 ZW = o{ ZW,t > o}, 
M W 将 是 相对 于 o 一 代数 流 .多 = {И {ЕЕ > 0 的 Wiener 过 程 . 

公式 (10) 显示 给 出 的 函数 六 是 定义 在 [0,7] 上, 而 我 们 事实 上 积分 取 的 是 区 间 
(0,T], 即 基于 这 个 函数 在 4 є (0,Т] 的 行为 . 研究 随机 微分 方程 时 , 我 们 看 到 自然 要 
用 在 时 间 t 变化 区 间 的 过 程 , 其 中 包含 着 左 端点 , 它 是 为 了 给 出 初始 条 件 . 


$9. 为 了 介绍 计算 о 积分 的 例子 , 我 们 需要 建立 一 个 辅助 性 结果 . 
引 理 4. 设 相 对 于 о 代数 流下 7 HP TAM BS f = f(t,w), 这 里 te [0,Tl,w eE 
Q 是 均 方 连续 的 . 这 时 ， 


T n—i | 
f f(t,w)dW; = Lim. Y` FEP о) WD ) — WEY), (29) 
0 TL СЮ ro 
这 里 W 是 相对 于 Fr 的 Brown 运动 , 1i.m. ( 均 方 极限 ) 取 的 是 当 形 如 0 = tf? < 
zr < th =T 分割 加 细 , 即 当 n оо 时 有 


(в) m 
on = oX (кн t ) 一 0. (30) 
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证 ， 函 数 ees Е HIE (10) R 
有 
-EE eP eL) ~ WEL). 


k=0 


А, 


T 
[ lf) – Һе) Т sup Б) – fls = 0 
0 \jt—s|<6,, 


当 ур, 由 于 随机 函数 在 区 间 上 均 方 连续 , 则 在 这 区 间 上 将 是 一 致 均 方 连续 ， 口 
例 1. Ro Waw, 其 中 了 > 0. 利用 引 理 4, 得 到 


[ WedWe = Lim, >» W(t ) WE ) – WOU)) = wi — 了 (31) 


这 里 д, 是 由 (30) 式 中 给 出 的 . 


需要 强调 的 是 , 在 (29) 式 中 f 的 取 值 是 选 在 区 间 (O, t] 左 端点 的 值 , 这 一 
点 起 着 关键 性 的 作用 ， 如 果 在 该 例 中 选取 被 积 函数 在 区 间 上 其 他 点 (如 (К), К) | 
的 右 端点 ) 得 到 
Wr 


Г 
> 十 一 . (32) 


Li. m, 5 wey?) (W(t?) 一 Wty”) = 2 


$10. Ж И = {Wi,t > 0} 是 相对 于 xc- 代数 流下 = (> 的 Brown 257, 
设 循序 可 测 函 数 f, EPEAT HY t > 0 


F t 

| о 

Е | f’(s)ds < оо, (33) 
而 循序 可 测 函数 g : [0, со) x Q 一 В 使 得 
t 
| = 之 0. 34 
р (| gs w)lds < оо) 1, t20 (34) 
称 a.s. 在 [0, оо) 连续 实 随机 过 程 X = {Xi,t > 0} 有 “随机 微分 ” 

dX; = f(t,w)dW; + g(t, w)dt, (35) 


如 果 ХЕ PZR) 和 以 概率 1, ХУ t>0 有 
一 W 3 wid 36 
Xi=Xo+ | Ива, | аба) (36) 


(Wiener WE W = {Wi,t > 0} 相对 于 o— АЖ F 是 适应 的 ). НТУ УЖ д 
的 限制 性 条 件 , 则 (36) 式 右 半 部 分 是 确定 的 , 且 给 出 的 是 as. 连续 的 过 程 . 


= 
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定义 4. АЕ (36) 式 , 则 称 过 程 X = {Xi,t > 0} Æ Ito WHE. 


注 1。 如 果实 过 程 X = {Xi,t 2 0},U = {Ui,t > 0} 有 随机 微分 , 即 类 似 (35) 
AA 
dU; 一 a(t,w)dW, + b(t, w)dt 


(如 在 (35) 式 中 函数 一 样 , 具有 同样 的 可 测 性 质 ), 则 显然 存在 4(Х, +U), В. 
d(X, + Ui) = ах, + dU, = (f+o)dW+ (g + b)dt. 
显然 的 , 前 面 所 有 叙述 的 可 以 化 为 , 当 te [u,v], 0< u< v< оо 的 情形 . 
$11. 随机 分 析 的 砍 基 石 是 


定理 5 (Ito 公式 )， 设 实 随 机 过 程 Х = {Xi,t > 0} 有 随机 微分 (35) A (H 

ж 和 9g RAWD) ЖЖ Н: 0,œ) xR > R, RAEE 

导数 ðH/ðt, Ə H/ðx?. WAR h = f(s, Xa) 2208, Xs),s > o} EW, ii, ЗЕ 
= {H (t, X+), t > 0} Я В ЖЖ | 

dY; = lt X;)dt + >. (t, Xi dXi + 12H 573 

这 里 (dX)? 是 由 (35) 式 所 定义 , 其 中 满足 于 下 面 的 “微分 运算 ”法 则 : 


>( Xi) (d X4)’, (37) 


4. dt = dt - dW: = dW; -dt = 0, а, - dW; = dt. (38) 
E ТЬ, as. 对 所 有 的 t+ 之 0 有 


H(t, X+) = H(0, Xo) + ] | f(s, Xs) (5, Xs) dW, 


t 2 
+ | (Fela Xs) +99, Xe) + 5 f° Sar ($, Хе) } ds (39) 
IX SEE RA TRANS AR: 在 一 阶 微分 表示 式 中 , НИНУ ТЖ Н 的 二 阶 
导数 . 
在 定理 5 P, 条 件 he oS 只 是 为 了 定义 在 (39) 式 中 对 Wiener 过 程 的 随机 积分 . 
在 本 章 的 补充 与 习题 中 将 指出 如 何 扩充 函数 类 , 使 得 对 其 可 以 定义 Ito 积分 . 那 时 将 
说 明 条 件 Не Ch? 为 满足 Ito 公式 成 立 是 充分 的 . 准确 地 说 , 这 样 的 条 件 可 以 保证 
随机 微分 的 存在 和 公式 (39) 的 成 立 , 其 中 随机 积分 应 理解 为 在 更 广泛 的 意义 下 . 因 
为 对 较 狭 的 函数 类 Н 证 明 已 经 很 长 了 (参见 , 例如 , [12; $12.3]), 所 以 对 它 我 们 将 不 
进行 定理 的 证 明 . 除 此 之 外 , 现今 对 它 的 推广 已 经 走 了 很 远 的 路 了 , 例如 , 对 取 值 于 
R” 的 连续 半 诸 过程. 我 们 建议 熟识 在 [146] 中 定理 15.19, 15.21. 一 些 推 广 Ito 公式 
的 将 在 本 章 的 补充 与 习题 中 研究 . 
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512. 介绍 如 何 使 用 Ito АА. 回 到 例 1. 
2 
利用 定理 5, 设 X = W, 和 H(t,x) = >. 显然 , 定理 的 所 有 条 件 都 满足 . 这 时 ， 
对 Y, = H(t, W,) = 5W? 有 | 
OH OH 10°H 1 


dY, = —dt + —dw, + (dW,)* = 0+ WidWi + 5 


1 
:0 1 2 _ at 
Гү гуа 5 522 (dW) WdWi + 544. 
因此 ， 


1 1 
d (5%?) = WidWe + pdt. 


这 样 , 与 随机 微分 相对 应 的 积分 公式 (参见 (36)), 因为 Wo = 0 得 到 


1 " 1. 
Ew? = | W,dW, +56 #20. (40) 


即 另外 方法 也 导致 (31) 式 ， 


$13. 在 阐述 随机 微分 方程 的 一 些 一 般 结果 之 前 , 我 们 将 转 回 一 个 经 常会 遇 到 
又 很 重要 的 情况 , 它 是 与 描述 粒子 在 液态 介质 中 运动 有 关 . 研究 方程 


mo = —Ви+ “FR”, toO, (41) 


”这 里 m 是 粒子 的 质量 , v 是 它 的 速度 , 参数 6 > 0 描述 介质 的 粘性 特征 . 方程 (41) 
各 项 相应 的 物理 解释 是 “ 力 mi”, 即 粒子 的 阻力 与 “速度 v 成 正比 , BEE FHR”, 
这 是 由 于 给 定 的 粒子 与 介质 的 分 子 随机 碰撞 的 关系 (因为 后 者 的 进行 着 热 运动 )， 

如 果 利 用 , Bln, “ae W, 其 中 W = {Wi,t > 0} Я Brown 运动 , (FA “FR”, 
看 看 可 以 怎么 样 解释 方程 (41). 根据 第 三 章 定 理 1, 前 面 所 述 的 在 过 程 W = {Wi,t > 
0} 的 轨道 无 论 哪 一 点 + 上 (以 概率 1) 导数 W 是 不 存在 的 . 这 就 是 说 , 如 果 对 这 个 
物理 学 中 著名 的 朗 之 万 (Langevin) 方程 


mi =—Bvu+W, t20, (42) 


无 论 想 要 作 什 么 样 的 解释 , 则 一 定 先 要 考虑 到 “过 程 ”W 的 这 种 极端 不 规则 行为 . 
我 们 给 出 这 个 方程 的 严格 的 意义 . 开始 我 们 重新 把 方程 号 成 


b=av+tow, t20, (43) 
这 里 
а= Віт < 0, а=1/т > 0. (44) 
众所周知 , FRA AR (具有 常 系数 a 和 о) 的 解 


v=avt+of, #20, (45) 
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先 对 齐 次 方程 о = av КН, 它 有 形 如 v(t) = се" (с = 1(0)). 利用 任意 的 常数 变形 
Ж, 它 是 将 解 写成 形式 v(t) = c(the™ ЖЖ. 最 后 找到 


u(t) = 0(0)е + [ е4) Fiu)du, t > 0 (46) 
0 


(对 te€ [0, T] 这 个 解 是 存在 的 , 如 果 , 例如 , р 是 在 [0, Т] 上 的 连续 国 数 )， 
方程 (45) 可 以 写成 微分 的 形式 
dv = арі + оја, t 20, (47) 


具有 如 下 等 价 形式 的 积分 方程 : 
u(t) = v(0) + ] | av(s)ds + ] | of(s)ds, t>0. 
这 就 给 我 们 一 个 启示 , 在 “随机 ”的 情况 下 , 方程 (43) 也 应 该 理解 为 积分 形式 : 
V(t) =V(0) + ] | aV (s)ds + ] | odW,, +20, (48) 
而 一 般 形 式 的 写法 (类 似 于 (47)) 是 下 面 的 微分 形式 : 
| dV (t) = aV (t)dt + сай, (49) 


这 样 , 我 们 就 将 Wat 替换 成 dWi, 而 这 就 可 以 给 出 方程 (43) 的 意义 . 在 (48) 式 
中 包含 着 Ito 随机 积分 SÉ odW,, 它 等 于 (根据 这 个 积分 的 定义 ) oW(t), 因为 在 这 情 
况 下 o 是 常数 . 进而 , KRA (48) 就 有 形式 


V(t)—V(0)=a ] | V(s)ds + oW;. (50) 


被 称 作 这 个 方程 的 强 解 是 相对 于 g 一 PB (Fy )e>0 Ха WY, а.8. 连续 过 程 V = 
{V(t),t 20}, 且 对 每 个 上 > 0, 以 概率 1 关系 式 (48) 左 半 部 分 等 于 它 的 右 半 部 分 . 注 
意 , 该 方程 的 两 边 都 是 as. 连续 过 程 , 所 以 立刻 对 所 有 的 t > 0 方程 两 边 以 概率 1 重 
A 

自然 类 似 的 对 (46) 式 , 希望 相应 的 对 У = {V(t),t > 0}, 下 面 方程 给 出 也 有 强 
解 


t 
V(t) =V(0)e®t + ] е4 оду, , (51) 


这 里 右 半 部 分 出 现 Ito 积分 (对 非 随 机 函数 е є of). 这 样 , “ХНУ” fdu 的 Wau, 
也 用 dW, 来 代替 . 

, 验证 , 选取 (由 于 定理 2) 根据 (51) HE NZ [0,co) Eas. 连续 过 程 У, 我 们 确 
实 得 到 方程 (48) 的 强 解 . 为 此 利用 Ito 公式 . 


第 八 章 ”随机 积分 . 随机 微分 方程 - 263 . 


w 
At = [ е “dW,, Н(, х) = сет, t2>0,c ER. 
0 
这 时 , dX, = е dW, (根据 Ito 积分 的 定义 Xo =0). MY; = H(t, Х,). 由 于 (37) 云 


有 
dY, = сае Х,а} + се" dX; = сае ХЕ + сам, (52) 


(再 一 次 强调 , 微分 变换 的 意义 只 是 在 相应 的 积分 关系 式 的 缩写 的 意义 )， 
再 一 次 利用 Ito 公式 , 很 容易 看 出 
d(V (0)e™) = ae™V (0)dt, (53) 


这 里 V(0) 是 Fo— 可 测 随机 变量 . 由 (52) sh, (53) 式 和 注 1 得 到 (49) А. 得 证 . 
定理 6. HA tS O 存在 Langevin 方程 的 强 解 , 它 由 公式 (51) 给 出 , HAA 
初 值 Vl:=0 = V(O) Е 0|%(R). 
$14. 研究 解 (51) 式 的 一 些 性 质 . 设 EV(0) FE. 因为 Ito 积分 的 数学 期 望 等 
о, 由 (51) 式 得 到 
EV (#) = e“EV(0), (54) 
即 平均 速度 以 指数 形式 衰减 (注意 , a < 0). 
定理 т. 设 初 始 值 Y(0) 是 PBR- 可 测 随 机 变量 , V(0) ~ N(O,07/(2a)), 其 
中 а = —a. 这 时 , Langevin 方程 的 强 解 是 Ornstein – Uhlenbeck 过 程 , Bp Gauss 过 
У = {V(t),t 20} 有 0 中 值 和 相关 函数 
| 2 
~ Qa 
ШЕ. 由 (54) 式 得 出 , 对 所 有 的 上 > 0,EV(t) = 0, 验证 对 s,t >0 有 


cov(V(s), V(t)) els-t $20. (55) 
2 
EV(s)V(t) = Е(У(0))2е“ (8+9 十 zesta —е`_24(з^®)), (56) 


这 里 , sAt=min{s,t}. 事实 上 , 由 于 (12) 式 


$ t 
E( / etls- dW, | co dW, ) 
0 0 


sAt ea(s+t) 
— ] ea(s—u) pa(t—u) du 一 (1 _ eT 2alsrt)) (57) 
0 2a | 


除 此 之 外 , 对 所 有 的 上 > 0 根据 定理 2 有 


EV (0) J -dW =E (VOE ( ] | 9и) ) = 0. (58) 





264 - 随机 过 程 论 


如 果 E(V(0))? =- Z, 则 由 (56) 式 得 到 (55) 式 

现 证 , У = {V(t),t > 0} 是 Gauss 过 程 ， 首先, 注意 Wi = Wi – №, 对 
每 个 t > 0, 而 因为 Y(0) 是 Fo- 可 测 随机 变量 , 则 对 任意 的 t > O,V(O)ILW,. 由 
(51) АЕ, J naa КЕМ ЖЕНИ О < <- < < оо 向 量 
(U (ti) ,U(t,)), 这 里 Ut =f exp{—au}dW,,,t > 0, 是 Gauss 的 利用 引 理 4 可 
得 , 对 每 个 m = 1,.… ,k 量 jo ) 是 下 面 随机 变量 在 LQ) 中 取 п co 的 极限 


= У exp{—aty™ (п) W ER (n)) — Wee” (п), 
j=0 
XE (n) = jtm/n(n € №). 显然 , 向 量 (m(n), mn) 具有 多 维 正 态 分 布 . 在 
LQ) FR п 一 oo 的 极限 , 得 到 所 要 的 结果 .， 口 
$15. 同和 前 所 述 , 设 (扩张 了 0 测度 事件 ) o— 代数 正 = (.2,), о 和 相对 于 下 的 
Wiener ЗЕЯ W = {Wi,t > 0}. 
研究 比 (49) 式 更 一 般 的 随机 微分 方程 , 即 


1Х, = 50, Xe)dt + olt, XdWi, O<t<T, (59) 


具有 初始 条 件 Xo = 2, 其 是 Fo - 可 测 随机 变量 ， 对 这 方程 应 该 理解 为 是 下 面 随机 
积分 方程 的 一 种 形式 写法 


t 
Х, = Xo + [ К, X.)ds + ] o(s,X,)dW,, O<t<T, (60) 
0 0 
这 里 和 og 是 定义 在 [0,7] x R Е, Н В, Х,) 和 ols, Х,) 是 “很 好 ”的 函数 , 使 得 
公式 (60) 右边 有 意义 . 


定义 5， 在 区 间 (0,7) 上 称 作 方程 (60) 的 强 解 , WRI X = {X,t € |0, Т]) 
as. 有 连续 轨道 , 相对 于 o 一 代数 流下 适应 的 , 使 得 对 每 个 е (0,7), 当 将 其 代入 公 
式 (60) 的 左 和 右 半 部 分 , 等 式 将 以 概率 1 成 立 . 


正如 前 面 所 述 , 将 过 程 代入 公式 (60) 的 右 半 部 分 , 应 该 导致 as. 对 所 有 的 te 
[0,1], 等 式 中 的 两 个 积分 是 完全 确定 的 (它们 将 给 出 是 连续 过 程 )， 当 然 可 以 研究 
lu, v] 和 [и, оо) 来 代替 [0, T]. 

定义 6. 称 方程 (60) 在 区 间 [0,7] 上 有 唯一 的 强 解 , 如果 过 程 X = {X,t € 
0, 7} ALU = {Ui,t € [0, Т) 是 ( 强 ) 解 旦 满足 于 同一 个 初始 条 件 , WU eX HE 
E (进而 连续 过 程 U AX 是 无 区 别 的 ). 

说 满足 下 面 利 善 希 英 (Lipschitz) 条 件 : 存在 常数 L= LT) > 0, 使 得 


b(t, x) — b(t, y)| + lot, z) —o(t,y)| < Liz — yl, z,y ER, telo,7l. (61) 
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设 同 时 对 某 个 常数 c= c(T) >.0, 有 
(Е, x)|? 十 olt, x)|? < с(1+ 2°), ZER #є[0,Т|.. (62) 


注意 , М о = 0, 即 在 研究 常 微分 方程 . 在 没有 那样 的 条 件 下 , 方程 的 解 可 能 不 
存在 , 也 可 能 存在 , 但 不 唯一 . 
如 果 , 特别 的 b(t, x) = W(x), о(Ь=) = о(х) 则 (61) 式 导 出 (62) R. 


516. 需要 一 些 简 单 的 辅助 性 结果 . 


引 理 5. 设 实 随机 过 程 了 = {Y,,s є [0,Т) 是 在 (0,7) 上 相对 于 o- 代数 流 
Fr = (Fesco r] 是 循序 可 测 的 . AELE [0,Т] x R ERAR alt, r) 是 Borel 可 
测 的 , РР B((0,T]) ® A(R)— FA. 这 时 , HU = { = ву) € [0,TI} 是 相对 
于 同一 o- АЖЯ Ег 是 循序 可 测 的 . 


ШЕ. IWERI: (=, и) (3, Y,(w)), XT s € [0,t] Mw e 90 < t <T) Æ 200, )® 
F,|B((0,t]) ® A(R)— пун. 
W u € 0, 和 Be A(R), 这 时 ， 


{(s,w) € [0,t] x Q : ($, Ys(w)) € [0, u] x B} 
= {(s,w) є [0,t A u] x Q : Ys(w) є В} Е B([0,t ли) x Finu C A([0, t]) ® Fs. 


由 于 第 一 章 推论 1, 得 到 所 要 求 的 可 测 性 . 注意 , 根据 条 件 , 对 (s,z) Е [0,t] x R 映射: 
(s, т) PP alsz) 是 (0,1) ® A(R)— 可 测 的 . 只 要 芳 虑 到 可 测 映 射 的 复合 映射 应 该 
是 可 测 的 ， 口 


WHE [0, Т] x R CAM Ь Fl с 满足 前 面 的 条 件 (61), (62). 
取 X? = Z,t [0, Т) MRM n 21, 


t t 
Хх = 7+ | b(s, X”) ds + | o(s, X0 dW (s). (63) 
Q 0 
则 这 个 递 推 步骤 规则 建立 , 于 是 有 
引 理 6， 设 b 和 0o 是 前 面 所 述 的 函数 . 设 随机 变量 2 是 Fo TRH, LEZ < 
со. 这 时 , 对 每 个 ne, 被 公式 (63) 所 具体 确定 的 过 程 XM = {xX ,te [0,T]} 是 
循序 可 测 的 ( 即 存 在 那样 的 修正 )， 这 时 ， Sup EX.” |2 < со, п Е М, 和 (63) 式 右 半 
:Є[0, 
部 分 可 以 取 成 a.s. Æ [0,7] 上 连续 的 . 
Ш. 因为 Ze FolA(R), 函数 Yw) = Zw) 是 循序 可 测 的 , 这 里 зе [0, Троє 
Q. 根据 引 理 5, 过 程 b(s, Z(w)) 和 ols, Z(w)) 是 循序 可 测 的 (s є [0,Т]). 由 于 (62) 
A, 有 


sup Ед?(3, Z) < с(1+ ЕХ?) < оо. 
s€[0,T] 
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因此 , 过 程 {o(s,Z),s € [0,Т]} є 2 (12. 和 对 fi o(s, Z)dWs,t € [0,Т], 根据 定理 4 
可 以 选取 а.в. 连续 的 (和 循序 可 测 的 )， 考虑 {b(s, 2), ѕ € [0,Т]} 的 循序 可 测 性 和 条 
件 (62), 有 А 
Е ] 16 ($, Z)|\ds < (Тс(1 + EZ’)? < оо. 
0 


根据 Fubini 定理 , 对 几乎 所 有 的 w 积分 |) bls, Z)ds AR, 且 对 这 些 w 过 程 fi b(s 
Z)ds 将 是 对 te [0, T] 是 连续 的 . 由 定理 4 得 到 , 以 该 积分 区 间 上 限 为 变量 的 过 程 是 
循序 可 测 的 . / 

在 假定 过 程 {X 人 -D5(t),t є [0, 了 T]} 是 循序 可 测 的 和 sup EIX" 02 < oo F, 


s€[0,T 
同样 可 以 解释 在 (63) 式 右 半 部 分 的 循序 可 测 性 和 a.s. 连续 性 除 此 之 外 
2 
E(X\”)?2 < 3 (Ez +E ( [ Hs, Xs), +E ( [ a(s, X{-D)aw, ) | 
0 0 
T T 
< 3 (Ez + Te J E(1 + |X'"-) 2) 45 +c | Е(1 十 ева 
0 0 
<3 |в +P +1)Т : + sup exe») ) < ©, 
s€(0,T} 
由 此 可 得 sup Еу i”) |? <œ. 0 
t€[0,T] 


引 理 7 (ЯК (Gronwall)). y= y(t) ZÆ [0,T] 上 的 非 负 连 续 函 数 , 且 
满足 下 面 不 等 式 


yO) < +9 | ys)ds, te (0,7) (64) 
这 里 со 之 0,9 20 是 常数 . 这 时 对 фе [0, T], 有 
| y(t) < coe”. (65) 
Ш. 由 假设 中 的 (64) 5%, со + gah y(s)\ds > 0, Wt>0 (在 0 AEA FAO 有 
ln { co +9 “y(s)ds 9 <. (66) 
Бн) ар. 


RA 0 到 t 的 积分 , 得 到 
In (а + ‘| u(s)ds ) —Ineg < qt, іє |0, Т). 
0 


因此 | 
со + | у(3)43 < сое, &Е [0,Т]. 
0 
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试 自己 讨论 最 简单 的 情况 , 讨论 要 说 明 没 有 意义 的 情况 (如 条 со = 0 A y(s) = 0 X} 
s Є [0, и], 则 在 (66) APA PEROT RY). O | 


$17. 下 面 的 结果 是 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 . 


定理 8， 设 在 [0,T] xR ЕУ BK b Feo 满足 条 件 (61) 和 (62). 设 随机 变量 
2 & 多 0 一 TMH, E EZ? < оо. 这 时 , (60) 式 存 在 唯一 的 强 解 , 具有 .多 0 一 可 测 的 初 


始 条 件 Ху = Z, 使 得 对 任意 的 te (0,7) 有 Xi Е LO) HARK EX? 在 [0,T] 上 
Ay Fe. 


证 ， 利用 定义 在 (63) 式 中 定义 的 as. 连续 过 程 ХО) = {Хх ве 0, T} 序列 
НН У. 

证 明 分 为 儿 个 步骤 : 

А. 估计 E xet» — xef ER. 如 果 n = 0, 则 考虑 (62) 式 , X te [0,7] 有 


о t t 2 
E xf? — x 一 E | b(s, Z)ds +f o(s, Z)dW, 
0 0 


< 2E ( | “bis, д) + 2Е ( | “ols, zjaw, ) 


t 
< t+ DE | o(1 + |Z/2)ds 
0 








2 


< 2Qct(t + 1)(1 + EZ*) < Mit, 
Му = 2c(T + 1)(1 + Е22). (67) 


对 m >1 和 te [0,7], 应 用 (61) 式 得 到 
E xe o x” | 
i + 2 
Е [ ots, x8) ~ bls, х0 1))ds + || (об, XM) - a(s,X-))aW, ) 
0 0 
t 2 t 
п, т—1 п т, — 1 2 
< 2E (| L |x; Хх! |а) +2 | (als, X™) — o(s, X"-Y))2ds 
< 272(1 +T) f E x” — х("- ds. (68) 
0 
由 (67) 式 和 (68) 式 , 根据 归纳 法 得 出 , М = max{ Mi， 272(1 + T)} 时 有 


2 Mrtiyntl 


<n =01,---, ЕЕ (0, TI. 69 
(n+? ^ E PT (69) 


E ger _ x” 
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{ m>nz0 ШЕЕ [0,Т|. HF (69) RA 


т) eNA Z NAN ett) wk) 
Е Хх, — Х, < У. Xi 2 Xi 
k=n 








L? (Q) 





< оо Гит 


1/2 
(k + 1) | — 0, п оо. (70) 


k=n 
由 于 空间 L2(Q) 的 完备 性 , 导致 在 L2(Q) 中 对 每 个 te (0,7), 随机 变量 序列 Хх 当 
п 一 оо 时 存在 极限 . 这 个 极限 用 Y(t є (0, Т]) 来 表示 . 


В. 估计 sup ху" 一 x) LF, 借助 于 量 
O0<t<T 





T 
| (8, Xi”) 一 0(5, х0") ds 十 sup 
0 0<t<T 


t 
| (a(s, Хх”) — ЧЕША 
0 





第 四 章 推论 6, 定理 2, 不 等 式 (68) 和 (69) 得 到 估计 


> a=) 
T 2 
<P | | b(s, X$) 一 b(s, XPD) as) > ==) 
> 2") 





Р ( sup xfer) — x 


0<s<sTt 


t 
+P ( sup ] (o(s, X) — o(s, х("-2)) dW, 
0 


O0<s<T 








T 2 
< 22"2Т | Е (bls, X) - 668, 0) ds 
0 


2 














T 
ве | Е (вх) —oa(s,X""))| ds 
0 
n Г М"5" (AMT)"*! 
< 22rte re (T + » | 1—48 < у: (71) 
根据 Borel - Cantelli 引 理 , 由 得 出 的 不 等 式 有 
P ( sup xen 一 xi” > 27", EHR) = 0. (72) 
Sts 
因此 , 对 几乎 所 有 的 w 存在 № = No(w) 使 得 对 所 有 的 n > Now) 有 
sup axe} — х® |< 2”. (73) _ 
0<t<T 
这 样 , 序列 | 
Хы) = XP w) + У (AEM) ~ XP), (74) 


k=0 
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是 由 在 [0,T 上 a.s. 连续 函数 组 成 , 且 以 概率 1 在 这 区 间 上 一 致 收敛 . 设 Qo 是 集 
合 , 在 其 上 所 有 函数 x” 在 [0,7] 上 连续 , Н 0109; P(Q0) = 1. 对 we 9, BK 
Хш) = lim Хх” (w), ие ANo F te 0, Т ® Xw) = 0. 由 此 可 得 , 函数 Xw) 
是 在 (0, T | 上 连续 对 所 有 的 w. 因为 根据 第 一 章 引 理 6, 随机 变量 X, є FZR), 作 
为 F 可 测 的 随机 变量 Xi 的 极限 . 过 程 {Xi,t e T) 的 循序 可 测 性 是 因为 它 的 连 
续 性 和 相对 于 o- 代数 流 Fr 的 适应 性 . 

显然 , 对 每 个 te [0,7], as A У, =Х, 其 中 过 程 Y = {Yi,t € [0, 了 T} 是 在 A 中 
所 建立 的 . 


С. 验证 , 过 程 X = {X,t c [0,T]} 是 方程 (60) WAR. 
由 (70) 式 , 对 所 有 的 te[0,T] 和 meN 有 








(MTH Y? 
x\™ Z Z M,T). 
|, 1 liam + (Чех maar) = [Zl tM). (75 
因此 
[Xlo < 1211ка) + с(М,Т), te 0,7) (76) 


利用 Fubini 定理 和 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 考虑 到 (75) RA (76) 式 得 出 
Г T 
E | (Xs —X™)*ds = | E(X, — X™) ds 0, 当 оо. (77) 
0 0 


于 (61) RAI (77) R, 对 每 个 te [0,7], An о 时 ,有 


t L?() t 
| a(s,X\™)dW, — o(s, Xs)dW,, 
0 0 


] ‘bls, X ds ZO | (8, Х,)48. 
0 0 
这 样 , 对 每 个 te [0, T], Е (63) 式 中 对 上 标 {nm = nm(t)} RARER (60) 5. 
D. 证 明 解 的 唯一 . 首先 验证 , 如 果 过 程 Х = {X,t е [0,Т]} 在 0, Т| Eas. Ж 
续 , Н sup EX? < оо, 则 这 个 过 程 在 [0, Т] LAE. 


te[0,T] 


对 зе [0,T] A 
| t t 2 
Е(Х, – Х,)? =E | (и, Xz, )du + | с(и, хорами, 


t t 
< 2(# — s) / Eb? (м, X,)du + 2 | Eo*(u, X,)du 


< 2c(t — s) : + sup x? (1 +T). 
[0,7] 
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于 是 || Xe] L200) 同样 在 (0,7) 上 是 均 方 连续 的 . 

ВХ, 是 (60) 式 中 具有 初始 条 件 Xo = Z 的 强 解 , 而 Х, 是 (60) 式 中 具有 初始 
条 件 Xo = 2 的 强 解 (Z 和 Z 满足 定理 的 条 件 ), 并 且 函 数 EX2 和 EX? 在 [0,7] 上 
有 界 . 这 时 , WX ~ X 在 [0, 上 均 方 连续 和 函数 y(t) = Е(Х, — X,)? € [0,4 上 
连续 . 类 似 (68) 式 可 以 找到 | 


| i 2 
E| X; — Xl? < 3E|Z — Z|? + ЗЕ (| (b(s, Х,) — W(s, в) 


+3E ( ] (ols, Xs) – o(s, Х, aw, ) 
< 3E|Z — 22 + 3(1 +512 [ E|X, — Х, |248. (78) 
0 


这 样 , 得 到 的 不 等 式 (64), 其 中 co = EJZ – 22, а = 3(1 + T)L?. 

我 们 还 需 强 解 的 唯一 性 . 由 于 引 理 7, 如 果 Z = Z as., MIZE (64) RH co = 0, 
因而 对 每 个 te [0,7] 有 ЕХ, – X = 0. 利用 LX, — Хи 轨道 的 连续 性 , 得 出 过 程 
X AX 是 无 区 别 的 , 即 | 

P (Xil) = Xi(w), 对 所 有 te 0,7] 1. O 

Е 2. 方程 (60) 强 解 的 唯一 性 可 以 证 明 对 更 广 的 随机 过 程 类 成 立 (参见 习题 
21). 

§18. 这 一 节 将 研究 随机 微分 方程 ( 强 ) 解 的 马 氏 性 . 

注意 , 定理 8 显然 完全 可 以 重 述 , SRA [u,T)0<u<T<oh, HERE 
0, Т], 这 时 束 要 寻找 下 面 方程 的 解 


t t 
z= e+ | os, Zo)ds + | o(s, 2.) АУ’, (79) 


具有 初始 条 件 Z = & HE 2, 可 测 的 (这 里 ， 如 前 所 述 ， Brown 运动 W = 
(Wi, ¥+)e>0). 这 个 解 Zt 用 2.(),1 Є и, Г 来 表示 . 
对 随机 过 程 X = {Xi,t є [0,T]} 是 方程 (60) 解 ,有 (t > и) 


t t 
X,=Xo+ ] (в, X,)ds + | o(s, Xe)dW, 
0 0 


ри t u t 
=Xo+ | Ма, Xo)ds+ | а, Xo)ds+ | o(s, Хуа, + | ols, Xs)aW, 
0 u 0 u 
t t 
=x. + | Қа, Xo)ds+ | o(s, Xs)dWs. (80) 
u u 


考虑 到 , Xu 是 多 ,一 可 测 随 机 变量 , EX2 < оо, MAA (79) 强 解 的 唯一 性 ， 
得 到 对 每 个 初始 条 件 Xo(Xo є Fol ZR), EX2 < оо) 


Xi(w) = Z,(Xy,w), as. 对 +t и. (81) 
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我 们 需要 下 面 的 辅助 性 结果 . 


引 理 8. 34 b= b(s,x) 和 og 二 ao(s,T) M (3,2) € [wu,T] xR 满足 定理 8 的 条 件 . 
这 时 , MER ЕЕ lu, T] f E E F,|A(R)(EL? < оо), 随机 变量 Z(E w) 相对 于 0 一 
代数 流 Уши = 0{€, Ws — Wa, 8 Є lu, ij 是 可 测 的 , 它 是 扩张 了 0 测度 事件 类 的 . 


证 。 再 重复 定理 8 的 证 明 , 得 到 7, (6. и) 是 аз. 随机 变量 2:7 (6, w), У п > оо 
时 的 极限 , 其 中 ZO (Е, и) = te |, Т). 如 果 n>1, 则 


t t 
Z (E w) =+ f b(s, ПИ (Е, w))ds Я! o(s, ZY (é,w))dW,, ЕЕ [u,T]. (82) 


不 难看 出 , ZO є fu y|B(R). 根据 归纳 法 , 类 似 引 理 6010,7] 用 [u, T] RRE) 
保证 对 所 有 的 n > 1, ZO (é,t), 的 uy - 可 测 性 . 应 用 第 一 章 引 理 6, 得 出 所 求 的 
жж п 


不 难 建立 下 面 的 结果 . 
定理 9， 设 满足 定理 8 的 条 件 . 这 时 , 随机 方程 (59) 的 强 解 是 马 氏 过 程 . 
Е. REBT WER ut.0<u<t<T MERA Я Borel 函数 Г: 
有一 了 有 有 | 
E( f(Xt)| Fu) = E(f (X)| Xu). (83) 


因为 Xi = Z(Xu(-),w) as. (利用 在 引 理 8 中 的 表示 ), WE (83) AP F(X) 处 可 以 
换 成 f(Z,(Xu,w)). 根据 引 理 8, 随机 变量 f(Z,(Xu,w)) 是 有 界 和 好 ud- 可 测 的 . 由 
于 第 六 章 引 理 2, 可 以 得 到 f(2(X a) HEN L, F,P) 中 有 限 个 随机 变量 线性 
的 组 合 的 а.в. 极限 , 这 些 随 机 变量 形 如 7 = g(Xu)hi (Wi, — Wa) - hm (И, — Wa). 
其 中 g, AR 是 有 界 borel 函数 ， Mu<ty<---<tm<tmeNn. 258 21], Хи 
是 多 -~ 可 测 的 随机 变量 , 而 对 s >u, 有 Ws 一 Ш, 于 是 有 


E(n|Fu) = g(Xu)E(ha (We, — Wu) s+ bm (We, Иа). 


BR, Ех.) 等 于 同样 的 表示 式 . 经 过 对 所 说 和 ( 形 如 7 的 ) 序列 取 极 限 , 得 出 在 一 
般 情 况 下 的 关系 式 (83)， 口 

推论 1. Ornstein - Uhlenbeck 过 程 不 仅 是 Gauss 过 程 (参见 定理 7), MARYA 
Fu it Fz. 
补充 与 习题 


从 第 八 章 的 内 容 中 , 可 以 看 出 随机 函数 f = f(t,w) 可 积 性 问题 直接 与 它们 的 可 
测 性 相 联系 的 . Alt, 引入 了 一 系列 重要 概念 . 





` 272 > 随机 过 程 论 


在 “随机 过 程 一 般 理 论 ” 的 形成 和 发 展 中 起 着 巨大 的 作用 是 意识 到 对 (0, F,P) 
中 的 三 元 素 还 需要 补充 “接纳 ”0 代数 流下 = (多 ,);>o, 其 时 间 参 数 t 的 指标 集 是 
В, (或 它 的 菏 个 子 集 ), 而 .多 解释 为 F 中 所 有 到 时 刻 t (包括 该 时 刻 ) 观测 到 的 事 
件 的 全 体 . / 
“随机 过 程 一 般 理 论 ” 深 刻 的 结果 告诉 我 们 , 如 果 认 为 o 一 代数 流 Е = (.2,) ьо 
满足 那个 被 称 作 “通常 化 ” RIF, 即 是 右 连续 (2, = Prr, 其 中 .多 + = N Fs, 对 所 
AY t > 0) Al o— 代数 多 被 所 有 P-0 测度 集 所 完全 化 , 同时 每 个 o- 代数 F, 也 
包含 着 多 中 P-0 测度 集 , ЖА, 所 有 一 切 “ 进 行 顺利 ”, 且 理 论 本 身 具 有 非常 和 谐 的 
形式 . 


ENX т. Ry хо 中 的 子 集 A 称 作 循序 可 测 的 (或 简称 为 循序 的 (progressive)), 
URW X = 1, ( 即 Xi(w) = 14(t,w),t > 0,w Е 2) 循序 可 测 的 . 
全 体 循 序 (可 测 ) 的 集合 4 全 体 组 成 一 个 o- 代数 , 用 Prog 表示 . 显然 
Prog С A(R) 8 Fa, 


这 里 Я = 以 Fe 每 个 循序 可 测 过 程 , 显然 , 适应 的 (adapted) ( 即 与 o- 代数 


流下 相 适 应 的 ), 

1. 试 举例 说 明 , 存在 适应 的 , 但 不 是 循序 可 测 的 过 程 . 

下 面 两 个 c- 代数 (可 选 的 (optional) 和 可 料 的 (predictable) 集合 类 ) 在 随机 分 
析 的 各 种 不 同 问题 中 起 着 重要 的 作用 . 


定义 8， 由 轨道 属于 Skorokhod 空间 0([0, оо)) 且 将 其 看 作 由 R} x Q 到 
(В, 8(В)) BRAY: (t,w) > Xw) 的 适应 的 过 程 X = {X,t > 0}, 所 生成 的 o- 代 
数 (最 小 的 ) 称 作 Ry хо 中 子 集 所 组 成 的 可 选 o 一 代数 , 记 作 0. МЫ o 一 代数 
© 可 测 的 过 程 称 作 可 选 过 程 . 
2. АЛЕ, 可 选 o 一 代数 О 可 以 定义 为 RR. хо 中 子 集 , 它 是 由 形 如 
0, 7]] := {(6, 4): 0 < t < T(w)} 


的 随机 区 间 , 其 中 +(w) 是 停 时 (相对 于 o— 代数 流下 的 ), 所 产生 的 c- 代数 最 小 的 . 


定义 9， 由 轨道 属于 实 连续 函数 空间 С = CR}, R) 的 且 将 其 看 作 是 由 及 ，xQ 
到 (К, 2(6)) 中 映射 的 所 有 适应 的 过 程 X = {Xi,t > 0} 生成 的 o— 代数 (最 小 的 ) 
ПЕК хо 中 子 集 组 成 的 可 料 o- 代数 , WE 多 . 对 o- 代数 多 可 测 的 过 程 称 作 
可 料 过 程 . 关于 可 料 o- 代数 P 可 测 的 过 程 称 作 可 料 过 程 . 


_ 3. 试 证 , 可 料 o- 代数 多 也 可 以 定义 为 由 所 有 轨道 仅 在 (0,co) 上 左 连 续 实 函 
数 的 适应 的 过 程 所 产生 的 c- 代数 (最 小 的 ). 
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两 者 取 其 一 (要 看 在 研究 时 , 究竟 哪个 方便 ) 的 定义 , 参见 , 例如 , [26] 和 [46]. 

4. 验证 , 可 料 o 一 代数 多 是 由 形 如 下 面 之 一 的 子 集 类 所 产生 的 о - 代数 (最 小 
的 ): 

(а) {0} x A, 其 中 Ac 多 0 和 集合 形 如 (t,0) x В, 其 中 Be F,,t>0; 

(b) {0} x А, 其 中 А € Fo 和 随机 区 间 形 如 


0, 7]] = 4,0) :0<#<т(0) т, оо [= {E w) : Tw) << oof, 


这 里 т 是 停 时 ; 
(с) {0} x A, 其 中 АЕ. 和 集合 形 如 (8,1 х В, 其 中 Be F,,5 <t. 
5. 验证 ， tessen 有 下 面 的 包含 关系 : 


P C C Prog С В.) ® Fo. 


回顾 , 根据 定理 4, 所 有 相对 于 co- 代数 流下 = (Fiho 适应 左 连续 的 或 者 连续 
的 过 程 是 循序 可 测 的 . 

6. 设 过 程 X 是 循序 可 测 的 , г BARA. 试 证 随机 变量 X, 是 多 ;一 可 测 的 
(这 个 性 质 刚 刚好 是 说 明 , 引入 循序 可 测 概念 的 定义 合理 性 )， 

т. 试验 证 , 简单 ( 逐 段 右 连 续 ) 函数 f= f(t,w), 形 如 


m—i 


Ex(w) Lesta) ВЕ [0,7], 
k=0 
其 中 , Ё Elw) A Fa 可 测 , O= to <- <. = Т, 且 是 可 选 的 . 
8. 试验 证 , 简单 ( 逐 段 左 连续 , 对 t € (0,T)) 函数 f = f(t,w), 形 如 


f(t,w) — n(w)1 {o} (t) 十 У. Е (WwW) Vet, tear} t), LE (0, Г], 
k=0 


其 中 , Е nw) 是 Fo— WW, т. (ш) 为 2, – 可 测 , 0 = to << tm =T, HE TH 
#4. 

9. 试验 证 , 在 $2 和 53 中 所 述 构造 Ito 积分 , 可 从 在 习题 7 中 所 提 到 的 可 选 简 
单 函 数 类 出 发 (如 果 从 在 习题 8 中 所 提 到 的 可 料 简单 函数 类 出 发 , 它 将 共有 同一 样 
的 Ito 积分 ). 是 否 可 以 确定 , 在 Гл. 中 给 出 的 简单 函数 全 体 在 га 的 闭 包 可 以 导致 
А |] gf L2? 

10. Rr 是 停 时 , 使 得 对 所 有 的 w є 9 有 rw) < Т (Т ÆFA). WE, 
L(f) = (Рот) 其 中 (Sf) := Г. 

11. 试 证 , 如 果 f: [0, со) 一 В Æ Skorokhod 空间 Ро, оо) 中 的 非 随机 函数 , 则 
WE L(f),t > 0 是 Gauss 的 . BOK, 它 的 中 值 和 相关 函数 . 

现在 讨论 Ito 积分 的 一 些 推广 . АРГУНА Л 进行 定义 . 
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定义 10. PRE f 属于 Л BR, WR {: 0, оо) хо > ВНЖ B. 


Р ([ f7(s,w)ds < х) = 1, t>0. (84) 
0 


对 函数 ГЕ J, 构造 积分 LUA 的 思想 是 : 选取 函数 fmn e М 的 序列 , 使 得 对 这 
个 积分 Ll fr) 已 经 建立 了 , HE 


| (f(s,w) — fa(s,w))2ds £40, п оо, (85) 


由 此 可 得 , 序列 ln) ем 是 依 概率 的 基本 序列 ， 因 此 , 存在 随机 变量 , 用 
(Р) 来 表示 , 使 得 当 n со 时 有 lfa) 一 天 (月 和 以 前 一 样 , 极限 (fF) 可 以 写 
成 Jog f(s,w)dW, 或 者 (f -W),. 对 Brown 运动 用 {Bi,t > 0} 表示 时 , 这 时 极限 号 
(Е (f В). 


12. 试 证 , Æ (85) 式 中 所 述 的 序列 {fnn CN} 存在 , 且 证 , 如 果 Ре Л, 则 存在 
过 程 Lf), #2 0, 的 a.s. 连续 修正 . 

注意 ,对 je J, 过 程 天 (六 不 一 定 是 蒜 , 但 它 是 局 部 蒜 ( 即 对 过 程 存在 有 限 停 时 
序列 Tn, 使 得 a.s. Tn Т оо(п 一 оо) 和 对 每 一 个 n,“ 停 时 的 ”过 程 Тр) := 有 Ar (Р), 
其 中 上 > 0 ER). 

13. 对 f € J, 研究 过 程 


t t 
Zt = exp {/ f(s,w)dW, — ; | P(s,u)ds | ‚ t20. (86) 


HUE, dZ, = Ze f(t,w)dW, (和 以 前 一 样 , 所 有 的 微分 关系 式 都 意味 着 是 相应 的 积分 的 
简写 ). 

关于 随机 微分 析 的 详细 内 容 可 参见 书 [26,124,128]. 简明 的 随机 积分 可 以 参见 
[163]. 

对 Wiener WE (Brown 运动 ) 的 随机 积分 可 以 给 出 分 形 Brown 运动 “明显 的 ” 
表示 . 


定义 11. RAT R” 的 随机 过 程 X = {X,t > 0} 称 作 自 相似 的 ( 自 复 制 的 )， 
如 果 对 每 个 a > 0 可 以 找到 那样 的 5 > 0, 使 得 


Law(Xai,t > 0) = Law(bX;z,t > 0). (87) 


换 句 话说 , 对 这 样 的 过 程 , 时 间 标 度 改 变 (t at), 在 对 应 的 相 标 度 的 改变 (x 一 
br) 下 导致 结果 不 变 . 如 果 在 定义 (87) 中 对 任意 的 a > 0, 参数 b= ан, 则 随机 过 程 
X 称 作 具有 哈 尔 斯 特 (Hurst) BAA 的 自 相 似 过 程 . Е D =1/H 称 作 随机 过 程 X 
的 随机 分 形 维 数 . 
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回顾 , 对 0 < H <1, 9% Brown 运动 ВО = {B® (Р), t > 0} 定义 为 中 心 化 
Gauss WH, HB AWK RK 


соу(В(# (в), ВЮ (t)) = 829 449% —|s t”, 3420. 


м Н = 1/2 时 , 过 程 BO/2 = {BC/2)(¢),¢ > 0} Я Brown 运动 . 

14. 试 证 , BO = {BE (t) t 20) 其 中 0< 互 乏 1 是 自 相 似 过 程 (具有 Hurst 指 
aH). 

We BUD 首先 是 Kolmogorov 在 1940 年 研究 的 (参见 [33]), 并 且 它 们 被 称 
{Е Wiener 螺 线 . 3-33 % (“fractional” 或 者 分 数 的 ) Brown 运动 的 术语 是 由 芒 德 布 罗 
(Mandelbrot) 和 范 讷 斯 (Van Ness) 在 1968 年 的 工作 [164] 给 出 的 , 在 那里 还 给 
出 了 下 面 的 定理 . 


定理 10 (Mandelbrot – Van Ness). 40< H <1 ір 0 2% Brown 运 
动 BVO 有 下 面 的 表示 : 


BY) (t) = сн {f (Е — s)# -1/2 — (-s)#-1/? aw, + [е — А, ‚ (88) 


这 里 标准 化 常数 сн 的 选取 , 使 得 ЕВ (1))? = 1 (参见 , 例如 , [86; 第 1 Ж, р.281]), 
而 {W;,s 2 0} 和 ГУУ, s > 0} 是 独立 标准 Weiner 过 程 , НЯ s <0 9 W; = Ws. 


分 形 Brown 运动 (和 离散 时 间 的 情况 一 样 ) 被 利用 在 许多 重要 的 模型 当中 , 特 
别 是 对 描述 金融 指标 的 动力 系统 (参见 [86]). 对 具有 0 < H<1 ВН 研究 
的 复杂 性 在 于 , 除去 H = 1/2 (Brown 运动 ) 和 五 = 1 的 情况 , RENAE ER (B 
不 包含 在 那些 随机 分 析 中 正在 发 展 的 重要 过 程 里 , 参见 [46; 第 4 章 ]). 如 果 在 表示 式 
(88) F, 那里 H 以 取 值 于 (0,1) 的 Holder 函数 Н, ( 即 |H, -Hs| < clt — s|%,a > 0) 
来 代替 , 则 所 得 到 随机 过 程 称 作 多 重 分 形 Brown 运动 

15. iE, 对 过 程 B, Ми» œ 时 有 


Н, := 1 (= 3 BUD (k/n) – В ((Е — 0) /\In(1/n) > Н a.s.. 
k=1 

设 л(0,Т]) 循序 可 测 函 数 空间 у: (0,7) хо В, Xi teo, T], 满足 (84) Ñ. 

借助 于 随机 积分 概念 的 如 下 定理 是 描述 Brown 运动 泛 函 的 构造 的 . 


定理 11 (Ito — 克拉 尔 科 (Crarke)). і (F)ico.r, 是 Brown 运动 W = 
[Wt Ee OT) 的 自然 o 一 代数 流 , Х = Х(и) 是 FY |SAR)- 可 测 随机 变量 .有 
如 下 的 结论 : 
1. 如 果 EX2 < œ, 则 可 以 找到 那样 的 随机 过 程 f = {f(s),s є [0,T]} є 
Ar [N LA, 使 得 有 
Х =ЕХ + J f(s,w)dW, a.s.. (89) 
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2. WREX| < co, MAHA (89) 成 立 , 只 是 对 某 些 过 程 f € л ([0,Т)). 
3. wWRX 是 正 的 随机 变量 (Ер Р(Х > 0) =1 和 EX < оо, 则 可 以 找到 过 程 
Е .il0,7] #44 X PRR MBH X = ZTEX, 其 中 Zr 由 (86) 式 所 决定 . 


16. А, 为 什么 在 定理 11 中 所 述 的 变量 X 是 关于 Brown 运动 的 泛 函 , В 
X(w) = 9(W(s,w),0<s<T), HF 9: Ср, Т] – R, g A(C[0,T))|A(R) 

定理 11 不 同 证 明 的 变形 是 由 Ito, Crarke, Doob 给 出 的 , 并 且 引 入 到 许多 书 中 ， 
参见 , 例如 , [46,182]. 

作为 Brown 运动 泛 函 表示 成 随机 积分 的 形式 应 用 例子 , 介绍 极 值 问题 : 在 所 有 
的 有 限 停 时 т (相对 于 Brown 运动 W = {W(t),t © 0,1} 的 自然 o- 代数 流 ) 当中 ， 
找 出 那样 的 有 限 停 时 re, 使 得 可 以 达到 
2 


У, = inf Е 


О<т&<1 


И’, 一 max W, 
0<8<1 


可 以 设想 一 个 模型 : 用 Brown 运动 来 描述 股票 价格 在 单位 时 间 周 期 (例如 一 天 ) А 
的 波动 (自然 明白 , 这 只 不 过 是 个 解释 , 因为 价格 不 可 能 是 负 的 ), 要 求 选择 时 刻 r, 
使 得 卖 掉 已 有 的 股票 最 有 利 (在 均 方 意义 下 ). 注意 , 对 max Ws 给 出 的 是 Wh. 有 
偏 估 计 , 这 是 因为 EW, = 0, 而 Е max W, = V2/7 ( 试 作 为 简单 的 习题 来 解释 ). A 
此 , 可 以 研究 量 








V = Е”, +a — max x Walt. 
aER int o, 1] O<s 


很 容易 验证 ， 
V =V,—2/n. 
设 
| 5, = max W, te [0, 1. 
O<s< 
定理 12 (Grawersen 一 Pechker 一 Shiryayev). 前面 所 引入 问题 的 解 由 下 面 
公式 给 出 : 
т, = inf{t € [0,1] : Sı — ИЛ = Zav 1 — t}, 
APEA 2, 可 以 由 下 面 方程 找 出 : 
A®(z,) — 22.ф(2,) — 3 = 0, 


这 里 Ф 和 9 分 别 是 标准 正 态 随机 变量 的 分 布 函 数 和 密度. 这 时 , 2, = 1.12---, 
V, = 20(z,) — 1 = 0.73... 


在 这 个 结果 的 证 明 过 程 中 , 关键 作用 是 下 面 的 表示 


1 
9х, Ws -b+ | f(s,w)dW,, 
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HP b 是 常数 ( 试 指出 该 常数 ) 和 
f(s,w) = 2{1 — ®((S, – W,)/V1—-t)}, sel0,ll, wea. 


随机 分 析 方法 与 结果 的 三 泛 应 用 是 与 一 些 过 程 的 随机 积分 理论 相 联 系 . 这 些 过 
ЕК Brown 运动 有 更 一 般 的 构造 . 


定义 12， 与 c- RAGE Е = (9.), о 相 适 应 的 随机 过 程 4 = {4,,te Re} Ж 
作 递 增 的 , 如 果 对 几乎 所 有 的 о A Alw) = 0, 其 中 Alw) 是 在 [0, оо) 上 的 不 降 函 
ay, 且 对 每 个 te 了 Ж ЕА, < оо. 


定义 13， 称 作 实 随机 过 程 Y = {Y,,t'> 0} RT KA RE (Dirichlet) 类 (D), 如 
果 随 机 变量 族 (Ү,,т є 5} 一 致 可 积 , 其 中 5 表示 所 有 有 界 停 时 (相对 于 о 代数 族 
Е) 全 体 . 


有 如 下 的 基本 结果 (参见 [26; 第 1 卷 , p.68]; 与 第 四 章 定 理 1 比较 ). 


定理 13 (Doob 一 Meyer 2). (D) KAM FIR X = (Х,,9,), 5, HAA cad- 
lag 形式 的 轨道 , 则 存在 且 唯 一 (精确 到 随机 无 区 别 ) 形 如 下 面 的 分 解 : 


А: = Xo + А; + Mai, 


其 中 А = (At, Я) 是 递增 的 可 料 可 积 的 过 程 (EAD, 其 中 Aco = lim Ay), 而 
М = (Mi, Yijizo A- KTA R. 


为 了 简单 , 研究 在 滤 化 的 概率 空间 (0, F, (Fiho P 上 连续 均 方 可 积 款 M = 
(Mi)tz0; В. Mo = 0. PIAA REAR MS 表示 . 假使 c- 代数 族 Е = (Я, 
满足 通常 化 条 件 . 

我 们 来 拟定 按 过 程 M = (Mi, Fijizo E MS 构造 积分 的 纲要 . 设 (М) = ((М),) ьо 
BBS FRR M2,t > 0, Doob — Meyer 分 解 的 递增 可 料 过 程 , HRA E(M)。 < оо 

正如 对 Brown 运动 的 情况 , 积分 


Ip(X) = } X,(w)dM,(w), (90) 


一 般 地 说 ， 不 能 按 轨道 如 同 Lebesgue — Stieltjes 积分 那样 进行 (只 是 对 平凡 情况 М; = 
0,t > 0 时 可 以 ). | 

Whe X = {X,t > 0,w € Q} 称 作 简单 的 ， 如 果 存 在 严格 递增 数列 {tn} 5 
to 一 0 和 lim 如 = œ, 同时 还 有 实 随机 变量 序列 { 户 (w)}ese_, 和 某 个 常数 0 < с < оо, 
对 其 有 sup |, (о се ЖЕ шея, Н fn Е, BR) 和 


Хх, (ш) — fol% w)lto} (2) + угле wli tapı] (É ), О<#< оо. (91) 
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简单 过 程 类 全 体 用 .多 来 表示 , 对 Xe LH K 
m—1 
ВХ) — У. (Ма, аз ~ Mz, ) + ГСМ, _ М,,), 对 tn S t< Ш. (92) 
k=0 


然后 再 证 明定 义 (92) 式 可 以 从 A 延 拓 到 更 广 的 过 程 类 (重新 利用 简单 过 程 的 必要 
Git). 有 趣 的 是 , 这 类 过 程 是 依赖 于 函数 (М), 对 几乎 所 有 的 w 相对 于 Lebesgue 测 
度 是 否 绝对 连续 . 这 种 详细 的 构造 和 进一步 的 推广 可 以 参见 书 [48, 182]. 
17. 借助 于 Ito 公式 试 证 , 对 确定 性 函数 f = f(t) e C1 成 立 “分 部 积分 ”公式 : 
f(s)dws = FOW- | Роду, (93) 
| (0,2] 


(0,2 
试 构 舍 使 得 公式 (93) 不 成 立 的 随机 函数 f = f(t,w) НИЯ. 
例 2， 研 究 群 体 增长 的 随机 干扰 方程 
一 一 = 7X, r= ie BL. (94) 


确切 地 说 , 研究 形式 如 下 的 具有 初始 条 件 Xo(Xo є F|A(R) МЕХ? < оо) 的 随机 微 
分 方程 
dX; = rXdt + oX.dWs, (95) 


其 中 常数 ec > 0, г В. 
| 由 Ito 公式 直接 可 得 , 过 程 


X = Xo ero" /2)tt+oW, (96) 
是 方程 (95) 的 强 解 . 因为 Хо ШИ = {Wi,t > 0}, 则 
ЕХ, = EXo exp{rt}. (97) 


换 句 话说 , 当 EXo £0 时 , 平均 增长 (减少 , WE r < 0) EX, 将 是 与 确定 性 模型 (94) 
т. 0 


“在 金融 数学 中 , 方程 (05) 起 着 巨大 的 作用 ， 它 的 解 (96) 式 经 常 被 称 作 “ 几 何 
Brown 运动 ”. 局 部 的 偏 流 7 — 02/2 描述 过 程 X 平均 值 的 变化 速度 , 扩散 o? EE 
融 读 物 中 经 常 称 作 波动 性 {Volatilities). 这 首先 由 萨 雇 尔 森 (Samuelson) 意 识 到 , Л, 
Я] Brown 运动 对 描述 价格 演化 的 重要 意义 , 对 它 使 用 了 “经 济 的 Brown 运动 ”术语 . 
在 第 八 章 所 述 的 定义 和 结果 , 有 价值 但 略 复杂 一 些 , 目 然 是 对 多 维 的 情况 . 这 样 ， 
方程 (59) 可 以 理解 为 方程 组 , 其 中 X = (x... xX”), b 是 向 量 ,o 是 矩阵 , 确切 

地 说 ， 
b(-,-): [0,7] x R” > В", o(.,.) :1[0,TI x В" — "х", (98) 
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W = {Wi,t > 0} Ж т ЖЕ Brown 运动 (相对 于 o 一 代数 流 (9,),>0). 同样 认为 
bD (+, Хуа 


b(t, Х,)а = : E 
D(t, X,)dt } 
(99) 
XA 5 Tmt, X) \ / aw 
a(t, Ki)dWi = 
Oni(t Xe) ©- Onm(t,X1)/ ла 


对 向 量 函数 的 积分 定义 为 由 对 每 个 坐标 的 积分 组 成 的 向 量 , 而 fogals, Xs)dW。 表 
示 向 量 函 数 , 该 向 量 的 第 i 个 坐标 有 


Oi $, Х, dw). 
>]. к(3, Xs) 
循序 可 测 的 定义 显然 也 可 以 移 到 多 维 的 情况 . 定理 13 同样 有 效 , 如 果 在 条 件 
(61) 和 (62) 中 b 的 模 理 解 为 在 в” 中 的 范 数 , 而 о 的 模 理解 为 矩阵 的 范 数 , 例如 , ЗЛ 
为 是 lo = эрэ о). 
4—1 k=1 
在 研究 随机 微分 方程 组 的 时 候 , Ito 公式 的 多 维 变 式 起 着 非常 重要 的 作用 , 即 描 
是 Ito 向 量 过 程 . 换 句 话说 , X 有 如 下 随机 微分 形式 .: 
dX, = f(t,w)dW + g(t,w)dt, ФЕ [0, оо), (100) 


这 里 f 和 9 相应 矩阵 的 和 向 量 的 循序 可 测 的 函数 了 二 (二 1 一 
L, e ‚ т); g — (gi(t,w),- n „In(t;w)), Wi — (wi, mc wi”). 也 就 是 说 ， 议 


аху? = 》 所 人 jd + gj(t,w)dt, i=1,---,n, (101) 
k=1 


这 里 对 任意 的 上 > 0 和 所 有 的 i=1,…,n 和 k=1,:…,m 


(Ss, tw 8 оо | = ikl, W 2ds оо р = 1. 
(Де аз < ) 1, (лы )\"ds < 1 (102} 


EH 14. ДЖ Н: 0, оо) x В" >R #44 НЕС"? 即 存在 连续 导数 OH/Ot 
和 8° H/Ox,0x;,i,j =1,--- ‚т. 这 时 , Ч У, = H(t, Х,), 其 中 Ito MH Х, 是 根据 
(100) >, (102) 式 所 定义 的 , 有 如 下 形式 的 随机 微分 公式. 





OH — OH оу Ts H O l) 
__ т 22 ш 2 
аҮ, = S(t, Xe) dt + 2, a, (t, Xe)dXe” + 5 2. 2, Br OT (t, Xs)dXe dX”, 
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这 里 , dX 和 dx” 形 如 在 (101) 式 ,“ 连 乘法 则 ” 
dW . dW = 6,;dt; dt- dt = dW -dt = dt. ай = 0. 

Ito 公式 的 证 明 , 参见 , 例如 , [26]， 关 于 这 个 公式 各 式 各 样 的 推广 , BM, 例如 ， 
[11,146]. 在 这 里 只 是 引 一 个 方面 的 推广 结果 . 

设 У’ 是 标准 一 维 Brown 运动 W = {W,,t > 0}. ИЖЕ = F(x) 是 绝对 连续 
的 , BR 

F(z) = Е(0) + | Ли, 

FF ARAN f = уе L2,.(R), 即 对 任意 的 c>0 有 


J f? (y)dy < оо. 
lyl<e 
定义 [f(W), W) 是 过 程 f(W) AW 的 均 方 协 方 差 过 程 如 下 式 : 
РИИ), W]e = P- im 21071 one) ~ FW) 
x (Wn) We ), t20. 
tim tH1)A Crm JA 


XE P- lim 表示 依 概率 的 极限 , 而 UO m EN} 对 每 个 ne N 是 确定 性 时 间 的 基 
% (Riemann) 序列 , ВП ti <t™(m+1) i men 和 每 个 neN, 当 mm 一 oo 时 有 
И оо 除 此 之 外 , 对 任意 的 ;> 0 有 


sup(t(™(m+1)At—t™(m) At) 30, Мио. 
m 


特别 强调 的 是 , 因为 过 程 (W) 一 般 地 说 , PEER, 给 出 的 [f(W), Wh 是 依 概率 存 
在 的 极限 , 这 不 是 显然 的 . 工作 [129] 的 其 中 之 一 结果 正 是 证 明 这 个 极限 的 存在 性 . 


定理 15 (Protter 一 Follmer — Shiryayev; [129]). Жах ТЖ F = 
F(z) 的 假设 下 , 有 公式 


F(W,) = 9+ [я f(W,)dW, +5 М), We. (103) 
18. WER f e C?, И, 
[f(W), И” |+ = ] f'(W,)ds, +2 0. 


进而 , 公式 (103) 转化 为 Ito АЗ. 
19. 设 f(x) = |x|. 试 证 , [f(W), И), = 27(0), 其 中 Li(0) 是 Brown 运动 在 0 点 
的 局 部 时 (Levy), 其 定义 如 下 : 


1 
Li = =. im = f Lyiw,|<e}@s- (104) 
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这 样 , 在 这 时 , 公式 (103) 转化 为 对 Brown 运动 的 田中 (Tannaka) AR. 
推广 Ito 积分 到 多 变量 函数 可 以 参见 小 册子 [163]. 这 里 只 是 介绍 一 个 这 方面 的 
结果 . | 


定理 16 (Ito). 对 所 有 的 t>0 和 neN 成 立 下 面 的 公式 


tn/2 W 
[| dW,,---dW.,, = — Hn (=) , (105) 
OLSI L Lsn St n: vt 


这 里 Н, 是 n 阶 埃 尔 米 特 (Hermite) #25, 81 
Ay (x) = ел (е7) n=0,1,--- 
转向 时 齐 扩散 , 即 研究 下 面 方程 的 解 
dX; 一 b(Xi)dt + o(X dW, t 2 5, Xs =ZXE К”, (106) 


这 里 , Wi 是 т BE Wiener 过 程 , BAO: В" — R” Мо: R” > Вх" 满足 定理 8 的 
条 件 , 此 时 这 些 条 件 可 转化 为 一 个 条 件 : 存在 工 > 0, 使 得 


(=) — Щи) + [© (=) — o(y)| < Lle -yl х,у" (107) 
(对 向 量 , | .| 意味 着 欧 氏 范 数 , 1002 = У > 02), 由 此 可 得 , 对 某 个 c> 0 有 
4 一 =] 
(=)? + |6 (2)? < ell + |e), хє". (108) 


用 Xs* 表示 对 上 > s 时 方程 (106) 的 唯一 强 解 . 

20. 试 证 , 对 每 个 zx е В” 如 前 面 所 定义 的 过 程 XP, Е > s, BN SAME. 

21. 试 证 , 满足 定理 8 的 条 件 下 , 强 解 的 唯一 性 (在 [0,T] Е) 将 可 以 在 更 广 的 一 
类 过 程 中 , 其 对 t e [0,Т] 存在 EX2. 

22. 试验 证 , 如 果 满 足 定理 8 的 条 件 只 是 在 半 开 区 间 [0,T), 则 它 的 结论 同样 在 
这 区 间 上 成 立 , 仅仅 是 过 程 X 类 , 对 它们 函数 EX? 有 界 是 在 每 个 包含 在 [0,T) 的 区 
18] Б. 

23. 借助 于 Ito АХ, 试 证 , (一 维 ) 下 面 方程 的 解 





ах; = art dt+dw,, є |0, Т), Xo =a, (109) 


是 过 程 ayy 
X,=a(1-1/T)+6e/T+(0-#) | т. 
24. (习题 23 的 继续 ). 试 证 , МЕ T- 时 , AX, — В а.з.. 这 样 , 方程 (109) 的 
解 乃 是 在 区 闻 [0,T| 上 的 Brown 桥 , 且 具 有 固定 的 端点 Xo = a 和 Xr = В. 标准 的 
Brown #24 T=1Aa=6=0. 





(110) 





282 随机 过 程 论 


在 随机 微分 方程 的 解 的 存在 唯一 性 定理 不 同形 式 的 推广 中 , 需要 指出 的 是 兹 沃 
科 (Zwonkin) 出 乎 意料 的 结果 (参见 , 例如 , [86; р.322]), 证 明了 对 下 面 的 随机 微分 
方程 存在 强 解 
dX, = b(t, Х,)а + dW, (111) 
只 需要 b(t, r) 对 变量 (t,x) 的 可 测 性 和 一 致 有 界 性 . 
25. 试 证 , 随机 微分 方程 
dX, = (Хуа + dW (112) 
当 具 有 “不 好 的 ”系数 o(X) = sgnz 时 , 它 有 唯一 的 强 解 . 
定义 14， 有 共有 初始 条 件 u 其 是 给 定 在 ZR) 上 的 测度 ， 随 机 微分 方程 (59) 
在 区 间 [0,7] Е 548, 如 果 可 以 找到 一 个 滤 化 的 概率 空间 (О, F, (Feher P) 和 
Brown 运动 W 一 (Wi, Fz )te[0,7) М a.S. 连续 随机 过 程 X = (Хот 使 得 
Law( Хо) = 上 和 对 每 个 上 > 0 а.з. КЖ Р 满足 等 式 (60). 
BR, 可 以 研究 形 如 区 闻 ju, 0], KB 0 <u <u < оо R [u,v] MO<u<v< о 
代替 区 间 [0, Т]. 
需要 强调 的 是 , 强 解 是 研究 在 给 定 的 滤 化 的 概率 空间 及 其 上 的 Brown 运动 的 ， 
与 强 解 不 同 , 在 界 解 的 定义 中 , 那样 的 对 象 (概率 空间 和 Brown 运动 ) 不 是 固定 的 ， 
只 是 要 求 能 够 找到 它们 . 显然 强 解 是 弱 解 . 
定义 15. 方程 (59) ( 强 或 者 弱 ) 解 的 弱 唯 一 性 意味 着 , 任意 两 个 解 CORRA I) 
具有 相同 的 初始 条 件 , 则 分 布 相 重 合 , 即 有 限 维 分 布 是 一 样 的 . 
26. 试 证 , 方程 
dX, = o( X dW, tE О, TI, Xo = Q, (113) 
这 里 o(x) = звог, 至 少 有 两 个 解 (但 是 “ 弱 ” 的 ). 除 此 之 外 , 在 某 个 概率 空间 上 , 这 
个 方程 可 以 完全 没有 “ 强 ” 解 . 
为 了 证 明 最 后 的 结果 , 应 该 验证 , 过 程 
В, = [ o(W,)dW,, t € [0,1], o(x) = sgnz, 
0 


是 在 区 间 [0,1] 上 的 Brown 运动 . 下 面 的 结果 (参见 , 例如 , [83]) 保证 了 这 个 绪论 . 
定理 17 (Levy), & В = (В, Ямы 是 在 某 个 滤 化 的 概率 空间 (9,9, 
(2,),>о, Р) 上 as. ARE Р) 连续 的 均 方 可 积 款 ， 设 (B? — t, Fihz0 同样 是 蒜 ， 


BP 
E(B? – В2|.#,) =+- 5, 0<sKt. (114) 


这 时 , В = {Bi,t >0} 是 标准 Brown 运动 . 





第 八 章 ”随机 积分 . 随机 微分 方程 - 283 - 


«Yeast, Bie (Barlow) [92] 证 明了 方程 (113) 可 以 没有 强 解 , EEF o = cl(z) > 
0 是 有 界 连 续 函 数 的 时 候 . 

27. 设 满 足 定理 8 的 条 件 . 试 证 , 方程 (59) 的 解 ( 强 或 者 弱 ) ESSE HY. 

习题 26 说 明了 , 可 能 存在 弱 解 , 但 不 是 强 解 . 因此 ,上 自然 希望 期 待 看 在 对 方程 
(59) 的 系数 较 少 限制 性 条 件 下 能 存在 弱 解 . 

在 这 方面 的 最 初 结果 之 一 (参见 , [86; 第 1 卷 , p.325]) 可 叙述 如 下 . 研究 随机 微 
分 方程 

AX, = b(Xi)dt + o(X)dW; (115) 


具有 初始 分 布 u= Law(Xo), 使 得 对 某 个 Y>2 有 
J |z| (dx) = E| Хој” < ё. 


BAR b= bl) То =o(x) EA RAR BHK, 则 方程 (115) 有 弱 解 . 

Жз. 如果 对 方程 (115) 的 系数 c(z) 有 界 非 退化 函数 , MAM b(z) 只 是 要 求 
有 界 可 测 性 , 则 方程 依然 存在 唯一 ( 依 分 布 ) 的 弱 解 . 关于 弱 解 所 得 到 的 结果 同样 可 
以 推广 到 多 维 的 情况 以 及 系数 依赖 于 过 去 的 情况 等 等 (参见 , 例如 , [86; 第 1 卷 , 第 
III 章 ]). 

在 随机 微分 方程 的 理论 中 (特别 是 , 对 构造 弱 解 ) 起 看 重要 作用 的 是 吉尔 萨 语 夫 
(Girsanov) EH, 它 是 关于 测度 的 绝对 连续 变换 的 . 为 了 客 述 它 , 需要 引入 一 些 必 
要 的 符号 . | 

设 (Q, F, (.2,):о, P) 是 某 个 滤 化 的 概率 空间 , W = (Ио 是 m AE Brown 
运动 W = (W1, И"). b= (bi, Arico, HH b = (bt, 6") ATA m 
维 随机 过 程 , 使 得 

| ?ds < о) =1 ве (0,7) (116) 
Р ( f iele ,te (0,7) 
这 里 |6. |2 = (61)? +... + (0) AT < оо. 
构造 过 程 Z = (Ze, сот, MRK 


t t 
Zı = exp {/ (b,,dW,) 一 ; | 124 ， (117) 
0 0 


这 里 (b,,dW,) := У) БАМ. 
k=1 


5132 9 (参见 , 例如 , (86; 第 2 3, р.326]). 如果 满足 诺 维 可 夫 (Novikov) 条 


t 
Eexp {5 | Ра) < ©, (118) 
0 
Д) EZp = 1 和 在 (117) А ЛИЗ Z = (Z, Яро RT ТЯХ. 


Ж: 
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由 于 Z (Р-а.з.) 正 性 和 条 件 在 (0, Fr) Е E27 = 1 可 以 给 出 概率 测度 Qr, 设 
От(А) = Е(142т), Ae Fp. (119) 
定理 18 (Girsanov)， 对 前 面 所 引入 的 过 程 WV feb, 定义 
В, = №; – [ 6.43, t € [0,7]. 


这 时 , В = нер т) FEAR PEN HE (Q, Fr, (Feher Әт) 上 的 m # 
Brown 运动 . 


这 个 定理 , 正如 已 经 指出 的 , 给 出 了 下 面 的 随机 微分 方程 构造 弱 解 的 可 能 性 : 
dX, = b(X,)dt +dW,, t€ [0,7], _ (120) 


甚至 于 对 更 一 般 的 方程 (参见 ， 例如 ， [86; 第 VII Æ, 836]; [148; 第 5 章 ]). 
与 Ito 积分 一 系列 有 关 的 回 题 中 ， 应 该 注意 “对 称 的 ” 斯 特 拉 托 诺 维 奇 
(Stratonovich) (或 菲 斯 克 (Fiske) - Stratonovich) 积分 : 


] f(s,w) odW,(w), (121) 


这 里 W = {W,,s > 0} 是 Brown 运动 , 而 函数 f 属于 某 个 类 . 为 了 了 解 事情 的 实质 ， 
比如 对 某 个 类 函数 у, 积分 (121) 构造 借助 于 形 如 下 面 的 积分 和 


N-1 
f ti, w Wizi T Wai), 


еә 
| 
心 


这 里 ,0 = 如 < < ty =t A E = (titti 一 0,».,N 一 1. 将 随机 微分 方 
程 看 作 借助 积分 (121) 的 积分 方程 是 有 利 的 , 其 解释 的 理由 , 可 参见 [169]. 特别 的 ， 
对 Stratonovich 积分 ， ЖЕН, FE Ito 公式 不 会 出 现 二 阶 的 附加 项 . 这 样 
对 在 流 形 上 随机 微分 方程 的 研究 非常 有 利 (参见 [128]). 同时 在 研究 随机 方程 


t 7 
X; = Xo + ] (3, X,)ds + ] ols, Xs) сай’, (122) 
0 0 


时 对 系数 要 求 比 在 研究 形 如 (60) 式 的 方程 时 更 多 的 限制 . 如 果 函 数 cltz) 对 x 可 
微 , 则 方程 (122) 等 价 于 下 面 的 Ito 方程 : 


t t t 
Xt = Xo + ] b(s, X,)ds + 5 | 0, (8, Xs)o(s, Х,) 48 + ] a(s,X,)dW,. (123) 
. 0 0 0 


特别 的 , 如 果 cls,z) 不 依赖 于 x, 则 与 方程 (60) 两 种 解释 相 重 合 . 
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同时 强调 的 是 Ito 积分 是 蒜 (例如 ， 在 定理 2 的 条 件 下 ), 而 Stratonovich FRA BE 
不 具有 这 个 性 质 . 

为 今后 学 习 随机 微分 方程 理论 的 不 同方 面 可 以 关注 [11,130,154]. 在 [196] 中 研 
究 了 随机 偏 微 分 方程 . 例如 , 在 [88 PRAT BPH к. 

本 节 的 最 后 部 分 介绍 一 些 问 题 , 它 涉及 在 随机 过 程 及 其 应 用 的 一 般 理 论 的 框 染 
内 的 一 个 独立 研究 方 问 . 

一 个 非常 重要 的 方向 是 滤波 理论 . 假设 , 在 有 用 的 信号 上 附加 了 “噪声 ”, 而 且 需 
要 从 受 干 扰 的 观测 中 分 离 (过 滤 ) 出 这 个 信号 . 这 种 描述 简单 的 现象 , 它 的 形式 化 却 
不 简单 . 我 们 关注 到 了 模型 , 它 构造 了 出 非常 漂亮 的 理论 . 

设 我 们 所 关心 的 ” 维 随机 过 程 X,t с (0, T 的 有 用 又 “隐蔽 ”的 信和 号 是 由 具有 
初 值 条 件 Xo = Z 的 随机 微分 方程 (组 ) (59) 来 描述 , НЯ “ИМЕ а 维 随机 过 
程 Y, te (0,7), 它 是 由 下 面 随机 微分 方程 给 出 : 

dY; = c(t, Х,)4 + y(t, Х.)В,, (124) 
XE, c: RH Ва, у: ВИНТ 一 R, 认为 所 有 的 研究 的 过 程 是 定义 在 某 个 概率 
25 la] (0, F,P) Е, H р 维 Brown 运动 В = {Bi,t > 0} 不 依赖 在 (59) 式 中 的 m 2 
Brown 运动 ( 即 相 互 独立 ) W = {Wi,t 2 0}. 

一 个 重要 的 问题 是 : 根据 观测 {Уве [0,t]} 给 出 对 te [0,7] 量 Xi ВИРУ. 设 
Ж = ofY,,s є 10,1}, 将 寻找 最 佳 估计 Xi є HAZAR), 使 得 


E|X, — Хи? = inf{E|X, - U|? : U € L?(Q, %, P)}. (125) 


很 容易 看 出 , Х, = Е(Х, 0). ЛИБРА ВВЕР ER AA Е ВУ Е (ж 
对 向 量 的 每 个 坐标 说 的 ), 同时 要 满足 所 用 的 随机 方程 解 存在 的 条 件 . 

下 面 对 线 性 方程 组 的 经 典 结 果 (参见 , 例如 , [169]) 是 最 早 一 批 结果 之 一 , 它们 给 
出 了 实际 当中 可 以 实现 的 方便 公式 , 其 用 来 描述 最 佳 滤波 器 的 动力 学 . 


定理 19 (卡尔 受 (Kalman) — 布 西 (Bucy) Е). 设 
dX, = F(t)X,dt + C(t)dW,, F(t) E R™™", Cit) eR”, 
dY, = G(t)X,dt + D(t)dB,, С() є 9х", D(t) єв. 


假设 矩阵 DODO 对 所 有 的 t 是 可 逆 的 ， 在 每 一 个 + RAKARE EER 
(D(t)D(t)*)~! 的 范 数 有 限 . 这 时 , 问题 (125) 的 解 X = {Xat € DT} 满足 下 面 
的 随机 微分 方程 : 


dX = (F — SG*(DD*)~!G)X;idt + SG*(DD*) "dY, (126) 
具有 初始 条 件 Xo = ЕХо, 而 矩阵 函数 


S(t) = E(X; — Х,)(Х, — Xy є ВХ" 
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满足 矩阵 形式 的 里 卡带 (Riccati) 微分 方程 


= FS + SF* — SG*(DD*) GS + СС", 


S(0) = Е( Хо — Е Хо) (Хо 一 Е Хо)“. (127) 
例 3. 应 用 定理 19 到 下 面 特 殊 情 况 的 标量 过 程 , KX. 设 


dX, = 0, BY Х, = Xo, EXo = 0, ЕХ2 = v, 
dy; = Xdt 十 mdb,, Yo = = 0. 


Riccati 方程 (127) 对 S(t) = E(X; 一 Х,)2, 转化 为 


45 1 5 
由 此 可 得 , 
МТ, 
t) = 之 
SU) т2 + ut’ 20 
对 X ={Х,}, E (126) 式 找到 
dX, = Хай + tM Xo =ЕХ = 0. 





因此 , 对 扩散 过 程 利 用 Ito st 得 出 
(ерд ] тт) = ехр {/ 00, 


У, #2 0. 


从 而 有 
x. 二 
an 7. + ut 


关于 滤波 理论 可 以 参见 [160]. 作为 在 这 方面 的 引 论 建议 读 [169; 第 ТУ 29). 


我 们 还 要 指出 一 个 重要 的 情况 , 它 是 最 近 十 几 年 来 最 引 人 注 意 的 ,如 果 在 前 面 
”的 过 滤 干 扰 (“噪声 ”) 的 问题 , 把 它 看 作 是 需要 躲避 的 障碍 物 . 那么 有 些 问题 (相对 于 
非 线 性 系统 的 分 析 ) 干扰 却 起 着 好 作用 . 事情 是 这 样 的 , 某 些 系统 在 一 定 的 随机 干扰 
的 影响 下 可 以 表现 出 稳定 性 行为 的 特征 . 

ERILE, 随机 金融 数学 问题 引起 了 巨大 的 注意 . 

在 这 里 , 对 连续 时 间 的 模型 , 代替 差分 方程 产生 了 随机 微分 方程 . 这 时 , 花费 很 
多 技术 的 复杂 , 得 到 与 离散 时 间 类 似 的 已 知 结果 . 我 们 不 重 述 “ 离 散 时 间 的 ”定义 ， 
它 在 第 四 章 的 补充 中 给 出 了 , 在 连续 时 间 的 情况 (参见 [86])， 值 得 注意 , 在 布莱克 
(Black) — #1 (Merton) — FRA (Scholes) 模 型 的 框架 内 的 研究 具有 非常 高 的 
知名 度 , 它 是 用 来 描述 价格 演化 的 几何 Brown 运动 的 . Scholes 和 Merton 的 工作 在 
1997 年 获得 了 诺 贝 尔 (Nobel) 经 济 学 奖 (而 Black 已 逝世 , 没有 被 授予 Nobel №). 
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这 样 , WRB, S)— 市 场 被 下 面 的 随机 微分 方程 所 拍 述 : 
dB, =rB,dt, dS; = S,(udt + cdW,), (128) 


这 里 , В = (Bi)i>0 ERITH AP (bank account), 而 5 = (Stezo 是 股票 价格 (secu- 
rities price), 则 有 下 面 著名 的 结果 . 

定理 20 (Black — Scholes АЖ). 在 模型 (128) Pi тис RHR, 具有 未 定 
MÄA fr = (ST 一 KK)+ 标准 的 买 入 期 权 (Call Option) 欧 色 期 权 的 定价 是 由 下 面 
В: | 

С(Т) = S)®(yx) - Ke" ®(y_), (129) 

这 里 | 
_ log(So/K) + T(r + с? /2) 
= 
而 Ф 是 标准 正 态 随机 变量 的 分 布 函 数 ， 特别 的 , 当 35o =К №г=0 时 有 


C(T) = So L (7) ~ Ф (-3 | 


%T 一 0 时 , С(Т) ~ Kosy TOT). 


有 不 同方 法 证 明 这 个 定理 (参见 , 例如 [86]). 注意 , 与 借助 于 Girsanov Е ATR 
方法 , 还 有 Black 和 Scholes 所 用 的 方法 , 它 是 在 一 定 的 条 件 下 对 大 期 保值 所 得 出 的 


Y+ 


$ 





Y(t, T) = Cyr) = {х > 0: In 8 Х; = 2, Ат = fr, P-a.s.} 
这 样 称 作 基本 方程 


a °° as 2° ° 95° 
具有 边界 条 件 Y(T,S) = (5 – К)+. RN, Е Con =C(T) (参见 (129)). 
关于 对 随机 金融 数学 问题 的 全 面 了 解 , 可 从 [86, 147, 155] PERI. 


附录 1 
柯 尔 莫 戈 洛 夫 定理 的 证 明 





定理 的 证 明 分 几 步 
А. 由 给 定 的 测度 Pae ЗЕ Qj, 其 中 指标 集 J = {t-te}, 设 


Q(BJ) — Pein th (Bu, n ‚В, ), (1) 


其 中 ЧР” 
By = {у є Sz: y(tk) E Bask = 1,- n} H. Bz, Е BA, k = 1,... ‚1. (2) 


由 于 条 件 1° (第 一 章 811) 该 定义 是 具体 的 , ШАХ (1) 的 左 半 部 分 是 不 依赖 集合 
J 中 反 的 指标 次 序 (只 要 牢记 对 每 一 点 tek = 1,.… п 所 对 应 的 集合 B). WE 
Caratheodory 定理 , 由 “矩形 ”所 生成 的 半 环 上 的 测度 Q, 可 唯一 扩张 到 由 这 个 半 
环 所 生成 的 o— 代数 上 , 即 在 By Е. 这 时 , 根据 条 件 1? 和 2° (第 一 章 811) 测度 
Ол, 这 里 J e F(T) 满足 相 容 性 条 件 (L 44). 

这 样 , 可 以 认为 在 空间 (5, BI) 上 存在 一 族 相 容 的 测度 QJ © F(T). 证 明 在 
(Sr, Br) 上 存在 唯一 的 测度 Q, 它 具 有 给 定 的 投影 QJ < F(T)， 显 而 易 见 , 这 只 
个 过 是 柯 尔 黄 成 洛 夫 (Kolmogorov) 定理 一 种 以 测度 语言 表述 的 等 价 形式 . 事实 上 . 
如 果 上 述 结论 成 立 , 则 根据 第 一 章 引 理 8, 在 概率 空间 (Sr, Br, Q) 上 利用 坐标 方法 
建立 了 随机 函数 X = {X(t),t € T} (JL (1.42)), 对 它 来 说 , Px = Q， 这 时 , 对 每 个 
Je F(T) 有 Qj= Отт} = = Pany y. 所 以 对 任何 上 述 的 “矩形 ”By7, 我 们 有 


Ч (Вл) = Pxapy(Bys) = = Р(Х є Тр 1(В))) = (Aux E Bi, ) ， 
k=1 


因此 , 根据 (1) 式 和 第 一 章 引 理 2, 得 到 X 有 有 限 维 分 布 P,, ... ，. 
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В. 对 A 中 构造 测度 Q 的 问题 用 更 清晰 的 语言 是 给 定 在 o- TRAER 
张 到 包含 它 的 一 个 о 代数 上 . 为 此 , 将 o- 代数 By 上 的 测度 Qu EME o— К 
数 Bry C Zr Е, ХВ U e F(T) 定义 


Qu (Cu) = Qu (Cv), 


其 中 Cy 和 Cr AF (1.36) 的 关系 形式 . 显而易见 , 这 时 测度 Qu, U є F(T) 的 相 容 
性 条 件 等 价 于 对 在 o- 代数 Bry 上 测度 Qu 压缩 到 o 一 代数 Bry 上 与 测度 ду 
相 重 合 , HPV CU. 

此 外 , 还 有 Kolmogorov 定理 以 另 一 种 测度 语言 表述 的 等 价 形式 , 存在 Sr 上 的 
唯一 测度 О, 使 得 在 o- 代数 Sry LA 9 = Qu, 对 每 个 Ue F(T). 从 而 , 在 柱 集 
с- 代数 «г 上 根据 下 式 给 定 了 集 函 数 Q: 


000) = Gu(C)， 其 中 се UEF(T. (3) 


换 名 话说, 设 QT yB) := Qu(B) 对 B € B,U € F(T). 
注意 定义 (3) 是 正确 的 因为 如 果 Ce Bry 和 Ce Bry, KBU,J€ F(T), W 
СЕ Bruus. НТ (1.37) 因此 


Qu (C) = Quus(C) = 9 (С). 


显然 , 公式 (3) ERA CO 上 确定 了 有 限 可 加 集 函 数 , 并 且 对 任意 的 Ue F(T) 有 
Q(Sr) = Qu (Sv) = 1. 

如 果 我 们 证 明了 在 €r 上 Q 的 可 数 可 加 性 , 则 根据 Caratheodory 定理 , WIFE Q 
唯一 地 扩张 到 ofS} 上 的 测度 , 即 在 Zr 上 的 测度 (根据 第 一 章 定 理 6). 

C. 众所周知 , 在 集 代 数 Cr 上 Q 的 可 数 可 加 性 等 价 于 它 的 有 限 可 加 性 及 连续 性 
(E “2 ще). МТ, 只 需 证 明 在 €r 上 Q 的 连续 性 , ВЖ п 一 co,Cn | 2(Сь Є 
г, Си C Cnn Е М, ПС» = = 2), Ш Q(C,) 一 0. 注意 , 要 验证 测度 的 连续 性 是 在 


Gr E, 而 不 是 在 产生 这 个 代数 的 “矩形 ” 半 环 上 . 

KC, є BT, Jn SB Jn Е F(T), WEN. 不 失 -- 般 性 ， AWWA In С neR. 
假设 对 某 个 co > 0 A (Cn) 2 о 对 所 有 足够 大 的 п (因为 CC Cn, 即 对 所 有 的 
n € №. 可 以 证 明 这 个 结果 与 条 件 C, | O(n 一 со) РЕ. 

这 个 结果 的 证 明 还 要 分 为 几 步 . | 

D. 首先 设 51 = [0,1], Z: = 多 (|0,1]) 和 р, = р (КЕЕ) ТН t eT. 验证 只 
是 对 集合 С, = Bn, 这 里 B Sy, ЧЕ, В, = при В», In Є F(T), n €N. 4 
据 第 一 章 引 理 11 有 Bsr, = B(Sz,), 而 根据 公式 (1.39) 距离 ру, 引入 到 Sy, Е. ИЕ 
意 的 Be By 根据 第 一 章 引 理 4, 在 距离 空间 (S7 ,py7, ) 中 可 以 找到 闭 集 Kn CB, 
使 得 

QL (В, \ Kn) < 6027" *, neN. 
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显然 , 空间 Sy, 是 紧 的 . 因此 K 是 在 5), 中 的 紧 集 . 对 每 个 п 根据 最 后 的 不 等 式 
和 (3) 有 


Q(Bn \ Kn) = QTY, (Bn \ Kn)) = 9л, (Bn \ Kn) < 027". 


引入 Ln = N Hi 这 里 Н, = Kii = 1, п, BER Last C Ln, Ln C Hn C Ch, 


就 有 In | 2， 在 连续 映射 下 闭 集 的 原 像 还 是 闭 集 ， 因 此 集合 р, = f) m7) ,K 


(基于 是 柱 集 Ln = пг, р n) TERI Sy, "ж, os ty ges BR em 
Kn = пуу Kn- 考虑 到 Cr СС: 1=1.... ‚п, 于 是 有 


1 一 二 
从 而 ， 50 < Q(Cr) — Q(L n) 十 Q(C n \ L п) < Q(Ln) + 0/2, ВП Q(Ln) 2 80/2, 对 所 有 
n €N. 因此 , Ch = тт, Bn, 其 中 В, 是 5), 中 的 紧 集 , Л, C Intisdn Є F(T), n EN. 
E. $ U= U Jn EZE Sy 上 定义 距离 
n=1 


Ол. рл. (Tn Ут) _ | 
2°” A 
роба, y) -> 1+ py, 1+ ps (Ens Ya) ) 


这 里 Ln = Z| 7 „Уп = У) n E€ N. | | 

回顾 第 一 章 引 理 11 的 证 明 , 可 以 看 出 距离 空间 (Sv, pv) 是 Polish 空间 , 并 且 柱 
集 多 ro- 代数 与 Borel с 代数 B(Sy) HEA. 除 此 之 外 , Sr 是 紧 的 . 

集合 

С 一 = пуу, Bn, ne N, 

在 距离 空间 (Su pv) AE RM IFSC К En 

注意 ， Cn = трі. By, = TTUTU, Ipi Bn = nry nn EN. 因为 Ch C Cm, = п 2 т, 
С C Ch, Мп > т. 除 此 之 外 ,站 (Д cg 


在 完备 空间 中 , 一 个 包含 一 个 的 紧 集 的 交集 是 非 空 的 ,因此 站 C? я а. АМ 


A Cn 4 Ø (wry 将 Sr 映射 到 Sy 上 ), 导致 与 假设 й Cn = 矛盾 . 
Е. 现在 假设 5S; є B(0,1]), 2, = $, :2([0, 1) 对 某 一 个 t €T, 5, Æ [0,1]. 
设 Le = [0,1], ЕТ. X} J € F(T) Æ A(L;), 其 中 工 = [I L E, 引入 测度 


QJ(B) = 90852), B € (1). (5) 
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考虑 到 (1.44), 容易 验证 测度 Qj(y є F(T)) 是 相 容 的 . 利用 这 一 点 和 D 的 结论 , 可 
以 看 出 在 空间 (Lr, Yr) E, 这 里 Zr = Q 9.4 = A((0,1) 存在 测度 Q, If AE 


空间 (L;,@(L7)),J € F(T) 上 具有 投影 д, 

假如 作为 已 知 测度 Q 而 是 在 集合 Sr 上 压缩 的 Q. 既然 T 是 不 可 数 的 , 集 Sr 
不 包含 在 o- 代数 Sp 中 , 而 在 其 上 定义 了 测度 Q, 上 述 就 不 会 有 那样 的 结果 . 因此 ， 
在 概率 空间 (Q, F, P) Е, 这 里 Q = Lr, = Zr, P = Q, REILE X(t,w) = w(t) 
(М, (1.42)), 共有 分 布 PR =P. 

如 果 5, 5 [0,1], MRA a, є 5,5, 2) FE T xh 引入 函数 


X(t,w) Ш X(t,w) E S, 
Atha) = {2 当 X(t,w) ¢ Se 


根据 X = {Хе T} 的 构造 , 它 是 一 个 在 (Q,. 多 ,P) 上 随机 过 程 . 并 且 
X(t,w) € Se 对 所 有 的 te 和 we Q(X(t,.)€ #8, 对 每 一 个 te 了 TT). 
显然 , MRT te T 


{w : Хо) # X(t,w)} = {w : w(t) € [0,1] \ Se} = С. (6) 
由 于 (5) 对 简单 柱 集 С, 有 
Р(С.) = Q(Cx) = Quay ({[0,1] \ Se} Se) = 0. (7) 


如 同 对 (2) 式 中 的 矩形 By, 考虑 (5) AA (6) 式 得 到 


(ое є Bi, 1) = ‚(Пи Elto € вы) 
k=1 
= Pemp')(By) = Вл) = QJ(B3). 


因此 , 9 = Px 是 在 о- 代数 Gr = Q 2, 上 的 已 知 的 测度 ， 
$ЕТ 
G. 为 了 对 任意 的 Borel 空间 (Si, Ziher MM, 我 们 要 解释 一 下 在 证 明 中 应 有 什 


DI 1. Ж (Sie, Ziher 和 (Г,, Aher 是 一 族 可 测 空 间 ， 且 对 每 一 个 tE7 有 
(St, A) ~ (Г+, %). 这 时 (Su, By) ™ (Ty, Hy). 对 任意 的 U C T, 这 里 By 和 By 
是 相应 的 由 5р 和 To 的 子 集 生成 的 柱 с АЖ (“7 APA R = (8) Бр). 


证 ， 设 映射 he: 5, 一 Г, 对 te 是 空间 (5,,:2,) 与 空间 (Ty, A) ВИА. 对 
U ст 引入 映射 hy : Sy 一 Гу, 假设 对 Ly = {z(t),t Е U} E Sy, 


Вито = ус, BP yy = {y(t), t EU}, y(t) = (z(t)) Eer, tEU. 
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这 时 在 Го 中 的 简单 柱 集 的 原 像 是 在 Sr 中 的 简单 柱 集 ， 由 于 第 一 章 推论 1, НИ 
有 hy € Ф|. EA, hy 是 由 Sy 到 Ty ЕҢ 89у. 同时 说 明了 hz” Е 
|280. Ш 


如 果 满 足 引 理 1 的 条 件 , 并 且 在 空间 (Su, By) 上 给 出 相 容 的 测度 Qu(U < 
F(T)), 则 容易 验证 在 空间 (Го, vy) 上 产生 相 容 的 测度 Pr = Зов RAH, 
ЖУСИСТ(О є Е(Т)) 有 Py = Pullg)), 这 里 对 空间 族 (Ti, Aer 的 BB” 
Поу 和 对 空间 (5,, Ziher 的 映射 лоу 共有 相同 的 意义 . 

假设 在 空间 (Гт, dr) 上 已 经 构造 出 对 U € F(T) 具有 在 空间 (Го, du), 上 给 定 
投影 的 测度 Py ЮР. 这 时 易 信 , 在 (Sr, 2r) 上 测度 Q = Ph7( 即 Q = P(A Е 
有 在 (Su, By), U € F(T) 上 的 投影 Qu. 

这 样 , 不 失 一 般 性 可 以 认为 Se 是 区 间 [0,1] 上 的 Borel TR, 且 对 每 一 个 上 < 
T, Be = 5, [1.8 (0, 1), 从 而 导致 也 ,下 的 情况 . | 

这 样 Kolmogorov 定理 完全 证 明了 .， 口 

下 面 的 结果 将 解释 , 为 什么 在 第 一 章 定 义 8 中 考虑 的 是 区 间 [0,1] 上 Borel У 
集 , 而 不 是 区 间 f0,1] AS. 为 此 , 我 们 引入 两 点 集 = {0,1} 并 且 引 入 离散 距离 
v(v(z,y)=0, 4 z =y; v(z,y)=1, 5r £y) 将 其 生成 Polish 空间 . # K = SN ЖА. 
类 似 (4) RPE К 上 引入 的 距离 . 


定理 1 (参见 [15; р.98}). 设 可 测 空 间 (5,2) 与 菜 个 Polish 空间 (市 有 由 其 
Borel 子 集 所 构成 的 o 一 代数 ) 中 的 Borel 子 集 同 构 , 这 时 


(К, B(K)), 如 果 S 是 不 可 数 的 ， 
(S,B) ~ ¢ (N, o (N)), 如 果 S 是 可 数 的 ; 
(UL ‚ |5!) A (1,.-. ISI), se Ж 5 是 有 限 的 ， 


这 里 (М) ARM 的 所 有 子 集 组 成 的 gc- 代数 , | .| 是 有 限 集 元 素 的 个 数 . 


对 Kolmogorov 定理 还 需 作 些 注释 , 对 Polish 空间 组 (Si, Ziher 这 个 定理 的 证 
明 是 建立 在 泛 函 分 析 的 重要 结果 (Stone — Weiestrass, HAY (М. Ricci)— Markov) £, 
可 参见 [101]. 关键 的 思想 在 于 测度 伴随 着 线性 泛 函 , 这 样 给 后 续 工 作 带 来 成 功 . В 
此 之 外 , 利用 第 一 章 定理 6, 允许 指标 是 可 数 子 集 族 О CT 的 相 容 测度 Qu 构造 的 
限制 是 如 下 面 习题 所 示 . 

1. 设 Qu 是 在 空间 (Su, 20) 上 的 测度 , 对 给 定 的 有 限 或 可 数 集 U CT (对 有 限 
7, 测度 Qu 一 开始 给 出 了 ). 设 对 所 有 有 限 或 可 数 VU с Т(У cU cT) 满足 相 容 性 
条 件 (1.43). 根据 第 一 章 定 理 6, 对 每 一 个 В є Sr ИВА Е U =U(B) Е МТ), 
使 得 Be Bry (也 就 是 В = np, Bu 这 里 By € №), 并 且 定 义 函数 Q, 设 


Q(B) = Qu (By). (8) 
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证 明 (8) 具体 地 给 出 了 o- АЖ Sr 上 的 测度 . 

这 一 节 的 最 后 , 回顾 著名 的 Ionescu 定理 (参见 [85; 第 1 48, р.318|) 对 在 任意 可 
测 的 乘积 空间 上 , 可 以 构造 具有 给 定 的 联合 分 布 (由 概率 核 族 所 确定 的 ) 的 随机 元 素 
序列 . 


附录 2 
普罗 霍 洛 夫 定 理 的 证 阴 


A. 设 {Pa}aea (5) 上 胎 紧 的 测度 族 , 这 里 5 是 距离 空间 . 证 明 这 一 族 是 弱 

如 果 5 是 紧 空 间 , 则 C(S) = Сь(5), Н 059 OS FEES [8] C*(S) 
ES *— УКИ. 这 时 , 在 BS) 上 概率 的 全 体 2S) 是 在 空间 C*(S) 上 单位 
球 的 弱 *— ИГРЕ, 众所周知 , 单位 球 是 在 弱 * 一 拓扑 下 紧 的 . 因此 , (5) 同样 是 在 
59 *— 拓扑 下 紧 的 , 看 作 闭 集 与 紧 集 的 交 . 这 就 完成 了 第 五 章 定理 6 对 紧 空间 5 第 
一 个 结论 的 证 明 . 

现在 较 详 细 解 释 . 根据 里 斯 (Riesz) - Markov 定理 (例如 参见 [60; 第 1 卷 , р.124]) 
每 一 个 在 C(S) 上 的 连续 线性 泛 函 F, EI F e C*(S) 唯一 地 表示 成 如 下 的 形式 


F(f) = (7,9) = [ f(x)Q(dz), feC(S), 


这 里 Q 是 AS) 上 的 分 布 , hee Q = at-a, 其 中 Q+ AQ Я AS) 上 的 有 限 
测度 , 而 (f,Q) = (f,Q+) -—(f,Q-). 泛 函 下 与 元 素 Q 相互 决定 . 除 此 之 外 ， 


P(S) = (9 є С"(5): (7,9) 20, М F20feC(S) 和 (1,Q)=1}, (1) 
这 里 了 是 在 集合 5 上 等 于 1 的 函数 , 换 句 话说 , 工 = 15. 对 eC*(S) 有 
|| = suptlF(f)| : f € C(S), sup |f(2)| < 1}. (2) 
显然 , 对 Qe AS) 和 fe C(S) 有 


If, Q)| < sup |f(x)|(1, Q) < sup IF (æ), 
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因此 , P(S) 是 在 C*(S) 中 单位 球 的 子 集 , 即 球 
B = {F € C*(S) : [Есу < 1}. 
验证 P(S) Æ *— 闭 的 . B О. 在 空间 C*(S) 中 弱 *- 收敛 于 某 个 元 素 Q, ВП 
(f, Qa) — (1,9) 对 任意 f € C(S), (3) 


这 里 指标 a DOSEN R. 这 时 Q 具有 在 (1) AE AS) 中 测度 的 性 质 . 特别 强 
Я, 根据 (2) 式 中 范 数 所 取 的 球 B, 但 是 它 的 紧 性 (Banach - Alaoglu EH, 参见 [60; 
第 1 №, р.133]) 的 成 立 不 是 按 这 个 范 数 , HARB *— 拓扑 意义 下 的 . 这 样 , 对 紧 空 
间 5 结论 A 已 经 证 毕 . 

一 般 情况 可 以 导致 到 已 经 研究 的 情况 . 设 5 是 о 紧 空间 , 也 就 是 S = U Sm, 
这 里 Sm EZR (m < N)， 这 时 , $ 是 可 分 的 , 并 且 同 构 于 紧 空 间 у = [0,1] 中 的 
Borel FÆ М (参见 [101; p.21)， 由 于 第 五 章 定 理 2, 在 连续 映射 下 保持 着 测度 的 弱 
收敛 性 . 显然 , 也 对 胎 紧 性 . 因此 , 可 以 认为 在 (S, 史 (S)) = (M, B(M)) 上 给 定 的 测 
度 族 Pala Е A) 扩张 到 (У, 多 (V)) EAP AWM Qa, 根据 公式 


Qal A) := Pa( ANM), АЕ (У), aed. (4) 


所 确定 . 这 时 , 在 ZS) с ZV) 上 有 Qa = Pa. 根据 所 证 , 由 包含 在 族 {Qa}aen 中 
任意 的 序列 测度 О. (О 代替 写成 Qa), 可 以 取出 子 列 Qn, 使 得 


Qn; = Q, 1 一 œ, 


这 里 Q 是 在 (У, (У) 上 的 某 个 (概率 ) 测度 . 验证 当 j> о 时 有 Pa, > P (Р, 代 
BEM Pa), 这 里 P = Qao) 即 测度 О 在 B(S) 上 的 压缩. 对 每 一 个 me N 在 5 
中 可 以 找到 紧 集 Km 使 得 对 所 有 a < A 有 


Pa(Km) >1—1/m. (5) 
这 时 , 根据 第 五 章 定理 1, 考虑 到 (5) с AV) 对 任意 的 meN 有 


Q(S) > Q(Km) > limsupQn (Am) = limsupP,,(Km) 2 1- 1/т. 
了 一 Oo j 


因而 , Q(S) = 1 意味 着 P(S) =1. 除 此 之 外 , 对 任意 的 闭 集 F c 5, 重新 利用 第 五 章 
定理 1 得 到 
lim sup Pn, (Р) = lim sup Qn, (F’) < Q(F) = P(F), 
J 2 


由 此 可 得 , 在 ($, B(S)) Е, М j сю 时 有 Pah, = Р. 
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研究 任意 的 距离 空间 5 和 Sy = U Km с BS), 这 里 Kn 如 (5) 式 中 所 取 的 . 


这 时 , 对 任意 的 ae A 有 P。(So) = 1. 这 样 , {Paa E A} 是 在 о- 紧 空间 (So, B(So)) 
上 一 胎 紧 的 测度 族 , 这 里 Р. 表示 测度 Pa 在 多 (So) 上 的 压缩 . 根据 已 经 证 明 的 , 从 
族 {Ps。}aea 中 的 任意 测度 序列 Pn (ВП Pa) 可 以 取出 子 序列 ,使 得 当 j -oo 有 
P。 > P, 这 里 P 是 在 (So, A(So)) 上 的 某 个 (概率 ) 测度 . 

类 似 (4) RPE (5, 多 (S)) 上 引入 测度 Р, 设 


P(A) := P(ANSo), A € B(S). 


注意 到 P(S \ So) = 0 和 Pa(S\So) = 0, а € A. 因此 , 对 任意 的 函数 f є C,(S) 和 所 
AWN acA 8 
ГЕС = 人 |; ЧБ, [se = | I, 

这 里 fle, Є Co(So). 这 样 , 当 у 一 oo 有 P。 > Р. 结论 A ЕЁ. 

В. 现在 证 明 , 如 果 $ 是 带 有 距离 р 的 Polish 空间 , 则 测度 族 {P。}aeA 相对 紧 
Fe ARN. 

由 第 五 章 引 理 6 可 以 看 出 , 如 果 对 任意 的 <, 5 > 0 可 以 找到 有 限 个 开 球 Vi lym) = 
{x ES: p(z, ym) < d},m=1,---,N (N F 91,92, ''° Yn 依赖 于 E, Ô) 使 得 





N 
Po | б Vln) > 1 一 e, 对 任意 的 acA, (6) 


则 族 {Pahaca 是 胎 紧 的 . 

说 明 如 采 条 件 (6) 不 满足 , 则 导致 与 {Polocn ЗАНУ IS. 由 于 $ 的 可 分 性 ， 
对 任意 6 > 0 可 以 找到 这 个 空间 的 开 球 复 盖 Vs (ут) 这 里 ym Є 5, т Е М. 不 满足 (6) 
式 于 是 存在 2,5 > 0, 使 得 对 任意 的 п є М, 可 以 找到 测度 P。( 即 测度 Pa), 有 


(Сл) <1-=, С, = [|] Volum). (7 


m=1 


设 选取 子 序列 {n} CN а п’, oo 有 Py > P,P 是 某 个 在 (5, 多 (5S)) 上 的 测 
ВЕ. Ж С; HIN, 因此 根据 第 五 章 定 理 1 有 


Р(С;) < ШпшЕР,,(С;), ХЛ 7 Є М. 
注意 到 С; C Cw, п’ > ј, 考虑 到 (7) K, 得 
P(C;) < liminf Pw (Cw) < 1-Е, 


从 而 与 Jim Р(С;) = P(S) =1 APE. 这 样 结论 В ЧЕ. П 
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+1. 最初 的 普罗 霍 洛 夫 (Prokhorov) 定理 是 在 Polish 空间 中 给 出 测度 族 相 对 
紧 的 充分 必要 条 件 形式 . 充分 性 ( 即 测 度 族 的 胎 紧 性 保证 它 的 相对 紧 性 ) 对 任意 的 
距离 空间 成 立 是 由 Varadhan 所 建立 ,这 个 结果 的 证 明 不 是 徘 Ricci - Markov 定理 
(这 在 前 面 比 [11] 中 较 详 细 的 讨论 ), 而 是 利用 对 o- 紧 空 间 的 归纳 法 , 然后 对 Re a 
间 , 之 后 对 R* (用 黑 利 (E. Helly) 定理 和 Kolmogorov 关于 相 容 分 布 的 定理 ), 参见 
[2] p.58~62. 


附录 3 
林 德 伯 格 一 杜 布 定 理 的 证 明 


这 一 下 将 给 出 多 维 宁 德 伯 格 (Lindeberg) 定理 (第 五 章 定理 9) 和 杜 布 (Doob) 定 
理 (第 五 章 定 理 13) 的 证 明 . 除 此 之 外 , 给 出 一 些 关 于 取 值 于 k- 维 欧 氏 空间 随机 向 
量 弱 收敛 的 辅助 结果 和 习题 ， 


$1. Lindeberg 定理 的 证 了 明 
А. 根据 (V.17) 的 条 件 和 矩阵 B? 可 以 看 作 是 对 称 和 非 负 定 的 矩阵 的 , 且 具 有 该 
性 质 的 极限 . 因而 , 可 以 研究 分 布 N(0, B2) . 由 于 第 五 章 定理 13 只 要 验证 , 对 每 个 
入 ER Ш п + 00 时 有 | 
фз, (А) 一 exp{—(B?A, A) /2}, (1) 
HHP, (.,.) FEAR ALA RK РАЗЫ, |. || 的 内 积 , os, 表示 随机 向 量 S,, 的 特征 函数 . 
随机 变量 ed = 1,… ть, 的 独立 性 导致 对 任意 的 ne NAc В" 有 


ps, A) = Пек. 0). 

, 4 一 1 

因此 , 先 分 析 一 下 向 量 Ena 的 特征 函数 的 性 质 . 
B. 利用 著名 的 不 等 式 
lexp{ia} 一 1 一 ia 一 一 (oj */(n—1)! < lal” /n!, aER, neN. (2) 

tt n= 2 Fl n= 3 运用 (2) 式 得 到 

|exp{ia} — 1 —ia+a?/2| < min{lal’, |а|}, о є В. 
再 有 , 对 A,x Е Rt Ж |A, х) < А11, 由 此 可 以 得 出 


exp{i(A,x)} = 1 + КА, 2) — (A,2)?/2 + 9((A,2)), (3) 
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这 里 
(2 和 COA)min 旭 下 zl 
和 
C(A) = шах{|А||?, АХ}. (4) 
ЕН (3) Ñ, 对 所 有 пе N,g = 1,:-- ти, А єв" 有 
Фе, (А) = Eexp{i(A, En,g)} 二 1 一 (В? qà, А) + Eg( (À, En,g)) =1+ Zn,q(A); (5) 
由 于 (4) 式 Eg (A, En) 是 存在 的 , 并 且 考 虑 到 
Е(Л, ба) — (A, Ета) = 0, 


k 
E(A, Ena)? = УХ MAJEE - E92) = (BR AA, A). 


71 
对 固定 的 ле В" 验证 , |2, Al < 1/2 对 所 有 足够 大 的 п 和 任意 的 g = 1,… ть. 

对 和 矩阵 А = (в. 设 |All EEKE, MEREST, 即 |All = 
sup, 42|. 2 A 是 协 方 差 矩 阵 , 有 

[А] < с: TrA, 
其 中 c= с(к) > 0, 这 里 Tr 是 жен, 即 它 的 对 角 线 元 素 之 和 . 因此 
(Be AAS Ba А < с TBA „ПА. (6) 

对 ne N,g = 1,… M 和 任意 的 <>0 有 

TB? a = Ellén,all? = Е, aje} + Ellén,all Linen >=} < =” + (=), 
这 里 Lindeberg 函数 И 

(6) = У EllEn all Lillen, al>} 


考虑 到 Lindeberg 条 件 (У.18), 可 以 看 出 满足 «2653/1 R: 
‚зах TBno 一 0 当 n 一 оо 时 . (7) 
由 (4) A ~(7) AR 
Ед((А, én,0)| < С(А)Е(А, ва)". 
根据 (т) R, 当 n оо 时 有 | 


шах |2..а(А)| — 0. (8) 


IKL Mn 
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С. 对 we С, шо + 0, 假设 logw = log|w| + iargw, 这 里 < argw < 27, KAA 


АИ, ЕСН 
105 (1+2) =2+1(2), Ж |h(z)| < |212, 24 |z| < 1/2 时. 
因此 , 对 任意 的 n 和 某 个 М, п) eZ 有 


一 У. log YE, a (A) + 27іМ(А, п). 


于 (8) 式 ~(10) 式 , 对 所 有 足够 大 的 n A 


log Ys, ( = Lana +в (znal AD + 27 №(А, п). 
义 由 于 (5) 式 , 有 
Yo ald (ВМ, А) +S Bgl ((А, En.q))s 
q=1 


因为 B} = У B? о ZBR (4) д, 于 是 , 对 所 有 的 0<s<1 有 


El9((A, én,a))| < El9((As 8,9) 11е, <=} + Е19((А, én,a))|1 ele, >=} 
< CA) (Ева Ttlles axe} + ЕЙ, 2 glen >=} - 


显然 有 
Ellén,all tilen aie} < 211,1? = 21:80 д. 


由 (13) 式 , (14) 式 , Lindeberg 条 件 (V.18) 和 关系 式 ， 


STB, = ТВ; > TrB?, по 时 
а=1 
得 到 
S~E|9(4A,En,g))| 0, п оо 时 


q=1 


因为 , 当 n оо 时 有 
(ВА, А) > (B A, А), 


根据 (12) sh, (15) 式 得 到 


Уха) 一 -5 (BX, А), 4 п o, 


а=1 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 
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注意 , 对 所 有 足够 大 的 n, 34 п —> оо 时 有 
<y、 |21, (А) 


а=1 


<2> I (Bn, qA, А} /4 十 (Eg((A; Eno 


q=l 








< 3 лах (82 „А, AI(B2A A) +2 es la Ena) 0, 
这 里 , 第 一 个 不 等 式 是 根据 (9) A, 第 二 个 不 等 式 是 由 在 (5) A 2. (А) 的 定义 . 最 
后 , 由 关系 式 (6),(7),(16) 和 (15) 保证 其 趋 于 零 
由 (11) 式 ,(16) 式 , 当 n — оо 时 得 出 


ps,,(r) — elo8 фз» (А) 一 个 е1/2(8* А), O 


§2. Lindeberg 定理 条 件 的 讨论 

事实 上 , 条 件 (V.17) 对 给 出 和 的 每 一 项 蕴涵 着 规范 . 例如 , 如 打从 东 个 n Л 
始 ,B2 > 0 (对 上 = 1 这 是 自然 的 要 求 , 意味 着 对 第 n 个 序列 不 是 所 有 项 都 是 退 代 
的 ), 则 设 Caa = Bolen (М B2 FAR, 并 且 取 逆 矩 阵 ) 对 Zr => Cn 有 


DZ, = D(Bz!S,) = B-!DS,(B-1)* = I. 


换 名 话说 , 条 件 (V.17) 对 量 Gag 依然 成 立 . 
1. ИЗМЕ => 0 Ч n > co 时 有 


o7? Е (|на Е, gl >eon}) > 0, (18) 
q=1 
这 里 02 = TB? > 0, 而 向 量 éng 是 中 心 化 的 . 试 证 前 面 引入 的 随机 向 量 Cng WE 
Lindeberg 条 件 (V.18). 注意 , 当天 = 1 时 ， 一 般 来 说 , Lindeberg 定理 只 是 (18) 式 唯 
一 的 条 件 就 保证 标准 化 Zn 的 和 收敛 到 N(0, 1). 
2. 试验 证 , 如 果 {Xj oN} 是 空间 R 中 具有 中 值 为 0 和 协 方差 阵 B? 的 独立 
同 分 布 随机 向 量 序列 , 则 当 n 一 oo 时 有 


nl2S》 X; =, N(0, В?). 


j=l 


3. 试 解释 , 为 什么 Lyapunov 条 件 : WEF зе (2,3 S n — оо 时 有 


= У. Ен, ll” — 0, 
j=l 
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会 导致 Lindeberg 条 件 . 
介绍 下 面 很 有 意义 的 一 个 结果 : 


5| 理 1。 设 独立 中 心 化 随机 向 量 Eng l SgS mnn ENER (对 每 个 n), 满足 
Lindeberg 条 件 (V.18), 如 果 


Min 
Sn = Уа — У, (19) 
а=1 


这 里 Y 是 某 个 随机 向 量 , 则 (V.17) RAAB Y ~ N(0, В?). 


iE. RIEA i € {1,--- kh}, 序列 (0? п > 1} 没有 极限 , 这 里 OL? 是 协 方 
差 矩 阵 B2 的 第 i 行 第 j 列 的 元 素 . 如 果 序 列 {00} 无 界 , 则 对 某 个 子 序列 {п} ц 
noo 时 有 606% — оо. 

根据 第 五 章 定 理 2, руз ST HE (由 己 知 问 量 固定 坐标 组 成 ) 的 弱 
收敛 , 因此 , 当 n 一 со 时 有 

50 2, yO, (20) 


这 里 上 标 i 表示 是 同 量 的 第 i 坐标 . 
可 以 相信 , 当 п’ 一 оо 时 有 


SO /VE Z N(0,1), (21) 


因为 对 中 心 化 的 随机 变量 є, 04/607, = 1,… mn, п є М WA Lindeberg 条 件 : 
事实 上 , 对 所 有 足够 大 的 n, 量 829 > 1, 这 时 , 对 任意 的 <。>0 Мп’ — оо 时 有 


1 х (4) |2 <“ 2 
Б 2. 7 Cz * (160) > =) ~ 2. E (Iw all? Не.) > 0; 
n’ q= ‘g 12 q= 


对 二 1 利用 了 下 面 简单 的 事实 . 
4. 如 果 在 RË 中 Cn 2, С, 而 数列 {Cn }neN 有 cn — 0 则 Съб 2, O(n —? оо). 


因为 当 п’ — оо 时 14/0009 > 0, 则 可 以 看 出 同时 满足 (20) RA (21) 式 是 不 
可 能 的 . 导致 矛盾 , 因而 序列 {08° ,mn > 1} 不 可 能 无 界 . 

如 果 序 列 (Ы р AR, 但 无 极限 , 则 可 以 找到 子 序列 {n} 和 {nr}, 使 得 OM? 一 
b 和 bG? 一 bo” FAO Ao” 这 时 , 由 于 第 五 章 定理 9, 有 SO 2, N(0,W) 和 50 2, 
N(O, Б”). 但 是 由 于 弱 收 和 敛 的 极限 是 唯一 的 (第 五 章 引 理 1) 这 是 不 可 能 的 . 这 样 就 证 
明了 , 对 每 一 个 i = 1,--- ,天 序列 9 улт 有 极限 . 

根据 Cauchy - Bunyakovskii — Schwarz 不 等 式 lo! J ) < pit pe J) | 因此 , 前 面 
讨论 的 告诉 我 们 , 对 任意 的 i A j(i,j є {1,… ,有 }), (607 nen BH. 研究 二 维 向 量 
(5%, Sw) 如 果 假 设 对 无 论 什 么 bY”, 24 n> оо 时 对 任意 的 i A 1 不 存在 极限 , 则 
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同样 导致 与 第 五 章 引 理 1 矛盾 (由 已 知 向 量 na 部 分 坐标 组 成 的 向 量 Eng 同样 满足 
Lindeberg 条 件 ). 
这 样 , 定理 的 条 件 导 致 关系 式 (Улт). 由 于 第 五 章 定理 8, 有 YY ~ №0, B?).， 口 


5. 试 举例 说 明 , (对 = 1) 如 果 独 立 中 心 化 向 量 序列 满 下 中心 极 限定 理 , 即 有 
(19) =, У ~ N(0, B?), 但 不 满足 Lindeberg KF, 则 关系 式 (V.17) 不 一 定 正 确 . 


§3. 下 面 的 结果 解释 , 对 中 心 极限 定理 的 成 并 ,Lindeberg 条 件 必要 性 意义 的 
所 在 . 


定理 1 ( 费 勒 (Feller)). H Engl < 4 < man © М, RAR 中 满足 条 件 
(V.17) 的 独立 (在 第 n 序列 中 ) 中 心 化 向 量 . 如 果 中 心 极限 定理 成 立 , 即 有 关系 式 
(У.19), 且 同 时 , 满足 条 件 (7), Я] Lindeberg 条 件 (У.18) 成 立 这 样 ， 上述 序列 满足 
Lindeberg 条 件 等 价 于 中 心 极限 定理 和 公式 (7) 中 和 的 各 项 具有 “ 渐 近 无 穷 小 ”条件 
同时 成 立 . , 


对 (k = 1) 一 维 的 情况 在 [85; 第 1% p427 中 有 更 广泛 意义 下 定理 的 证 明 . 可 
是 下 面 的 习题 起 看 关键 的 作用 . 

6. 设 是 Re 中 具有 协 方差 矩阵 С 的 中 心 化 的 随机 向 量 . 这 时 , 对 任意 的 < > 0 
有 下 面 的 不 等 式 成 立 : 


Е(|& |1 {= >=}) < = (Веф(л) — 1 — (СА, А)/2), 
这 里 w Æ e 的 特征 函数 , H 入 = Xe) = (0,--- , V6K/e,--- ,0) Е R*, 而 唯一 不 等 于 零 
A 的 坐标 是 指标 jo = jole), 使 得 


E(é lel>e)) = max EC Hel>ey) 


$4. Doob 定理 的 证 明 (第 五 章 定 理 14) 
还 要 有 一 些 辅助 的 结果 . 引入 取 值 于 R* 随机 向 量 Eng <q < mn,n EN) АН 
“无 穷 小 ”条 件 : ЗА n 一 co 时 有 


„ах nal 0. (22) 
218 2. 对 独立 (对 每 个 n) 随机 向 量 序列 Е, 具有 条 件 (22) 式 等 价 于 , 对 每 


个 E>0 当 n 一 0c 时 有 
NC P(llEn > =) > 0. (23) 


q=1 


ШЕ. 对 任意 > 0 和 所 有 的 neN 有 


‚ах Plllénall > =) <P ( max én,all > =) < >. Р( |на! > =). (24) 


q= 
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从 而 , 由 (23) 式 导 出 (22) =. 
由 于 Engg = 1, ,mn, 独立 的 


р (max Mnal >=) =1- Па- P((lén.all > £). 
注意 到 对 ang Є В,1<9<ть,пєМм 如 果 max lano|—0 出 


JIG + an) 一 LeS ang — 0 (по). 
g=1 q=1 
因此 由 (22) АЯ (23) sk. С 
5| 理 3. 设 对 独立 随机 向 量 序列 Eng 满足 条 件 (22) 且 设 对 一 些 常数 ec> 0 有 
|6,1 SC as, gqg=1,. ,mn, ПЕМ. (25) 
这 时 , 中 心 化 随机 向 量 序列 mn s 
件 (V.17). 


Eng — Eng: 1 Sq < Mnn EN 满足 Lindeberg 条 
Ш. 对 任意 的 v > 0, 考虑 到 (25) RE 


Saem [Esnal <u te 2 2нах ‚ Р(!&а,а!1 > и). 


由 此 可 得 , Ч п > оо 时 有 


Е 0. 
Sien. | бт, 一 


(26) 
根据 引 理 2, 同时 由 于 (25) AA (26) sh, 对 每 个 Е > 0 和 所 有 足够 大 的 nn 有 


УЕ all Lim ll>e) < (26)? У P(lEnqll > =/2) 20 (п о). 0 (27) 

q=1 q=1 

5| 理 4. КМЕТ RE 的 独立 (对 每 个 n) MSE Engl <q Mynn EN) 
满足 条 件 (22)， 如 果 具 有 关系 式 (19), Ма Ли a 和 某 个 矩阵 B2 有 了 ~ 
N(0, B2). 


WE. WEL, = Engle, |<} 其 中 с> 0. 由 条 件 (22) 得 到 , 对 每 个 c > 0, 当 
n= оо 时 有 


У énaltlen ,ze) 一 0 

q=1 

此 只 需要 验证 , 当 ”一 co 时 有 YE, D Ма, B?), 正如 下 面 的 习题 所 示 ( 当 
q=1 
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т. 设 Cam n E N 是 在 (0,F,P) 上 取 值 于 可 分 距离 向 量 空间 (5, р) 的 随机 
元 . BRA n> оо MAG SC Alm Sy, 其 中 点 yeS (mn > у 意味 着 当 n 一 oo 
时 有 plny) — 0). WH п — со ВЕН Ст СНУ. 

这 样 , 回 到 na E, 很 容易 看 出 , 给 出 的 向 量 对 某 些 с > 0 满足 条 件 (25). 

利用 非常 有 用 的 对 称 化 方法 , 也 就 是 : 研究 对 称 向 量 Ena =e, - BP 

ам (виа) = Гам (а) = Law(En,q); 

Be „= 1<а<т, 是 独立 的 пЕМ. 于 是 当 n 一 оо НАН 5, SY. 其 中 
5,,Y 是 AY 的 对 称 向 量 . 这 样 对 任意 的 es>0 有 


Р, > =) < 2P(llEn.gl| > =/2). 
根据 引 理 2, TTL, 。 同 样 满足 “无 穷 小 ” 条 件 : 当 со 时 有 


15ocm lên, qll 一 0. 


因此 , 根据 引 理 3 (考虑 到 , as. |4,21 < 2c) 对 它们 来 说 同样 成 立 Lindeberg 条 件 : 对 
FA =>0, Уп оо 时 有 


УЕ lênall Е. ае) 一 0 


g=1 
因为 向 量 总 是 中 心 化 的 , 则 根据 引 理 1 存在 lim DS,, 其 中 DS, 是 Sn HUNE 
矩阵 . 注意 DS, —2DS,,. 因此 , 存在 lim DS, = BP. 


这 时 根据 引 理 3 和 第 五 章 定理 9, 当 ， n оо 时 有 5, — ES, >, №0, B2). 

现在 利用 下 面 的 结果 . 

8. WE Cn 2,09 Cn + On > N, 这 里 от В“ 中 随机 问 量 (п є №). IX HT, 
存在 lim an =a (由 于 习题 7, 这 时 C+aZn). 于 是 这 样 存在 lim ESn, 也 束 是 证 
TE O 

现在 就 不 难 证 明 Doob 定理 了 . 设 0<s<t < со, 将 区 间 [3,8 HA tnk = 
s+k(t—s)/n,k =0,---,n, Я, 显然 , Х, 一 => Enk 这 里 Ene = X(tn,k) 一 
X (tn,k-1). 轨道 的 连续 性 导致 (a.s.) X 在 [8,4] МЕЧИ 因此 , Ч п 一 оо 时 
a.s. 有 


max |641 一 0 (28) 


除 此 之 外 , 由 于 X 的 独立 增 量 , AWE nog l <q<n 是 独立 的 . 注意 
到 , 对 所 有 的 neEN 有 


Law (> ina = Law(X; — Xs). 


q=1 
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因此 , 借助 于 (28) 4 得 到 回 量 X -X 是 正 态 的 , 从 而 由 于 过 程 X 是 独 
立 增 量 的 , 所 以 了 = (ү, = X: – Xo,t > 0} 是 高 斯 过 程 
为 了 证 明 Doob 定理 ， a 


M: = E(X: – Хо) 和 С, = D(X: — Xo) 


(因为 X; – Xo 是 高 斯 问 量 , 所 以 存在 各 阶 矩 ). 这 时 , 显然 , 对 0 入 s<t< co 有 
E(X; – Х,) = М, 一 Ms, 而 由 于 过 程 Х 增 量 的 独立 性 , 得 到 D(X, — X) = Gi — Gs. 
此 外 , 还 需要 一 个 习题 
9. 设 当 n 一 со РН с, > CHE GCE RE 中 的 随机 向 量 , Н 和 ~ Ма, С») 
试 证 , 这 时 存在 dim an 二 a 和 im С, = С (按照 每 个 元 素 ), Н с ~ Ма, С). 
由 此 可 得 , HAR, > R” МС: В. > RE 是 连续 的 . Doob €E. O 


推论 1. 如果 在 第 五 章 定理 14 HARP, FX 有 退化 分 布 , 则 过 程 X = 
{Х > 0} КА 如 果 过 程 X atc [а 满足 第 五 章 定 理 14 的 条 件 ， 
则 对 过 程 {У = Xi 一 ХЕ [a,bl} 该 结论 成 立 . 


注 1， 在 书 [50] 中 , 对 实 独立 随机 变量 (а = 1,… ,mn 研究 了 当 п 一 оо 
时 ,和 5, = еа 的 分 布 弱 收敛 性 . 它 是 在 和 的 各 项 满足 比 (22) 式 较 弱 的 “和 的 


ЕЯ 条 件 , 即 对 每 个 es > 0 Мп оо 时 有 


‚ах Plena > =) > 0. (29) 


这 样 , ЧЕ (29) RAF, 5, 所 有 极限 分 布 的 类 与 无 穷 可 分 分 布 类 相 重合 (包含 
ESS H). 在 [50; 第 四 章 ] 中 可 以 找到 S。 收敛 到 给 定 的 无 穷 可 分 分 布 的 充分 必要 
条 件 . 在 没有 任何 一 种 关于 和 的 各 项 无 穷 小 条 件 , 来 研究 独立 随机 变量 和 可 以 在 小 册 
子 [27 中 找到 . 在 [157] 中 研究 了 取 值 于 Banach 空间 随机 元 和 的 行为 . 


附录 4 : o’ 
ВА 一 辛 钦 定理 的 证 阴 


如 果 RR(0) = 0 则 对 t eR, Rt) = 0 且 当 满足 С = 0 时 , 有 (УП.36). 因此 今后 
设 RO) 40. 由 于 第 七 章 推论 3, 函数 R= Rt) ER LEE, 

А. 首先 假设 , Ве LI(R) = L1(R, A(R), mes), 其 中 mes 是 Lebesgue 测度 , IHE, 
] mn R(t)dt > 0 (1) 


— OO 


由 于 函数 R 的 非 负 性 和 连续 性 对 所 有 的 N > 0 得 到 
N N n—1 2 
I, L R(t — s)dtd | fim | ,之 R(t,” — tin’) ( > ) > 0 (2) 


一 一 他 


(这 里 借助 了 积分 可 以 作为 和 的 极限 , 该 和 是 由 组 成 正方 形 [—N,N]? 划分 为 等 边 长 
为 N/n 的 小 正方 形 ， 且 在 区 间 上 选取 任意 点 BD ty” е [kN/n,(k + 1)N/n],k = 


n,n 1). 
经 过 变量 替换 t-s =u t+ s = о ( 雅 可 比 (Jacobi) 行列 式 SES = 1) 当 


N 一 œ 时 有 me 
aN cf. [к R(t — s)dtds 
== | J duR(u) J КЕ du + J А duR(u) Ии 7 
-[. (1-5 1ш 2 ) R(u)du 
=/[^ (1 — ы) L(-2n2ny(u) R(u)du — [- R(u)du. (3) 
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根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 (Re [1(В)) 保证 在 (3) 式 中 的 极限 过 渡 . 这 样 , 由 (2) 
AM (3) 式 得 出 (1) 5. 
В. ® +оо 
f(z) = = | e “*R(t)dt, тє К. | (4) 
因为 Re LR), 所 以 上 是 到 上 的 有 界 连 续 函 数 . 根据 第 二 章 定理 4, 非 负 定 函 
数 В = R(t), 其 中 te R, 可 以 看 作 某 个 取 复 数值 中 心 化 过 程 X = {X(t),t e RR} 的 
相关 函数 . 注意 , 对 任意 的 ге В, 如 果 R(t) = EX(t)X(0), 则 


Ee *8* X(s)e—#2 X (t) = et-s) Rig А t). 
К, RE 是 中 心 化 平稳 过 程 е (1) 的 相关 函数 (注意 EX(t) = 0), A 
е7 R(t)| = |R|. Мт, SERN 2 CR F f(x) 20. 


С. 证 对 所 有 的 te 民有 
|R(t)| < R(O). ) 


显然 , В(0) = E|X(0)|? > 0. 此 外 , 根据 Cauchy - Bunyakovskii 不 等 式 有 |R(t)| < 


им 
СА 


SSS 


XOXO GEE ||. || Я 1°00, F, P) 中 的 范 数 ), 但 是 XH)? = EX(t)X() 
R(0),t e R. 因此 (5) 式 成 并 . 
О. 研究 在 L?(R) = Г2(В, A(R), mes) 中 的 Fourier 变换 


ЕВ (Е) = ГА i е h(r)dz. 


众所周知 , (参见 , 例如 , (60; 第 2 %, р.20]), Е 将 LR) 一 一 映射 到 LR), 且 对 几 
RAHI т (Ж Lebesgue 测度 ) 有 


h(x) 1 


= =] е2 Fh] (t)dt. 
对 h, g € L? (R) Parseval 不 等 式 成 立 
274,9) = (ЕТ, Fiol) (6) 


HEP (.,.) 是 LR) 中 的 内 积 . 
МХ Re LR), 因为 Re Li(R) 和 (5) 式 成 立 . 因此 , 几乎 所 有 的 ( 依 Lebesgue 
测度 ) 有 
R(t) = J eitz f(x)dx. (7) 


Е. 验证 , 对 所 有 的 te 了 下 最 后 的 等 式 成 立 . 这 只 需要 验证 ре LR). 利用 随机 
变量 上 ~ №(0, 2), = > 0 的 特征 函数 是 已 知 的 (参见 (П.Т), 4 n= 1), 根据 (6) RA 


J © È зав = J еза а (8) 


оо EV 27 
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由 于 函数 R 的 连续 性 , 当 < o0 时 (8) 式 右 半 部 边 趋 于 RO), 因为 -大 /(eV27) 是 
5— 型 函数 族 (对 变量 1). 根据 单调 类 收敛 定理 , 得 


f ~ f(z)dz = R(0). (9) 


函数 R 在 整个 数 轴 上 连续 , 因为 f < LR), 所 以 公式 (т) 右 半 部 同样 是 连续 
的 . 因此 , 对 每 个 te R 等 式 (т) 成 立 . | 

F. 设 RR 不 一 定 属于 LR). 研究 在 LR) 中 函数 RO = Фе, ЖН 
数 = > 0. 因为 R(t) = Ее R(t), Ни £~ N(0,1), 所 以 它 是 连续 非 负 定 函 数 (也 是 
因为 对 每 个 = 和 w 函数 eS R(t) 是 非 负 定 函数 ), 这 时 , 根据 已 证 Re(t)/R(0) ER 
个 概率 分 布 的 特征 函数 , 即 





R.(t)/R(0) = | Т еа р. (a)der, / ” flade =1, felz) > 0. 


但 是 , 如 果 特 征 函 数 点 点 收敛 到 一 个 在 0 点 连续 的 函数 , 则 该 极限 函数 是 个 特征 函 
数 (参见 第 五 章 定 理 12). 这 样 , R(t)/R(0) 是 特征 函数 , BE 


R(t)/R(O0) = № e dF (x), 
其 中 F ATA RL, 而 表示 (VII.36) 具有 测度 


G(dd) = R(0)F (dA) 


(F(dd) 是 由 分 布 函数 Р(х) 所 确定 的 测度 )， 口 


注 1， 第 一 章 定义 9 引入 了 在 o- 代数 AR") 上 测度 Q 的 特征 函数 . Kol- 
mogorov (参见 , 例如 , (33; 第 1 卷 ]) 将 其 概念 推广 成 Banach 空间 В 中 Borel o— 代 
数 上 测度 Q 的 特征 泛 函 : 


$(=*) = ] с" (2) (4х), 2" ЄВ". 
B 


注意 对 特征 泛 函 推广 的 博 赫 纳 (Bochner) — 34K (Khinchin) 定理 , 确 不 是 一 件 容易 
的 事 . 
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介绍 对 广义 平稳 过 程 X = {Xant E Z}, 如 何 将 寻求 一 步 的 线性 预测 误差 的 问题 
转化 成 经 典 的 函数 论 的 愉 近 问题 . 

第 七 章 定 理 16 的 证 明 分 为 几 个 步骤 : 

А. 根据 预测 误差 量 的 定义 5(1) 可 以 由 公式 6°(1) = lim уһ 找 出 , 其 中 


2 


, (1) 


n 
Yn = inf |X; — >. ар Xk 


k=1 














是 相对 于 所 有 的 取 值 Q1,°°' ,Qn EC КУ FAF. 显然 ， {Yn > 是 不 增 序列 . 
由 于 第 七 章 定理 5, 空间 A(X) 和 Г72([-п,л|, A([-7,7]),Q) 是 同 构 的 , 其 中 Q 
是 过 程 х 具有 的 谱 测度 , 且 相 对 于 Lebesgue 测度 有 密度 g. 这 时 , WES tc ZA 


Хө е^, 入 E |-т, т]. 


因此 , 对 f(A) = 279(А), 其 中 ле [-т, п] 有 


2 
1 у" | | 
27 J lbo + bye +... + bne™ (ААА, (2) 








n 
Xt 一 У; QK Ак 
к= | 








这 里 , bo = 1,0, = фак, К = 1, п. 
从 而 ， . 
§2(1) = inf = / AQ) faa} — inf {A(hf)}, (3) 


这 里 对 所 有 的 函数 ACA) = PE 取 下 确 界 , 其 中 = Plz) 是 任意 的 多 项 式 
(z e С), Н Р(0) =1, MAX v 的 中 值 A(v) 是 在 第 七 章 定理 16 叙述 前 已 经 定义 的 . 
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В. 计算 一 下 公式 (3) 的 右 半 部 分 , 假设 
Inf € L! = (7,7,B(—7, п), mes), 


其 中 mes 是 Lebesgue 测度 . 
首先 假设 多 项 式 P(z) 的 所 有 0 点 位 于 单位 圆 |z| < 1 之 外 . 这 时 , 根据 调和 阔 
数 的 平均 值 定 理 , 有 


A(In h) = > Г Inh(A)d\ = 二 sz, In(|P(z)|2)dz = | In P(0)|2 = 


BU G(h) = exp{A(In h)} = 1. | 
如 果 对 非 负 函 数 v= v(A),A Е [-п,п] E v Al Inv € L, ТЗ (Esseen) 不 
等 式 得 到 算术 平均 与 几何 平均 之 间 的 不 等 式 : 


A(v) > G(v). (4) 
因为 Gih)=1Minfe М, # 
A(hf) > G(hf) = G(h)G(f) = Gf). (5) 


这 样 ， 如 果 多 项 式 P(z) 的 所 有 0 点 位 于 单位 圆 之 外 , 则 考虑 到 (3) AE 
52(1) > G(f). 

С. 现在 研究 ， 当 多 项 式 P(z) 的 所 有 0 点 的 模 是 小 于 或 者 是 大 于 1. 很 清楚 , 有 
IP(z)|* =b П lz — 2.2, HP 0 1 z0 k=l , п, AA Р(0) = 1. 


如 果 存 在 那样 的 根 ze, |zkp| < 1 则 可 以 转向 新 的 多 项 式 P(z), 对 它 来 说 , 所 有 的 
te % 有 |Z,| > 1 且 这 时 , 对 任意 的 є (-7,2] 有 P(e) = P(e), 而 同时 有 
P(0) = 1. 事实 上 ， 如 果 z= et [23| < 1 WW |2 – 26| = |262 -zp | ея, 位 
于 单位 圆 之 外 . 从 而 在 这 情况 下 重新 得 到 1) > G(7). 

D. 最 后 假设 , 在 所 有 的 根 |z| > 1,k = 1,… п BER z 当中 有 | 区 | = 1. 这 
时 , 对 任意 小 的 = > 0 选取 同样 阶 n 的 多 项 式 Poa, 使 得 所 有 的 0 点 Ze, 严格 地 
位 于 单位 圆 之 外 (如 果 |z,| = 1, 则 取 根 2, 足够 接近 z, 但 是 要 Z] > 1), 这 时 有 


= [ моем -[Pe)P|ar<e, PO) =1. 6) 

对 函数 ACA) = [PO 进行 (5) 式 的 估计 , 考虑 到 (6) 式 得 出 在 这 情况 下 有 
52(1) > G(f). o 

Е. 现 证 明 , 如 果 62(1) < G(f) Winf es L. 众所周知 , (参见 , 例如 [53; 第 2 


卷 , p.92]), 对 任意 的 非 负 的 三 角 多 项 式 (变量 є [-7,7]) 都 可 以 写成 对 某 个 多 项 式 
P = P(z),|P(e*)|? WR. 由 于 这 个 注 以 及 Weierstrass 定理 说 明了 , 如 果 相 对 于 


Å 
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所 有 的 在 [_r,x] 上 非 负 连 续 函 数 hh A Gh) = 1 取 下 确 界 , 则 在 关系 式 (3) 中 的 量 
5(1)? 不 会 改变 
首先 , 假设 , 对 所 有 的 A © [_,， 


fA) >а>0. (7) 


这 时 , G(f) Ра. 对 任意 的 s > 0 可 以 找到 三 角 多 项 式 Re), А є [-т, т], 使 得 对 
(А) = |R(e’?)|? 具有 下 面 估计 式 : 对 A € [-r, т], r(A) 2 а, 
= | 0) Лом <= (8) 
注意 , 4O0<a<y 时 有 


ау – шх = Ìn (1+2) <27 
2 т 





因此 , 由 (7) AA (8) 式 得 出 шге LI. 此 处 ， 











G(r) _ if | E 
GA = exp E | mro — ln fada) < exp {=} (9) 
Xf PRB ho(A) = alr? E-r, r] 有 
5201) < A(hof) = ст И і se = G(f) a A (£) | (10) 
由 于 (8) RA . 
A(f\a14 5 f Manis (11) 


由 (10) RA (11) 式 在 满足 条 件 (7) 的 情况 下 , 得 到 021) < G(f). 

Е. 研究 去 掉 条 件 (7). ЛИ, 对 a > 0 引入 函数 falà) = f(A) а, ЛЕ [-7, т]. 可 
以 相信 , 4 a 一 0+ 时 有 E 
С(Ја) > G(f). (12) 
显然 , WHEN а > 0, A ln fa E€ LAA 


] “In Ка < / “In fa(A)dd. (13) 


对 任意 的 v > 0 假设 Blv) = {A є [-т,л] : f(A) > и}. 类 似 (9) 式 对 所 有 的 a > 0 和 
>0 找 到 
0 < In f,(A)dd — In (ал < <. 

Ja Falà) J Jaa < 2 
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me и+а<1, M 
/ р Пал < J „вла < J + = 
因此 , 当 每 个 ye (0,1), 有 
lim sup J И In f, (Ла < J Cd (14) 


a—0+ 
由 (13) 式 和 (14) 式 得 出 , 如 果 In fe L! 则 当 a 0+ 时 有 
A(ln fa) > А(ш f), 7 | (15) - 
因为 G(v) = exp{A(In v)}, 可 得 性 质 (12). | 
G. ҳар 0 В, 用 у, (п) ЖАНИ у, (А), А є [r,r] 随机 过 程 


{Xi(a),t є Z} 问题 (1) 的 解 . 由 公式 (2) 不 难看 出 , 对 每 个 ne №, 4 a — 0+ 
时 有 ул (а) | уһ. 因而 , 设 62(1) = lim Уһ (а), 对 所 有 的 а > 0 得 到 


6°(1) > 67(1). (16) 
根据 Е. 有 dall) < G(fa). 由 (16) AM (12) 式 推出 82(1) < G(f). 
Н. RA f EL ( 即 对 这 个 函数 的 积分 不 是 有 限 的 ). 这 时 
A(ln f) = f In f(A)dA = 一 co， (17) 


因为 函数 (In f(A))4 = In fA) Цион < f(A) 对 所 有 的 Е [-7, п], А у [-т, т 
上 可 积 . 这 样 ， 
С(Р) = exp{A(In f)} = 0. 
对 任意 的 a>0 A Inf, c L, RE E. AG. F 
(1) < 62(1) < (fa). 
因此 , 只 剩 下 验证 关系 式 (12). 在 我 们 所 研究 的 情况 ( 当 ln f ¢ L) 关系 式 (14) 同样 

成 立 . 因此 ， | . 

lim sup | In р. (А)аА < J { f(A) > Of} In f (AaA. (18) 

а-э0+ — п — п 
如 果 (18) 式 右 半 部 分 积分 等 于 -oo, М] (15) 式 证 明 , 也 就 是 说 (12) 式 成 立 . 


现在 设 (18) 式 右 半 部 分 积分 有 限 . 这 时 , 由 于 (17) 式 有 f(A) = 0 (和 jn f(A) = 
一 00) 是 在 集合 А Е, 日 该 集 具有 正 Lebesgue 测度 . 这 样 , 对 所 有 的 0<a<1l 有 


J l (In fa(A))4+dA < 人 | (f(A) + a)dà < f | f(A) dd + 2та, 
Г (In fa(A))-daA < J Іа аал = шал^(А). 
т" {7(А)=0} 
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м а-э 0+ 时 取 极 限 , 由 最 后 的 关系 式 重新 得 到 (15) 式 , 也 就 是 说 , 有 (12) 式 . 定理 
完全 得 证 ， 口 и 

Ж. 我们 建立 起 条 件 nf ¢ Li 等 价 于 (1) = 0. 由 于 第 七 章 定理 11, 从 而 得 到 
了 对 具有 谱 密度 g(J(A) = 2rg(A), 和 e [—7, т]) 的 平稳 过 程 规则 性 的 准则 . 


附录 6 
A BAIS 5 RRA SRS 氏 性 的 证 明 


51. 我 们 将 利用 这 节 的 结果 于 附录 7 是 为 了 得 到 概率 意义 下 Dirichlet 问题 
的 解 . 为 此 , 更 方便 的 是 利用 在 初始 时 刻 t = 0 从 空间 下 ”中 由 不 同 点 出 发 的 布衣 
(Brown) 运动 族 . 现在 我 们 的 主要 目的 : 得 到 这 一 族 强 马 氏 性 的 变 式 (定理 2), 它 是 
在 第 三 章 86 证 明 的 , 对 Wiener 过 程 的 强 马 氏 性 推广 . 

引入 一 些 必要 的 符号 . 设 给 定 标 准 的 т 维 Brown 运动 W = { = (we, To 
Wi), t > 0} AMES, BIX t> 0 Al w en = (С[0, оо), R”) 给 定 Wi(w) = w(t), 
Вж [0, оо) 上 取 值 于 R” 的 连续 函数 空间 , 赋予 在 紧 集 (其 中 K = [0,n],n €N) 一 
致 收 敛 的 距离 (V .46). 不 难 相信 , Borel o— 代数 多 (C([0, оо), R™)) 与 这 个 空间 的 柱 
集 ос 代数 多 ЕН. 

作为 在 (9,9) 上 的 测度 P 取 目 Brown 运动 W 的 分 布 注意 , 有 Р(Со([0, оо), 
R™)) = 1, 其 中 Co([0, оо), R”) 是 C((0,00),R™) 的 子 空间 , 它 是 由 所 有 在 0 НИЕ 
为 0 < R™m 的 连续 函数 所 组 成 . 

与 通常 一 样 , 认为 概率 空间 (О, 多 ,P) 是 完全 的 , Н Brown 运动 W NER o- 
代数 流下 = (.2,) ьо 是 扩充 了 Р-0 概率 的 集合 类 N. 

在 空间 (Q, 多) 上 引入 一 测度 族 


P*(C) := P(C – т) (1) 
其 中 zecRm СЕ, ШС-х={9()-х:у0 ЕС}. 显然 ,P = Р". 


引 理 1. 对 每 个 z eR”, 过 程 W = {Wi,t 之 0} 是 概率 空间 (Q, 多 ,P*) 上 的 相 
对 于 自然 o 一 代数 流下 , AmA t= 0 АА хе К" 出 发 的 ,Brown 运动 ; 且 它 的 轨道 
Р= —а.ѕ. 连续 和 (相对 于 测度 P) 有 

1) Wo = 2; 
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2) Wi – W.ILF,, BP Wi- W, 和 F, 独立 ,对 DO<s<t; 
3) POKs<t A W,-W,~N(O,(t—-s5)1), RP I Æ т ЗЫ. 


Ш. 容易 看 出 , P? JWT W" = {ИТ > 0}, Е И’? (4) = r+ И, (ш), eE 
R” t>0weQ; Е о 代数 多 上 的 概率 分 布 . 换 句 话说 ,对 Ce 多 有 


P(C) = P(W? ЕС). (2) 
由 在 (Q, 多 ,P) 上 Brown 运动 W 的 相应 性 质 直 接 可 以 得 出 性 质 1),2) #3). D 


$2. 我 们 还 需要 关于 过 程 we = {W3(t),t > 0), се R” 的 一 系列 的 辅助 性 结 
BR. 首先 , 研究 对 测度 РЁ, x с В" 的 积分 . 


引 理 2. 对 有 有 界 实 随机 变量 了 的 均值 EY (相对 于 测度 P?) RAF ER” 是 
B(R™)|A(R)— TA BI. 特别 的 , 函数 Pz(4) HAR ACF 是 关于 了 的 可 测 函 数 ， 


ШЕ. 利用 第 一 章 引 理 6, 不 难看 出 , 集合 Ас 9, 对 它们 来 说 函数 P(A) 是 可 测 
的 , 构成 和- Ж Я. 用 8 表示 多 中 形 如 C = {Wi, e Bi,… ,Wi, € Ba} 所 组 成 的 
柱 集 全 体 , 其 中 t; с [0, оо), В; 是 Rm 中 的 平行 多 面体 ,i = 1,… п 和 ne N. 这 个 
类 对 交 运 算是 封闭 的 . 根据 第 六 章 定 理 3, ДЕН W = {Wt > 0} 对 任意 的 ze R™ 
是 在 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 马 氏 过 程 . 同时 , 显然 对 每 个 re В” AE W 的 自然 o- 
ЮУ ЕНЕ. 


第 六 章 例 2 说 明了 , 过 程 W? 在 (9, ЯР) 上 的 转移 函数 由 下 面 公式 给 出 : 


(отт f exp{-lb—a??/(20)}dy, Bt>0 
~ ехр{-1 


0„(В), | 4t=0, 
这 里 , ze R”, Be SR”), |:| 是 Rm 中 欧 氏 范 数 , ós 是 集中 于 点 z 的 狄 拉克 (Dirac) 
测度 . 利用 公式 (2), (VL34) 和 (3) 式 得 到 8 с 9. 根据 单调 类 定理 有 .多 =0{6} С 9, 
因为 9 с, WE F = 9. | 

BY 可 以 表示 成 多 中 的 事件 示 性 函数 的 线性 组 合 的 一 致 极限 (参见 (1.4), 因 
此 由 第 一 章 引 理 6 可 得 函数 EY 的 可 测 人 性 ， 口 


5l 3， 对 每 个 TER™",0<s<t 和 8B є B(R™) 有 


Ре B) = | (3) 


P*(W, € B 多) =P(W,,t—\s,B) (P? — а.з.), (4) 
Ж (4) 式 中 右 半 部 分 的 转移 函数 由 公式 (3) 给 出 ， 


证 ， 考虑 到 (4) 式 中 右 半 部 分 (WHR) 的 可 测 性 , 仅 需要 建立 , 对 任意 的 
AEF, BEX | 
РАГИ, є B}) = E*P(W,,t — в, B)1a. (5) 
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对 满足 等 式 (5) Я 中 的 集合 А, 构成 \- Ж 9. 现 验证 它 包 含 着 一 个 由 下 面 形式 的 
集合 所 组 成 的 7 一 Ж 2: 
А= №, Е Bi, ;Wi Е Bn}, 
这 里 0 < <... <tr < s, Bi, , Bn EB(R™),neN. 
为 此 , 首先 要 指出 的 是 , 如 果 函 数 h: 9> RER, A 多 | 多 (R) 一 可 测 , 则 对 任 
MAY те Вт, 有 
E™h(W) = ЕЛ(И =), (6) 
这 里 E 表示 相对 测度 P = Po 的 积分 . 事实 上 , Shale, 其 中 Ce 多 , BF (2) 
式 它 成 立 , Нн л 可 以 是 所 说 的 柱 集 示 性 函数 线性 组 合 的 一 致 极限 , 所 以 性 质 (6) 
立刻 得 出 . 
由 (6) 式 可 得 , 所 需 验 证 公式 (5), 对 所 引入 的 柱 集 4 来 说 , 可 以 改写 成 : 
P(4 {И € B}) = EP(WS,t — s, B)1a,, (7) 
这 里 д, = {We € Bi1,… ,WF Е Ba} Е FM". 因为 对 每 个 сев", {WF,t > 0} 是 
时 齐 马 氏 过 程 , 且 具 有 转移 函数 (3) ch, 所 以 等 式 (7) 成 立 . 根据 单调 类 定理 , 可 得 
F, =0{6}= 2. O 
对 随机 向 量 У 和 实 随 机 变量 Y 设 ЕУУ := Н(У), 其 中 五 (x) = EY 的 形式 依 
赖 于 量 Y, 有 旦 假设 该 量 对 任意 的 测度 Pz,z e В" 是 可 积 的 . 
引 理 4. 4 W 是 引 理 1 中 所 述 的 空间 (Q, Z, P?) 上 的 Brown 运动 . 对 每 个 
x ER” з и> 0 和 所 有 有 界 ZR”) TAAR SA 
E*(f(Ws+u)| Fs) = E" (И) (P? — a.s.). (8) 
”证 .假设 在 (4) RP s = 0,4 = u 且 对 两 边 取 数 学 期 望 E*. 这 时 对 任意 的 
u>0,BE A(R”) Ж x e R” 有 
P*(W, € В) = E*P(Wo, u, B) = Р(х, u, В), (9) 
这 里 考虑 到 Wo = х, (Р®—а.5.). 
如 果 f(z) = 1в(2), B € A(R™) 和 z € R”, MH (4) ABH: 
E” (F(Wstu)| Fs) = Р (Изи © В|.) = P(W,,u,B) (Р? – а.в.). 
另 一 方面 , 考虑 到 (9) RA 
Er1p(W,) = P*(W, Е В) = P(z,u, B), 
这 样 对 示 性 函数 1 证 明了 公式 (8). 一 般 情 况 , 因为 任意 的 有 界 实 可 测 函 数 f 可 以 
用 示 性 函数 线性 组 合 一 致 逼近 , 所 以 由 已 经 证 明 的 可 以 推出 性 质 (8). O 





. 318 - 随机 过 程 论 


$3. ЖХ Brown 运动 族 (与 第 六 章 补充 相 比较 ). 对 s 之 0 假设 Fs, = ofW(t), 
t > s}. 设 对 每 个 s > 0, т ER” 在 o 一 代数 Fo, 给 出 概率 测度 Por. 


定义 I。 被 称 作 县 有 转移 函数 (3) 式 的 Brown 运动 族 的 是 在 空间 © = С(10, оо), 
В") 上 的 过 程 W = {W(t),t > 0}, 使 得 对 任意 的 s> 0 和 x e В”, (И (0), > s} 是 
在 空间 (Q,. 终 >。Psz) 上 时 齐 马 氏 过 程 (具有 转移 函数 (3) 式 ), 且 在 时 刻 s 由 zx 点 
出 发 , 换 句 话说 , 对 任意 的 3 20, те В" 满足 下 面 的 条 件 : 
1°, 对 每 个 s > 0M xe R™ 有 Ps*(W, =2) 一 1 
2°. 对 每 个 s>0,c2 eR” A BE BR™),s<t<u,P**-as. 有 
Р (И; Є Bl а) = P(Wu,t—u,B), . 


其 中 Fg ul = o{W,,v = 18, ш}. 
事实 上 , 这 样 的 一 族 是 很 容易 构造 出 的 . 对 u 0 定义 推移 算 子 0. : 9 0, В 
议 
Ou) =w +u), ЖФ weg. (10) 


WR ACO WH Ө.А := {0.0 : w € Al, 而 对 定义 在 9 上 的 函数 了 (w), 设 
(0„У)(ш) := Y (uw), w EQ. Ло 的 子 集合 类 A 定义 0-1g := {051A : AE A} Я 
了 简化 表示 符号 , 我 们 将 用 同一 个 符号 9。 表示 对 不 同 对 象 具 备 相 同 的 作用 . 


引 理 5. 对 所 有 的 >0 和 0<<sst 有 
OF Fen = чины (11) 
t= оо №, Ж #4, :二 Fos 和 р, рива] := уви. 
ME. 由 于 (10) 式 , 对 所 有 的 ut >20 AlweQF 
(Ou Wiw) = Wi(@,w) = Wi(w(- + и)) = w(t + u) = М „ (ш). (12) 
Xue l(stu,t+ul Ml Be A(R”) A 
{Wy € в} = 9.1 {w : Wy-u(w) Е В} € 03 Fist] 


因为 o- 代数 ражи 是 由 集合 {Wv Є В}, 其 中 VE [s + u, t + u] 所 产生 ， 所 以 
Fisura) C Oa Fisa 另 一 方面 , 对 hels, A Be AR”) 有 
9. {Wn Е В} = {w : И’, (вии) Е В} = {w : Уи (и) Е В} Е Fpwttul 
根据 第 一 章 推论 1 有 
05 Fist) < ааа 
所 以 引 理 得 证 С 
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这 样 , 根据 引 理 5, 对 每 个 C e Fs, 存在 Aé 多 >o = F 使 得 C= 05А. MK 
Psz(C) := P*(A), HH s20, хЕВ”. (13) 


因为 6, HRA s > 0, 将 0 映射 到 о Е (如 果 С = 01А, Ш 4 唯一 地 被 确定 : 
A = 9,0), 所 以 这 个 定义 是 具体 的 . 除 此 之 外 , 因为 原 像 的 选取 保持 集合 论 中 的 运算 
关系 , pst 是 在 Fo, LAWE. 考虑 到 (13) 式 和 引 理 4, 很 容易 看 出 性 质 1° 和 2? 
是 满足 的 . 

注意 到 (13) 式 , 我 们 用 (Wi, Р), ьо zegm 表示 我 们 的 时 齐 Brown 运动 族 (AA 
转移 函数 (3) 式 的 ). 再 一 次 强调 : 我 们 只 提 到 了 一 个 过 程 W, 且 采 用 不 同 作法 得 到 
o— 代数 和 在 它们 之 上 的 测度 , 使 得 对 在 任意 时 刻 s > 0 НЕЕ ге В" 的 Brown 
运动 得 以 “给 出 ”相应 直观 表示 的 可 能 . 


定义 2， 具 有 转移 函数 Plx, t, B) 的 时 齐 马 氏族 (过 程 ) OE HH (Feller) №, 
如 果 对 每 个 t > 0,0 € В", A PSS: 当 z 一 z 时 有 


P(z,t,-) > P(a,t,:). (14) 


这 样 , 这 个 定义 仅仅 是 和 转移 函数 有 关 , 而 与 这 个 族 或 过 程 与 本 身 无 关 , 这 意味 
着 , 对 任意 的 t+>0 M f eR”), ис ол Е (2,26 В") 成 立 关系 式 


(Tif )(z) := ] E f(y)P(z,t, dy) 一 人 f (y)P(x,t, dy) = (Tif (=). (15) 
因此 , ХНА t > 0, Ce(Rm) BET Т, 的 不 变 子 空间 . 


利用 公式 (3) 和 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 到 Brown 族 (Wi,P”)iz0,zeRm 是 
Feller 的 . 


34. 为 了 在 其 他 问题 中 研究 Brown 32501712 08, 还 需要 强 马 氏 性 的 不 同形 式 
(参见 后 面 的 86). 首先 , 将 引 理 4 推广 到 较 “丰富 ”的 c- 代数 多 ,4 = П 2. E. 
E> 


引 理 6. {Л те В”, 所 有 的 su 之 0 Ж ре СЪ(К"), Pas. 有 
E*(f(We4u)| For) = EW (Wu). | (16) 
iE. 由 于 (8) R, 对 所 有 的 s u > 0,2 Є А", > 0 Al fE C,(R™)P*-as. A 
E*(f(Wesure)|Fsre) = EW (Wi). 


考虑 到 W = {Wi,t 0} 轨道 的 连续 性 和 第 四 章 定理 16 (可 用 én | 0 代替 = | 0), 得 
到 , 4 c] 0 时 , Р?—а.з. 有 


E*(f(Wstute)lFs+e) 3 E*(f(Ws4u)|Fs+)- 
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注意 , 在 (Q, 多 ,Pz) 上 过 程 W = {Wi,t > 0} 是 具有 转移 函数 (3) 式 的 马 氏 的 , 有 
Ef.) = | ЛОР и, dy) = (Tafa) 
由 于 对 每 个 x < R” Brown FRAY Feller Е, 4 z 2c 时 有 


E* (И) 一 E” f (Wa) 
因此 , УРАН] ме О, МЕ | 0 Я 


Ete (Wy) — E" (И). O 
马 氏 性 推广 的 下 一 步 是 由 (16) 式 中 的 o- 代数 多 ,， 过 渡 到 所 要 用 的 由 相对 于 
o— 代数 流 (Fs+)sz0 的 停 时 т 所 产生 的 o- 代数 . 正 是 
r+ = {АСО: Ат St} є F, 对 任意 的 上 > 0} 
今后 , 将 假设 И, 和 Wur 其 中 必 >0, 在 集合 {w є 0: т(ш) 
于 0. 


= со} 上 在 R” 中 等 
定理 1. 


设 对 所 有 的 хе В" 有 Pz(7 


< œ) = 1, 其 中 т 是 相对 于 o 一 代数 
流 (多 :4)tz0 ИН. 这 时 对 每 个 ZE 有 mv >0 FE EA Th A 7: №" OR fe 
@(R™)|B(R),P*—a.s. 有 


E” (f (Wrayu) F+) = E" f(W,) 
Е. 


(17) 
引入 有 界 停 时 m = ([2%7] + 1)2-", п с N, 其 中 [] 是 数 的 整数 部 分 . BR, 
当 一 oo 时 对 所 有 的 weEQ A mlw) | rw) 此 外 , 对 任意 的 пем, т, 是 相对 于 
o— 代数 流 {Fiho 的 停 时 (参见 第 四 章 引 理 7 的 证 明 ). 
证 明 对 每 个 zx EC В", пе Niu So Al fe C,(R™),P*-as. 有 


Е®( (И а) | Frat) 
(18) 式 右 半 部 分 是 а 可 测 ， 


= EW АИ). 
2,208) у. 因 


(18) 


因此 ， .2,, |2(8) 9, 这 意味 着 
, 此 , 只 需要 验证 ， 对 任意 的 А є т. 4 有 


Ez14 f(W,4u) = E71,4E"™ f(W,). 
利用 引 理 6, 考虑 到 对 所 有 的 k,n CN Ап {tp = k2-"} © Fyo-n., 而 同时 利用 
Lebesgue 积分 的 可 数 可 加 性 , 对 每 个 zx с R” 得 到 


E* laf ( И +) = 


SE 1 Ат, =к2-% } (Wk2-7+u) 
k=1 


81, 


У” E” а Ee 大 


) = E*14E”™ f(W,). 
k=1 





附录 6 Лі ae ATES PETERS ue AA ‚321. 


这 样 , (18) 式 成 立 . 在 (18) 式 中 取 极 限 . 由 于 Brown ЖЕ) Feller 性 , 4 п — оо 时 , 对 
所 有 的 м є {r < co} 有 Е f(W) — EW- f(W). 根据 第 四 章 定 理 16, Ч n оо 
时 , Р=—а.з. 有 


E (F (Wintu) Frat) — E” [ли Г] Fn 
n=l 


现 验证 
Я += [| Frnt (19) 


n=l | 
对 任意 的 mn e N 有 Fr C +. 事实 上 , WR А є Fr, 则 对 每 个 +t> 0 有 
Af\it < t} © Fi 这 时 , AMA < t} = Ат < th im < th E Ay (考虑 到 
{Tn < t} Е Fiz 和 对 任意 的 t>0 8 {< Cir < t}). Е, Fra C П Fry. 
n=l 


相反 的 包含 关系 , 利用 对 任意 的 +> 0 有 
АЕ, + = АГ\{т <tlhe F. 


” 设 对 所 有 的 ne N, ACF, +. 这 时 , 对 所 有 的 neN 和 +t+>0 有 AN{m < t} E Fr. 
因此 ， 


AN < 8} = АП 0 fm < a) = ШАГ < th) E€ Fr, 


这 样 完 成 了 (19) 式 的 证 明 . 进而 , 对 任意 的 有 界 连续 函数 f 证 明了 (17) R. 

AR”) 中 集合 类 C, 对 它 来 说 , 当 f = lc 时 满足 (17) А, 该 类 构成 - Ж. A 
为 对 任意 的 闭 集 В & A(R™),1e 可 以 看 作 由 满足 (17) ESE “小 帽子 型 ”函数 fn 
的 不 降序 列 的 极限 (参见 , 第 三 章 定 理 4 的 证 明 ), 所 以 该 闭 集 B 属于 和- К. 有 限 个 
闭 集 的 交 是 闭 集 , 而 闭 集 又 可 产生 A(R”) 根据 单调 类 定理 , KRA (17) 对 f= lo 
mor, 其 中 C 是 Rm 中 的 任意 Bored 集 . 如 果 考 虑 到 有 界 可 测 函 数 f 可 以 表示 成 
Borel 集 示 性 函数 线性 组 合 的 一 致 性 极限 ， 则 和 定理 1 RUE SERS. O 


特别 是 公式 (16) 成 立 , 因为 当 7 = s 时 , 有 Fua = Fa RA (17) 式 可 得 

为 了 证 明 Brown 族 的 所 谓 强 马 氏 性 (后面 的 定理 2), 我 们 还 需要 一 个 辅助 性 的 
结果 . 

SI 7， 设 对 所 有 的 те В" 有 Р(т < о) =1 其 中 是 相对 于 o- 代数 


流 (多 +)ti>o 的 停 时 ， 这 时 , 对 每 个 те К", 任意 的 n eN, uk 2 0 HOR HK BM 
fk : В" OR, ре @(R™)|A(R),k =1,... „п, P*-as. 有 | 


E” (fiı(Wr+u:) us fr(Wrtun)|Ar+) — ЕЎ (И) E Л (И). (20) 
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证 ， 证 明 根据 归纳 法 . 当 n= 1 时 , 由 定理 1 得 出 . 验证 由 mn = 1 到 中 = 2 (类 
ДЖУН п 2] п 1). 设 固定 的 0< wl < ue. 这 时 , P?-as. 有 


E? (fa (Wotan )f2(Wrpua)| Fro) = E° (E° (fi (Иа) (Иа) еа) +) 
SEA (Wrin РИ и) Вид) 
= Е (Иа) (И ui) Fr) 
= EW (ИЕ fo(Wuz—us)) 
= EW (ЛЕ) 


— EM (И, )Р(И^,). 
最 后 的 等 式 是 由 下 面 的 讨论 得 出 的 . 对 任意 的 сев" 有 
E (fi(Wi)E (S2(Wua)|Fui+)) = ЕЛ (War) (И). 


在 公式 (17) P, 对 每 个 хе Rm,r = s 作为 EX (f(Weiu) |For) 的 变形 可 以 取 作 
EW: f(W) 对 所 有 的 wen. ЮЖ, 


E*(fi(Wu, E*(fo(Wus)|Fus+)) — E? (fi (Wu, EW" Jal(Wuz-u1)) 
= E (fi (Wu, JE (fo(W,) | +)) 


E 


= E (E7 ( fi (Wun )Sf2(Wua)| Fut) 


— E fi (Wu, ) (И). L 


$5. 为 了 得 到 附录 6 的 基本 结果 , 现在 我 们 作 好 必要 的 准备 . 在 随机 变量 r є 
(0,00) 上 引入 推移 算 子 . 对 在 Q 上 的 映射 Y(w), 设 对 weQ 有 


(0-Y w) := Y (07 (ло), (1) 


其 中 bw 由 (10) 式 所 决定 . 

集 {т = оо) 为 Pz-0 测 集 上 设 为 办 =0e€R™m 和 0.h(W)=0 (这 里 h:09 +В 
和 Q = С([0, со), В"). 对 Brown Ж (Ti,Pz)t>ozeRm 来 说 , 下 面 的 结果 给 出 了 强 马 
REKASA. 不 难 验证 , 下 面 的 定理 是 第 三 章 定理 4, 它 是 关于 Wiener р: 
性 更 简单 变形 . о 

定理 2， 设 对 所 有 的 了 eBRm AP (rt < оо) = 1, ЖФ т 是 相对 于 o 一 代数 
流 (Fea hzo 的 停 时 . RTA r CR” 和 任意 有 界 多 | 多 ( 民 ) 一 TAZA h: 
R,P” —a.s. 有 

E*(0,h(W)|F,4) = Е"" (ИУ). (22) 
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Ш. 由 于 (21) RAG (注意 , 过 程 W 是 给 出 的 , Н .多 = BC((0,«),R”)) 
(O07h(W.))(w) = ЖИ’. (Ө, уш)) = А0.(уш) = hwl + 7(w))) = RW.) (23) 
根据 引 理 7 公式 (22) 对 h = 1c 成 立 , 其 中 柱 集 
С = {Wn Е Bi, , Wi, Е Bn}, 


Он <... < tn, B1, Bo,---,B, E A(R”), пЕМ. 

根据 单调 类 定理 , 得 到 (22) 式 对 h = 14 成 立 , 其 中 4 是 多 中 的 任意 集合 . 注 
意 , 函数 ( 泛 函 ) А 可 以 用 多 中 事件 的 示 性 函数 的 线性 组 合 来 一 臻 表 近 . 于 是 就 完成 
了 定理 的 证 明 . Ц 


注 1. 性质 (IV.2) 和 Е" f(W) 的 F,|A(R)— 可 测 性 , 自然 在 (22) 式 中 可 以 用 
2, 来 代替 Fr 除 此 之 外 , 明显 , 相对 于 较 “瘦小 ”的 с — 代数 流 {Aico 的 停 时 总 
EINTR “FE” В o 一 代数 流 {多 4,4}>o 的 停 时 . 公式 (22) ЧЕГ 到 F|\B(R)— 
可 测 (不 一 定 有 界 ) ZA h, 对 它 来 说 要 对 所 有 的 ze 了 mm 有 


E“|h(W)| < оо. (24) 
对 此 , 只 需要 研究 下 面 形 式 的 有 界 泛 函 
hn (w) := №) һу} 


利用 对 它们 已 经 证 明 公 式 (22), 再 考虑 到 对 每 个 we Q 当 N оо 时 有 hy(w) 一 
h(w). 


$6. 对 Brown 运动 还 有 一 个 踢 己 氏 性 的 有 用 公式 , 它 包含 在 下 面 的 习题 中 . 
1. 试 证 , 定理 1 中 如 果 用 非 负 随机 变量 пе FZR), 且 对 所 有 的 те В" 
有 Р°(р < оо) = 1, KREG HR и > 0, 该 定理 依然 成 立 、 确切 地 说 , 对 每 个 те 
К”, P*-as. 有 . 
eee = (T"f)(W,), (25) 


其 中 (TAW) 应 理解 为 在 公式 (Ttf)(z) = fom F(y)P(z,t, dy); PH t = n(w) 和 
z= Wi) (w) ЖА, 而 转移 函数 P(z,t И 由 公式 (3) 给 出 . 

2. 公式 (25) 左 半 部 分 是 由 公式 (17) 左 半 部 分 用 7 RE u 得 到 的 . 但 是 如 果 在 
公式 (17) 右 半 部 分 用 了 К u, 取 EW FU ) ( 即 先 计 算 6(z) = E f(W), 然后 再 取 
o(W,)), 则 产生 , 一 般 来 说 , 是 不 正确 的 等 式 . 试验 证 此 事 . 


Gil 1. 试验 证 , 借助 于 (25) R (4 m = 1) 可 以 找到 随机 变量 ra = inf{t > 0: 
Wi =a}, 其 中 a > 0 的 分 布 (对 从 0 RAH Brown 运动 来 说 ; 这 个 问题 解 其 他 两 
种 解法 是 在 第 三 章 810 和 第 五 章 的 补充 与 习题 中 ). 
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设 在 (25) RP г = т, M n= (t 一 7)v0, RP t> 0. 这 时 对 所 有 的 ze 了 及 有 
Pz(r < оо) =1, 显然 ,7 e FZR), 且 对 所 有 的 ze 了 有 Pr(7 < eco)=1. ЩИХ. 
外 ,对 A= {r <t} E Fr 6 f(Wrin)la = f(Wi)14. 因此 , 根据 (25) 式 , 对 所 有 的 
ЕВ / =1Ь, RP Вє 2(В) 有 


E*141p(W;) = E*14(T"1p5)(W,). (26) 
这 里 左 半 部 分 是 P(r <t, W, € В). AA W, =a (P*-as.) 对 每 个 ze 及 有 
(T"1pB)(W,) = (Г”1в)(а) = Pla,n, В). 


进而 , (26) 式 右 半 部 分 等 于 


e g 
а, n, B)P* (dw) =J J Jaana | dw) = J*(a,t, В). 
IP {n>0} \ 217 (& 


对 集合 fw : n(w) > 0} 中 的 每 个 w, 正 态 随机 变量 N(a,n(w)) 的 密度 关于 过 后 :a 
的 垂直 线 是 对 称 的 . 因此 ， 


J*(a,t, В) = J*(a,t,2a – В). 
其 中 2а - В 是 集合 В 关于 过 点 a 的 垂直 线 的 反射 . 这 样 ， 
Pz(tr < t, Wi Е В) = Р(т < t, W; € 2a — В). (27) 
RM z <a,B=(-oo,a) Mt>0. 这 时 {Wi >a} c {r <t}, ШТ (27) = 
Pztr < t, W; <a) = P? (r < t, W; > a) = P?(W; > а). 
因此 , 考虑 到 对 所 有 的 a,z eR A P*(W, =a) = 0, 得 出 


Pz(T <t)=P*(7r <t,Wi<a)+P*(7 < И’ 2а) 
= P*(7 <t, Mesa <t, W: > a) 


_ w= ==)" 





= 2 Ta 
前 面 已 经 假设 w > 0 Я х<а 作为 习题 有 对 任意 的 a,x Ee R ARM. 0 


Mise 7 
狄 利克 雷 问 题 的 概率 解 


61. 在 附录 6 中 所 述 的 多 维 Brown 运动 的 性 质 给 出 了 在 概率 意义 下 经 典 狄 利 
#,& (Dirichlet) 问题 解 的 可 能 性 (参见 下 面 的 定理 1). 回顾 一 下 , 这 个 问题 的 提出 . 
在 区 域 G Cc Rm 上 要 求 找 出 一 个 调和 函数 g, 使 得 在 区 域 的 边界 OG 上 与 给 定 的 有 
界 可 测 函 数 f 相 重 合 , 其 中 ге B(AG)|AR), 9С 是 В" PHA. 

换 句 话说 , 寻找 函数 g= g(x1,… ,zm) 满足 方程 


Ag = 0 (1) 


且 边 界 条 件 | 
glag = Í, (2) 
其 中 А 是 Laplace #7. 
我 们 进行 一 些 准备 工作 . 定义 m 维 Brown 运动 И = {W(t),t > 0} 首 出 边界 © 
ӘС 的 时 刻 tac : 
Tag = inf{t > 0: И € OG}. (3) 


正如 在 附录 6 中 所 述 , 在 空间 Q = С([0, оо), В"), 且 具 有 该 空间 的 Bordo- № 
数 多 上 直接 给 出 的 Brown 运动 W. 与 前 面 一 样 ,P 是 过 程 W 的 分 布 , 正 是 自然 о- 
代数 流 . 关于 概率 空间 (О, F, P) 和 c- 代数 流下 作 了 通常 性 的 假设 . 

根据 第 三 章 定理 3, 随机 变量 тос 是 关于 o- 代数 流 { 多 }t>o 的 停 时 . 设 v = 
tac, ASAE 

` h(w) = (И). (4) 

AER, BT = {W(t),t > 0} 的 连续 性 有 WL є 2С. AW W, є 
F,\ BOG), F, C FM fe BAG)|A(R), Wh LAFF F|A(R)— А В. 
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WHR С 的 每 一 点 r, 取 半 径 为 R> 0, PLE г 包含 在 G 的 开 球 
Ув(2) = {y : ly- z| < R}, 
研究 球 У, (х) = {y : ly- 21 <r}, RP r< R. Ж (3) 式 可 以 定义 
Тау. (+) = inf{t > 0: Wi € OV,(z)}, (5) 
以 后 设 т = тоу, (+). 根据 第 三 章 定理 3 这 个 т 是 相对 于 о- 代数 族 {9 о 的 停 时 . 
我 们 需要 在 附录 6 的 85 中 引入 的 推移 算 子 0, 和 $1 中 定义 的 测度 Pe. 
以 后 假设 如 果 函 数 Y(w) 在 集合 D 的 外 部 没有 定义 , 则 对 w р 有 Y(w)1p := 
引 理 1. 对 每 个 x В" 和 任意 的 7 > 0, #4 [У.(х)] С G,P*-as. 有 
6f(WL)1p = f(W,)1p (6) 
其 中 D = {v < co}, и = Tag, T = Tav,(z): 


证 ， 设 Q, = 2 + Со([0, оо); К"), 其 中 те В”. EER, 对 所 有 的 ге Rm 有 
P(Q) = 1. 从 了 出 发 的 轨 关 要 走出 OG 一 定 先 走出 球 У, (х) 的 边界 . 因此 , Ш 
чЕРПО,, №] Brown 运动 轨道 的 连续 性 导出 不 等 式 


т(ш) < и(ш) (< оо). (7) 


注意 , 对 所 有 的 u,t > 0 有 И’, (0,0) = М, (ш). 取 任 意 的 we РПО... МЕЖ 
说 , М т(ш) =t. AF (6.21) 得 到 等 式 


0, f(Wr)(w) = РИ, ө) (Өнш)) = f(Wi4r(0.w)())- (8) 
现在 只 需要 验证 , 对 所 研究 的 点 w 有 
t 十 (0w) = v(w). | (9) 


由 (7) AA vw) >t. 此 外 , 对 s < +, Wsw) eG Al 


t+v(Ow) =t + шШНи >20: И”, (9) Е ӘС} 
=t+inf{u > 0: И (ш) Е OG} = inf{s > 0: W,(w) € OG} = v(w). 


这 样 , 关系 式 (9) 成 立 , 5 (8) 式 一 起 证 明了 性 质 (6). o 
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$2. Dirichlet 问题 的 解 . 
定理 1， 设 区 域 G C R”, 那样 , HBMAA CER" 有 
P* (Tag < оо) = 1. (10) 


这 时 , 对 在 0G LA HRT WM wake f, АЯ аж (2) 的 Dirichlet 问题 (1) 的 解 存 在 ， 
EATE И” В ААА 


g(x) = ЕИ.) « E€ GU 8G. (11) 


WE. Wv=Tac. НА хе OG E P*-as. v=0 Ж Wo = T, 则 对 所 给 出 的 函 
数 9 来 说 , 边界 条 件 (2) 是 满足 的 . 

现 验证 (1) 式 . 考虑 到 附录 6 中 的 引 理 3, 则 f(W) 是 有 界 随机 变量 (参见 , А 
sh (4) 后 面 的 讨论 ), 可 看 出 由 公式 (11) 所 定义 出 的 函数 g(z) 是 对 所 有 x e R” 有 
FLA B(R™)\|A(R)— 可 测 的 . 


由 于 (10) =, (6) 式 和 (6.22) R, 对 任意 的 点 ze G 有 
E*f(W,) = Е°0, f(W,) = ЕЕ" f(W»), (12) 


这 里 和 以 后 都 要 作 如 下 的 简化 , 如 果实 函数 Y(w) 没有 定义 在 集合 万 = 也 < оо} 2. 
外 , №] E*Y := Ez(Y1p)( 当 最 后 积分 存在 时 ), 而 Y1p 应 该 理解 为 在 集合 {v < оо} 
LA У, 在 集合 {v = оо} 上 为 0. 

设 Q? = Р=(И,)-1 是 空间 (9Q, 多 ,Pr) 上 的 随机 变量 W 在 aV) 上 的 分 布 . 
利用 公式 (1.23) 有 


E*H(Y) = 人 H(y)P*Y7"(dy), 


Y : Q > S,Y € F|A(S),S € A(R”) Ñ H : S >R, H € A(S)|A(R), Н (12) AA 
(11) 式 得 


g(x) = f vee ES WIE = J 1 (OTD) (13) 


证 明 引 入 的 分 布 函数 © 在 球 OV, (2) 上 是 均匀 分 布 的 . 考虑 到 (6.1) AA (6.2) 
式 , 研究 可 以 仅 限制 在 点 г = 0. 除 此 之 外 , 只 需要 验证 (作为 简单 的 习题 , 试 解释 )， 
对 任意 正 交 m MER О 有 QU- = Q°. 测度 VU 是 在 (Q, F, P) 上 随机 变 
Е U(Wa) 的 分 布 ， 其 中 CQ = Тау. (0): 注意 ， U(Wa) = (ОУ) в, 这 里 B= inf {+ 之 
0 : (UW), є 8(0)}， 这 是 由 于 , 在 正 交 变换 下 回 量 的 欧 氏 长 度 保持 不 变 . 此 外 ， 
(ОУ), t > 0} 依然 是 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 标准 Brown 运动 . 最 后 是 由 于 公式 (11.3) 
和 UU* = Г, BP I т 阶 单位 矩阵 , 从 而 得 出 . 


· 328 - 随机 过 程 论 


这 样 , 有 界 可 测 函 数 9 : С 一 В, 对 每 个 x eR” 和 任意 包含 在 区 域 G 中 的 球 
V,(z), 由 于 (13) 式 满 足 关 系 式 | 
i 
g(x) = n OVa) hac g(y) Ur (dy), (14) 


这 里 и, 是 ӘҮ, (х) 上 的 Lebesgue 测度 . 由 表示 式 (14) 得 出 函数 9 是 在 区 域 G 上 的 
调和 函数 , 换 句 话说 , Ag = 0. 为 了 这 个 结果 最 后 的 证 明 , 下 面 将 给 出 的 , 也 是 在 [24] 
中 所 讨论 的 . 


§3. 给 出 在 区 域 G C Rm 中 是 调和 函数 g 的 积分 条 件 . 


引 理 2， 设 g(z) 是 有 界 可 测 函 数 , 使 得 对 任意 的 ЕС FRARV, (2) CG 满 
足 性 质 (14). 这 时 , 函数 g 是 在 区 域 G 上 的 调和 函数 . 


vc(Z) = (OP —e)}, || <, 


0, z| >e, 
其 中 , | :| 是 R” 中 的 欧 氏 范 数 , 选取 那样 的 cle), 使 得 
| ve(x)dx = =e) | S,exp{1/(r? — =?)}ат = 1, (15) 
/R™ 0 


XE, 5, = 2rm-1xm/2JT(m/2) 是 Вт 中 半径 为 r 的 球面 积 . 同样 , 定义 函数 ge ЧЕ 
为 函数 g о. WER, ВП 


9с(2) = I. ve(x—y)g(y)dy, => 0, хє", (16) 


其 中 函数 g 认为 在 区 域 С 外 补充 定义 为 0. 很 容易 看 出 , 对 每 个 < > 0 函数 ge 在 
В” RERET (ge € C%(R™)). 

设 Gle) = {r EG: Vx) СС}, Ё = > 0. 每 个 那样 的 集合 是 开 集 且 当 = |0 
时 有 G(e) ТС, 即 U С (=) =G ТЕ < =’ NFA Gle) с Ge). 由 (16) &, 考虑 到 (15) 


式 和 (14) È, Xf e > 0 和 ze C(e) 找到 
oO- 人 a+ stale = 96+ 299094 
де) | J. po SE TASU? = 2) dir 
-do f exp{1/(r 9 т + 2) и. (аг)аг 
— g(x)e(e) [ S, exp{1/(r? — e2) }dr = g(a). 
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Aik, MH e>0 Alc є Ge) A gl) = ge(7x). 所 以 对 每 个 se > 0, 0 є C™(G(e)), Ш 
是 说 g < C™(G). 
固定 任意 的 <>0 和 x eG(e). 对 zev (0), 根据 泰勒 (Taylor) 公式 有 
g(a + 2) = g(x 1+ oa fe +52. 60 ) ра, 2), 


这 里 , 当 < 一 0 时 有 





sup R(x,z) = о(=°). 
2ЕУ. (0) 


注意 , WRG =1...: т 和 >0 有 
| 2ки= (42) = 0, J Zp%5fle(dz) = 0, Kk Az. 
AV. (0). ƏV; (0) 


因此 ， 


1 
9(т) == |  9(т + z)ueldz) 
Se OV. (0) 





= g(x) + t У 3 gla) zi Le (dz) + =| R(x, z)dz (17) 
25: 全 Ok Javo о Se Javo 


考虑 到 м Е 0 时 对 zeG(e) 有 
1 


| R(x, z)dz = о(=^) 
Se aVv.(0) 





Zr bbe (dz =] 25 ц dz) = < 
haa” ) = m Ja У) =( ) 


Ve(0) 5—1 


于 (17) AH, 对 ze Ge) 有 
= А + o(e7) = 0 
z g(x) + 0(=) = 0. 


HA РН] ze G A Ag=0. ЦП 
这 样 , 引 理 2, 因而 定理 1 UE. O ~ 


54. 将 定理 1 的 证 明 与 下 面 习题 的 结果 进行 有 意义 的 比较 . 

1. 试 举例 说 明 , 有 那样 的 区 域 G, 使 得 具有 在 OG 上 边界 条 件 у = 0 的 Dirichlet 
问题 (1) 有 无 界 的 解 。 = 

2. КЕ, М m > 2 时 , 从 点 r © B,(0) \ {0} 出 发 的 Brown 运动 , (以 概率 1) 走 
出 这 个 排除 中 心 的 球 , 同时 不 走 进 点 0. 进而 , ХЕХ С = {ye R™:0<lyl <r} Е 
Dirichlet 问题 (1),(2) 的 有 界 解 将 仅 由 在 球面 ly =r 上 函数 f 的 值 所 确定 . 
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注 1， 如 果 G 是 в” 中 的 有 界 区 域 , 则 条 件 (10) 总 是 满足 的 . 这 是 由 于 过 程 

W 的 每 个 分 量 满足 于 重 对 数 律 (参见 , 第 三 章 定理 8). 以 后 , 如 果 G 是 有 界 区 域 , 则 

G 是 紧 集 , 看 作 是 有 界 闭 集 . Alt, 如 果 对 那样 的 区 域 G RA f 在 6G 上 连续 , 则 

它 自 然而 然 是 有 界 的 . 由 于 附录 6 中 的 注 1 在 定理 1 中 的 f 有 界 性 条 件 可 以 要 求 
为 , 对 所 有 的 хе В" 有 

E |F (Wro < оо (18) 


55. 研究 Dirichlet 问题 解 的 唯一 性 . 


定理 2， 设 满足 定理 1 的 条 件 . 这 时 , 每 个 具有 边界 条 件 (2), 问题 (1) HAR 
解 将 由 公式 (11) 给 出 . 


Е. Bg EKR G CR” 上 的 有 界 调 和 解 , H дос =f. RG,={rEG: 
int lz —y| > 1/n}. XT z e Gan EN, t 0 研究 相对 于 o- 代数 流 (1 )+>0 的 停 


(а t) = ЕЛ та, Пу, (=) - 其 中 тм = inf{t 20: W€ M} 对 闭 集 M C R”, 而 
Valz) = {y ER” :|y 一 zx| <n}. 根据 对 带 有 6 = В, № Ito 公式 有 


g(Wa) = g(Wo) + > LS и PWs) ру + > | Í Ag(W,)ds. (19) 
因为 对 s < BAW, ЕС, 所 以 (19) 式 中 右 半 部 分 第 二 个 积分 等 于 0. 
(19) 式 两 边 取 数 学 期 望 E* 有 
Е° (Ив) = E*g(Wo) = g(x). 
对 每 个 хе С, 对 上 取 极 限 (t 00), 然后 再 对 п 取 极 限 (п 一 оо) P?-a.s. 有 
| 9(И’в, (x,t)) — 9 Wroe)s 
由 于 Lebesgue 控制 收敛 定理 有 
Е9(И’в, (zt)) > E 9 Woe), 
这 样 就 证 明了 函数 9 表示 成 (11) 式 的 形式 , Вр Dirichlet 问题 解 的 唯一 性 ， 口 


86. 研究 在 靠近 区 域 G 边界 附近 , Dirichlet 问题 解 的 行为 . 
对 R” PIPE G 引入 停 时 . 


ис :二 inf{t > 0: W, ЄС), 其 中 G=R™\G. 


定义 1. Az OG 称 作 规则 的 , 如 果 Pz(ve = 0) =1. WH OG ERRE К 
作 不 规则 的 (或 奇异 的 ). 
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注意 , 这 个 规则 性 的 定义 在 某 种 意义 上 是 具有 局 部 性 , хде дс 是 规则 的 当 且 
仅 当 对 某 个 点 作为 СПУ, (2) 的 边界 上 的 点 是 规则 的 , 其 中 r 是 某 个 > 0 WAR, 
У, (2) = {y E R” : |у – z| <r}. ` 

3. 试 证 , WR m = 1, 则 边界 OG 上 的 任意 后 是 规则 的 . 


定理 ([148;р.145]). Hm>2 和 ze 9G. 这 时 , 下 面 的 条 件 是 等 价 的 : 


1) z 是 区 域 G 的 边界 OG ENR A; 
2) 对 任意 的 有 界 连 续 函 数 f :9G 一 民有 olin „ЕРДИ тас) = F(z); 
3) ЕЖ = > 0 A сит _ P* (tac > =) =o 
边界 上 的 点 是 规则 的 最 简单 充分 性 条 件 是 由 下 面 的 习题 给 出 
4. 设 ге 28, 可 以 找到 对 某 个 7 > OUR zz 为 项 皮包 售 在 R” \ (СПУ. (2)) 内 
的 锥 体 . 这 时 , z 是 规则 后. 
回顾 一 下 , 以 0 点 为 顶点 的 锥 体 是 集合 


С(у, 0) = {z € R” : (x,y) > |z|- [у с0$0}, 其 中 y 关 0 ee R”,0 € (0, т]. 


前 面条 件 中 所 述 以 > 点 为 顶点 的 锥 体 的 集合 是 z 十 C(y,9), EP, y £0 和 0 є (0,7). 
与 定理 1 PRE (10) 相关 的 是 下 面 的 有 趣 的 习题 

5. ([148; p.253]). 设 v(x) = Р (те = оо). 试 证 , vfz) 是 区 域 G 上 的 调和 函数 ， 
如 果 > 是 边界 上 的 规则 点 , 则 lim 9(2) = 0. 特别 的 , 如 果 任意 边界 上 的 点 是 规则 
的 , 则 函数 Ло + g(x), 其 中 


g(x) = = Е” f( Wr )1 {ry<o0)} 


对 每 个 CR FE Dirichlet 问题 (1),(2) 的 解 . 除 此 之 外 , 这 个 问题 任意 的 有 界 解 
都 有 上 面 的 形式 . 

87. 下 面 的 两 个 结果 是 相对 于 扩散 过 程 的 , 一 般 地 说 , 要 比 Brown 运动 厂 . 

预先 回顾 一 下 生成 元 的 定义 . 

定义 2， 称 作 在 Banach 空间 5 Е (Teo 的 生成 元 (或 无 穷 小 算 子 ) 的 算 
ТА 是 如 下 的 形式 定义 的 : 
f 


Af = s- lim п} — 
t—0+ t 


定义 在 那些 元 素 Fe S$ Е, 使 得 上 面 的 极限 ( 依 范 数 ) 存在 . 
定理 4 ([169; р.95]). Ж Х = {Xt,t > 0} я R” PHB, 且 为 下 面 随机 微分 
方程 的 解 
dX, =b(Xe)dt + o(X)dWi, Xo = z € R”. (20) 
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设 4 是 由 下 面 公式 给 出 的 半 群 的 生成 元 (Tfr) = E f(X), ЖФ, Ez 应 该 指出 的 
Æ Хо = 1. 

”这 时 算 子 4 的 定义 域 24 PASH CHR") 中 的 所 有 函数 (有 界 连续 函 数 , 且 
具有 有 界 连续 的 一 阶 、 三 阶 导 数 ) НХ fe ОВ”) 有 


9°; 
OriOT; 


Afa) = Уы) 52 +5 D 000") la) 


+2. 因为 Brown 运动 W = {W(t),t > 0} 是 方程 ах, = dw, 的 解 (这 里 ， 
b=0, 0o =I Æ т 阶 单位 矩阵 ), 则 定理 4 指出 , 对 Brown 运动 所 对 应 半 群 生成 元 是 
定义 在 CR”) 中 函数 的 算 子 是 A/2 的 扩张 . 


定理 5 (邓肯 (Dynkin) AX). 假设 满足 前 面 定 理 的 条 件 , т 是 停 时 , E Ет < 
о. Rf 2 Фа PHAR BK, 这 时 , 对 每 个 ZE 了 7m 有 


EC = fle) +E ( | Ах). (21) 


Gli. ЖИ = {W(t),t > 0} Я R™(m > 2) 中 的 Brown №. 求 数学 期 望 Ex7， 
其 中 т = тру, (0) 是 Brown 运动 肖钦 走出 以 0 为 球 心 , г 为 半径 球 (lz| <r) ВЕТА. 


设 ти, = тЛп,пе М. ЖЖ Ге CR”), 使 得 当 |у <r 时 有 f(y) = ly. 这 
时 , 由 于 (21) 式 和 注 2, 对 ze v0) 有 


Er FW.) = fa) +E (人 олло). 
因此 
E? f(W,,.) = |z|? + Е? (| | mds) = |22 + mE” Tn. 
0 


考虑 到 , 对 每 个 ne Мм |, | <r, 得 到 Ет, < (72 — |22) /т. 显然 , Pz 一 a.s. т < оо 
M4 п 一 со 时 有 m 1 т. 因此 , + n> оо 时 有 


E* f(W) 一 E f(W = т, 


Er = lim Ет, = (r° — |x|*)/m. 
TUF OO 


6. Я x ¢ V,(0). 试 求 概率 Pr(r < оо), 其 中 т-Вгоми 运动 (在 В" 中 ,mm > 2) 
首次 到 达 球 V-(0),r > 0 的 时 刻 . 


$8. 讨论 Dirichlet 问题 (1)~(2) 的 某 些 推广 . 
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设 在 CR”) 中 给 定 半 椭圆 算 子 
1 9? ð 
L=; 2O 55 Be, + Lae 


这 里 的 半 椭 圆 性 意味 着 对 每 个 x € В", 对 称 和 矩阵 a = (ai) 的 特征 值 是 非 负 的 (ПЖ 
圆 性 意味 着 对 每 个 x < В”, 对 称 和 矩阵 a = (ai;) 的 特征 值 是 正 的 ). 

对 区 域 G с в" 和 连续 函数 f: 0С > К, 我 们 类 比 着 对 Dirichlet 问题 中 的 
Laplace 算 子 来 寻找 被 称 作 L- 调和 扩张 7, 即 寻找 那样 的 函数 g, 使 得 在 G 中 有 


| Lg=0 (22)® 
和 对 所 有 的 “规则 ”点 z €E OG 有 
iim, 9(7) = (2). (23) 


“概率 的 途径 ”去 解 这 个 问题 是 : SAT Г 联系 的 相应 的 m 维 扩散 过 程 X = 
{Xi,t > O}, 即 乃 是 方程 (20) 解 的 过 程 , 其 中 W = {Wi,t > 0} 是 R” 中 的 Brown 
运动 , 而 矩阵 a = (aij) 那样 有 oo* = а. 

可 以 验证 , 那样 过 程 X = {Xi,t > 0} 的 生成 元 4 在 CR”) 上 与 算 子 工 相 重 
A. 因此 , 类 似 定理 1 自然 而 然 地 要 研究 函数 


g(x) = E f(X Taa) | (24) 


且 要 研究 它 是 否 满足 关系 式 (22) AM (23) =. 

为 了 实现 这 个 目的 , 首先 需要 关心 的 是 方程 (20) 解 的 存在 性 . 为 此 , 只 需要 系 
数 b То 对 某 个 M > 0 满足 利 普 希 茨 (Lipschitz) 条 件 
b(z) — b(y)|+lo(z) -—o(y)| < М=-у, xy ER”, | (25) 


~ : 


其 中 范 数 | . | ORS RT A. 此 外 , 对 o BSR PP ARRE 
Mo 的 所 有 元 素 是 属于 CUR”) 类 . 为 了 在 (24) 式 中 函数 9 有 意义 , 自然 而 然 地 要 
假设 , 对 所 有 的 zeG 有 | 

P*(tag < оо) = 1, . (26) 


其 中 roa 是 过 程 X = {Xs,t > 0} 首次 走出 区 域 G 的 边界 时 刻 . (前 面 对 Brown 38 
动 所 定义 边界 上 的 点 的 “规则 性 ”, 同样 也 适用 于 扩散 过 程 .) 

遗憾 的 是 ,与 Brown 运动 (4 L = A/2) 的 区 别 是 在 一 般 情况 下 前 面 所 指出 的 
途径 不 能 导出 问题 (22)~(23) 的 解 . 但 是 , 对 这 个 问题 进行 一 些 形式 上 的 改变 , 前 面 
所 述 的 思想 可 以 得 到 被 称 作 “Dirichlet 随机 问题 ”的 “概率 ” 解 . 
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定义 3 局 部 有 界 可 测 函 数 9 称 作 在 区 域 G с Rm 上 相对 于 扩散 过 程 X, X 
调和 的 , 如 果 对 所 有 的 лес ТАНАТ Сс С, зеи 有 
g(x) = E g(X ru) 


В / = fl) 是 定义 在 ге dG 上 的 某 个 有 界 可 测 函 数 . 称 函 数 g = g(x), EG, 
是 “Dirichlet 随机 问题 ”的 解 , 如 果 


9 是 在 G 上 X- 调和 函数 (27) 
Ax xz €G,P*-as. 有 
` т 0(Х,) = (Хо). (28) 


定理 6 ([169;р.139]). Hf ZRROG 上 的 有 界 可 测 函 数 , 其 中 ССВ". 这 
时 , 存在 “Dirichlet 随机 问题 ”(27)~(28) 的 解 , E HAA (24) 给 出 .“Dirichlet 随机 
问题 ” 解 在 下 面 的 意义 下 是 唯一 的 , Pe Ro С 上 的 有 界 函 数 , LR (27) 式 和 
(28) 式 , 则 g 由 公式 (24) Au. 


引入 下 面 的 一 个 结果 : 在 一 定 的 条 件 下 “Dirichlet 随机 问题 ”的 解 也 是 最 初 
Dirichlet 问题 (22)~(23) 的 解 . 

HJEMR k M a € (0,1, 设 C*t+°(G) 表示 定义 在 区 域 G cR” 上 那样 实 函 
数 的 全 体 , CHEBBAAS k 阶 的 偏 导 , BB к 阶 导数 满足 以 a 为 指数 的 赫 尔 德 
(Holder) 条 件 . 如 同 以 前 一 样 , 假设 满足 所 述 的 条 件 , 以 保证 存在 方程 (20) 的 解 , 其 
中 包含 条 件 (25). 


定理 7 ([169;p.141]). 设 工 是 区 域 G 上 的 一 致 椭圆 算 子 , 即 对 zeG 所 有 的 
HEFE (а:3(2)) 的 特征 值 都 是 不 等 于 0 ENER. Kf LOG LM ARERR, 使 
得 ре СА), {ЖЛ о є (0,1). 这 时 公式 (24) 给 出 了 Dirichlet 问题 (22)~(23) 
的 解 ， 

Brown 运动 和 扩散 过 程 可 以 得 到 “概率 ” 解 , 不 仅仅 是 Dirichlet 问题 , 而 且 对 许 
多 其 他 偶 微 分 方程 理论 中 的 经 典 问题 ( 柯 西 (Cauchy) 问题 , 施 特 落 (Stefan) 问题 等 
等 ) 也 如 此 . 引入 关于 这 方面 的 一 个 著名 结果 . 


定理 8 (RAS (Feynman) – Е (Кас) 公式 )， 设 函数 fe С2(В") 和 
$ 
u(t, z) = E? л) ер { - | a(X,)ds X ) £30, зе в", 
0 | 


其 中 а RARER Ж. 这 时 ， 
Ou 
a Au 


这 里 ААУ X = {Xi,t > 0} 的 生成 元 . 
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关于 前 面 所 涉及 问题 的 类 似 情况 , AR AE FOR AE i У НОЯ Е ВЖЕ, 
可 参见 , 例如 [5, 95, 148, 169]. 


| 


附录 8 
Ka 


$1. 在 许多 有 趣 的 问题 中 不 得 不 去 研究 非常 小 概率 事件 族 . 正如 在 第 四 章 519 
中 所 见 到 的 那样 , 在 一 定 的 条 件 下 , 初始 资本 为 yo 的 资产 破产 的 概率 是 以 指数 形式 
很 快 的 衰减 ( 依 yo). 在 许多 情况 里 , 可 以 证 明 , 所 研究 概率 的 衰减 速度 ( 依 某 个 参数 ) 
为 同一 到 指数 . 大 偏差 述 语 的 产生 是 与 研究 独立 随机 变量 和 有 关系 . 如 果 Xi, Xo 
是 中 心 化 的 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , Н 5, .= Xi + Хх +... + ХьпЕ №), 则 被 
称 作 大 偏差 的 是 事件 , 它 是 由 5, 偏离 0 ( 即 中 值 ) 的 阶 是 n 所 组 成 .而 与 正 态 偏 
差 有 区 别 ， 正 如 其 在 中 心 极限 定理 中 所 提 到 的 , 偏离 的 阶 是 vn, 现在 涉及 关于 形 如 
{Sn > £n}, {Sn < —xn}, {|S,| > aon} 的 事件 , 其 中 x > 0. Р, 经 典 的 Cramer © 
H (参见 , 例如 , [115]) 告诉 我 们 , EPERRA U(t) = Eexp{tX,}, 其 中 teR 一 
定 条 件 下 , 描述 当 n оо 时 对 x > 0,(1/n) log P{S, > en} 的 渐 近 行为 ”. 其 等 价 形 
式 可 以 研究 (1/n)1logP{Sn/n є Е}, ХИ] F 是 半 直 线 [x,o0). 自然 也 可 以 提出 
类 似 的 问题 , 它 是 不 同 于 1/n 规范 化 因子 的 和 S, 落 入 到 集合 BCR 的 概率 . 结果 
将 是 依赖 于 规范 化 因子 的 选取 , 和 各 项 的 分 布 以 及 集合 B. 

下 面 所 叙述 的 对 所 确定 事件 概率 族 的 对 数 渐 近 性 质 研 究 方 法 , 是 在 泛 函 极限 定 
理 的 一 般 理论 框架 下 进行 的 : 研究 在 距离 空间 中 的 测度 族 . 在 描述 渐 近 性 质 时 , 随后 
引入 的 偏差 函数 (速率 ) 起 着 关键 作用 . 这样 对 随机 变量 和 的 研究 可 以 用 随机 过 程 
族 (当然 是 规范 化 的 ) 来 代替 . 同时 , 我 们 将 指出 以 Strassen 公式 中 的 重 对 数 泛 函 定 
律 是 与 当 s 一 0 时 , 过 程 {VeW (t),t € 0,Т} 的 概率 分 布 密切 联系 的 , 其 中 W 是 
Wiener 过 程 . 为 此 , 将 建立 了 Schilder 定理 . 为 证 明 它 , 同样 要 求 偏差 函数 的 性 质 ， 
以 及 关于 т 维 Wiener 过 程 行为 的 辅助 性 结果 . 作为 本 章 最 后 部 分 , 简单 地 研究 了 
重 对 数 律 的 一 些 其 他 推广 . 


№ пов 表示 以 自然 数 为 底 的 对 数 
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§2. 以 后 总 是 假设 S 是 具有 距离 p 的 Polish 空间 . 


定义 1. 函数 f :S 一 [—co,+00] 称 作 在 点 zeS 下 半 连 续 的 , 如 果 对 S PE 


lim inf f (£n) > f(z). 
很 容易 看 出 , 这 个 性 质 等 价 于 关系 式 
lim inf f(y)= f(z), 


=10 yEV. (х) 
HH У. (2) = {y €S: р(х, у) <e}, > 0. 
称 作 函数 f :5S 一 [-00,00] 是 下 半 连 续 的 , 如 果 它 在 每 一 点 ze S 上 下 半 和 连续. 
不 难 验证 , 函数 下 半 连 续 的 当 且 仅 当 对 任意 的 ce В 集合 {x : f(z) < с} 是 财 的 . 


定义 2. AX I :S— [0,0] 称 作 偏差 函数 HARB, WR 
1) Г= œ; | 

2) I PARES: 

3) 对 任意 的 c 0, оо], 集合 (х: I(x) < ch RAR. 

注意 , 由 3) 可 以 得 到 性 质 2), 因为 传统 上 它们 都 在 定义 之 中 . 


定义 3， 称 作 (S, 多 (S)) 上 测度 (概率 ) 族 {P。}e>o MELA eZ BRM I OY КЛА 
差 原 理 , wR 
1°. 对 任意 的 闭 集 F, 有 lim sup € log P.(F) < -I(F); 
2°. 对 任意 的 开 集 G, 有 lim, inf e log Pe(G) > —I(G), 其 中 
I(B) := inf I(x), BCS. 
特别 的 , 如 果 对 Be BS) A 


inf Д2) = inf I(x), 
sng. Ho) = nf а) 


I< во 和 [B] 相应 的 表示 集合 В 的 内 核 和 闭 包 , 则 由 1° 和 2° 得 出 , 当 = | 0 时 有 
Р.(В) = exp { (В) +90). 


这 样 , 如 果 0 < ГВ) < оо W4 e 10 时 P.(B) 以 指数 衰减 , BER US eh 
数 exp{—I(B)/e}. | 

概率 测度 弱 收敛 的 定义 与 定义 3 相近 的 (参见 第 五 章 定理 1). 注意 , 利用 定义 
3 的 变形 , 在 那里 因子 = 的 地 方 可 以 用 速度 v(e) ЖА, 即 某 个 正 函 数 v(e) 一 0, 5 
e | 0 时 . 

引入 类 似 测度 族 密度 的 概念. 
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定义 4。 测度 族 {Р}. 称 作 指 数 胎 紧 的 ， 如果 对 任意 的 М > 0 存在 紧 集 
Ku CS 使 得 
lim sup = log P,(S\ Км) < -М. 


不 难看 出 , 如 果 测 度 族 {P,,},>1 满足 大 偏差 原理 (在 定义 3 中 用 1/n 代替 в, 用 
Pr 1 Pe), 则 它 是 指数 胎 紧 的 . 


下 面 两 个 结果 指出 , 对 测度 族 的 大 偏差 原理 与 研究 确定 的 函数 族 对 这 些 测度 的 
积分 极限 行为 的 联系 . 第 一 个 所 介绍 的 结果 (参见 , 例如 , [115; p.32]) 称 作 瓦 拉 特 汗 
(Varadhan) 引 理 . 


定理 1 (Varadhan). 设 测度 族 {Pn}n>1 满足 大 偏差 原理 (АЖИ RH Г) 
RAA H:S>R ARALAR. 这 时 , 有 


lim + log | eH p (de) = зир[Н(+) — 1(2)]. 
пс П 5 ZES 


包含 Varadhan 引 理 的 道 命题 的 结果 有 
定理 2 ( 布 利克 (Bryc)[104]). 设 测 度 族 {Paj 是 指数 胎 紧 的 . 设 对 所 有 的 
H € O(S) # п» œ 时 有 
1 H 
An(H) := — log | eH) p (45) 一 A(H) ER, 
5 


这 时 , {Pn jn>1 WARA M Г(х) = „50р N —A(A)| 的 大 偏差 原理 . 
ECs, 
天 于 在 拓扑 空间 中 测度 族 的 大 偏差 原理 , 参见 , 例如 , [114]. 
83. 为 了 引入 有 实质 内 容 的 偏差 畏 数 (同时 满足 大 偏差 原理 的 测度 族 ) 的 例子 ， 
它们 以 后 将 要 用 到 , 我 们 还 需要 一 个 简单 的 结果 . 
对 BCS 和 5 >0, 设 В? 表示 集合 BH 6— Sik, BE 


В? ={zeS:plz,B)<6 8, р(х, В) = inf{p(x,y) :y € В}. 
引 理 1. 如果 了 工 是 偏差 函数 和 成 是 5 的 闭 子 集 , 则 当 6 410 A LFS) + ЦР). 
iE. 显然 | 
I(F°) = inf, I(x) < inf I(x) = ЦЕ), 


АНЕ (Е?) 在 [0,00] 上 不 增 的 . 假设 (F) < оо. 这 时 , 对 任意 的 n eN 可 以 找到 
En Е FY" 使 得 I (an) < ЦЕ") +1/п < ЦР) +1. 由 于 定义 2 的 性 质 3) 得 到 序列 
{znjn>i 属于 某 个 5 中 的 紧 集 У. 因而 , 存在 x e V 和 子 序列 {п} 使 得 当 了 一 оо 
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时 有 zw — 2. 因此 lim inf T(zn,) > T(z). 除 此 之 外 , 因为 cn, Є FY 对 ;EN 所 
Ware Е. 0, 
ГЕ) < I(x) < liminf (2, ) < lim inf[T (F) + 1/n,| 
joo 一 co | 
= liminf I(F°) < limsupI(F°) < ЦЕ). (1) 
010 910 
设 IF) = со, 即 对 每 个 ze Р 9 I(x) = оо. 假设 当 一 оо 时 (ЕУ), 不 


趋向 оо. 这 时 可 以 找到 М > 0 和 序列 {riy EARRAN Е NA (F) < М. 
余下 的 讨论 完全 类 似 在 (1) 式 中 的 估计 . 引 理 得 证 ， 口 


$4. 在 空间 S=C((0,T];R™) 中 引入 函数 OZR) 
(2) 
со, 其 他 情况 ， 


这 里 , | .| ER” 中 的 欧 氏 范 数 ,2 人 = (PY (®,... ‚2 (0), НЕА р 的 绝对 连 
续 性 意味 着 , 对 te [0,Т],К=1,... т A 


T 
Io) = | ; | |20, 如果 y- 绝对 连续 函数 , Н 0(0) = 0, 
0 


t 
(Е) = (8) (0) + | pP (udu, KB o™ є ІЛ, Т]. 
0 


SIH 2. FAM BAT AAS 上 的 偏差 函数 . 

证 ， 定义 3 的 条 件 1) 显然 是 满足 的 . 验证 条 件 3) 成 并 . 证 明 集 合 Sm = {фе 
S: I(p) < ММ 2 0 在 S 中 是 紧 集 . 对 oe 5м 和 s,t є [0,T| 利用 Cauchy - 
Bunyakovskii – Schwarz 不 等 式 有 


ett) — $9 = | | ooa < | еш) 





S У tw lau) t = s|"? < (2M|t ~ s|)™?, (3) 


其 中 对 向 量 函 数 的 积分 , 如 一 般 一 样 , 是 对 每 个 坐标 分 量 取 的 积分 . 


因此 , 对 te [0,7] 有 |2) < (2МТ):/2. 这 样 集合 Sy 是 由 一 致 有 界 且 一 致 连 
续 的 函数 所 组 成 . 根据 阿尔 泽 拉 (Arzela) — 阿 斯 科 利 (Ascoli) EHE 5 中 Sm 的 闭 
集 是 紧 集 . 剩 下 只 需要 验证 Sy 是 闭 集 . 

У peSfneN FAR 


Jale) = 5 У (ЕТУ) — p(k – Т/п), (4) 
k=1 
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RA SO ={peS:y(0)=0}, BRK 
supJn(y), p E SW, 
Ј(ф) := Е (5) 
оо, р є 5\5(0). 
由 (4) REH Glo) = зар 7, (р) 是 在 S 上 的 下 半 连 续 函 数 (如 同 连 续 函 数 的 上 确 


FL). 对 y Ee SO 6 Ј(р) = С(р) 和 对 рє SSO 有 Ј(о) = оо, 因此 , BR, ЛЕ. 
SO 上 的 下 半 连 续 函 数 . 这 样 , 对 性 质 3) 来 说 只 需要 验证 ,在 S 上 有 








J=I. (6) 
首先 验证 如 果 To) < оо 则 (р) < œl є 5 中). 类 似 (3) 式 得 到 | 
п <" ЕТ /n | 2 
Jalo) = J: Jo a 
kT /n уз 
<5 ЭЗ т» Рам = ИФ (7) 


因此 , 有 Jle) < (р) < оо. 
现 设 J(y) < œ, Ж р є SO. H pn,(n є N) 表示 逐 段 线性 函数 ， 且 节点 
(kT /n, p(kT/n)),k =0,--- „п. 
显然 ， 
Jale) < Tp) М Inv) = Inn) = Ten), n EN. (8) 


Bw y € CP ([0, T]; К"). 考虑 到 , Ч п — оо 时 pn 一 至 收敛 到 р, 有 
[ (p(t), 000) 4 = lim af lonl (Edt, 
其 中 , (,.) 是 Rm 中 的 内 积 . 根据 分 部 积分 公式 有 
T | T 
| «обода = — tim, [| (фолка 
0 0 


注意 到 (8) 式 得 到 
| Т 1/2 Т 
а (Гом) (ff wore) 


< Д/У», 


这 里 , ||. [12 是 空间 LoT] 中 的 范 数 , 该 空间 是 由 取 值 于 В", 且 每 个 坐标 分 量具 有 
对 Lebesgue 测度 平方 可 积 的 风量 函数 (等 价 类 ) 所 组 成 . BORE, 在 Lo, Т] АБ 
密 的 空间 С° ([0,Т]; В) 上 产生 有 界线 性 泛 函 


T | 
F(Y) = ] (p(t), Be) dt, (9) 


1/2 


Г А 
] (p(t), bli dt 
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它 根据 哈恩 (Hahn) – Banach 定理 , 保 泛 地 扩张 到 L? 0, T] E (参见 ; 例如 ， [35; 第 四 
=, 84, 第 三 段 ]). 再 根据 Riesz 引 理 (参见 ; 例如 , [60; 5—2, p.57) FERDIA 
a € І?[0,Т| = 


T 
Еф) = | (a(t), w(t)) dt, 
因为 L0, T] с L110, Т] 则 分 部 积分 , ое C§$°([0, T]; R”) 得 到 


Е(+) =- [ ([ a(u)du, 00) dt, (10) 


比较 (9) 式 和 (10) 式 得 出 
y(t) = -| a(u)du, ФЕ (0,7). 


因此 , р 函数 绝对 连续 和 Г(ф) < оо 
这 样 , 我 们 证 明了 
{teES:To)<ocol={ec9:JPp)<oco 
集合 SL – {рє 5: 1(р) < оо} MEF AE (Cameron) - 马丁 (Martin) 空间 . № 


证 对 pe Y AIle = Jo). 
Е yp €C™((0,T];R™). 这 时 Sup 00 (t)| = с; < wo, = 1,… т. 因此 , 利用 
tEJO,T 


Taylor 公式 得 到 


Ilo) = 5 У ОТ) – ФФ (К – YT /n)/? 
k=1 j=1 
= 55 У (6 Т/п) + O(n), 
k=1 
因为 ge С([0, Т]; Ж"), 则 
Т < 2_ У | | 
m DO -D/P — f 10084: < оо, n= 00. (11) 


由 (5) 5, (8) 式 和 (11) 式 得 出 , 对 y € C%((0, T]; R”), (0) = 0 有 
/(ф) = Құ). (12) 


mR y EF 则 对 任意 的 c > 0 可 以 找到 函数 pO є C~((0,T];R™), 使 得 p© (0) = 0 
和 | 
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利用 范 数 的 性 质 (在 200,7] 中 ) 有 
Гр) — 1/2 (p®)| < П? (р – pO) < «1/2, (13) 
因此 , 考虑 到 (7) 式 和 (8) 式 找 到 
In? (pe) — По = |? (en) – ТФ) < PPA (р, = (9) 
= ЛИ? (ф- 9) < PP (р gp) < е1, 
Н ЖЯ] №, 
792 (4) — Ip] < el? (14) 
这 样 , 对 pe .9 由 于 (13) 式 , (14) 式 给 出 估计 
p) – Tp < l) – 112009) + O) – 20б) 
+I? (p) — Jlo) < 221/2, 
这 就 证 明了 了 和 JJ 了 在 .2 上 相 重 合 . 引 理 得 证 O 
$5. 在 这 一 市 中 , 将 建立 概率 空间 (0,.2,Р) Е т 维 Weiner 过 程 W = {W(t)， 
t > 0} 的 一 些 性 质 . 
引 理 3. 对 任意 的 y,v > 0 下 面 不 等 式 成 立 : 


su > < 2mexp < 一 У 
P( p ВИ >) <2 了 | | (15) 


$20, 2mv 
iz. Xto eR”, 引入 过 程 
Ab(t) = exp WE) 9) — ор] ‚ #20. 


很 容易 验证 , {Xo(t),t > 0} 是 相对 于 Wiener 过 程 W 所 产生 的 自然 o— АОН, 
对 任意 的 入 >0 有 


р | sup (W(t), 6) > " 


Е [0,2] 


1 
<P | sup exp (Ar в) — 5002.) > ехр fary - inte} 


te [0,2] 


1 | 
= Р | sup Хле(®) > exp far — раи) ) 


Е [0,2] 
te 10| = 1. 这 时 , 根据 第 四 章 推 论 5, 最 后 的 概率 不 超过 
ЕХ У, (v) 加 EX)9(0) — 


_ 1\2 _ 52 
2, 一 12 ET Y Se 2 








) 
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这 里 考虑 到 , 在 点 Л y/v 处 函数 OA) = + А2, 达到 最 小 
如 果 0. 表示 第 有 & 个 坐标 轴 上 的 单位 向 量 (k= 1, ,m) № 


SU Su 之 T 
P (sp W(t)| 2 v) < <> Р (sup (W(t), Ox) | > +] 


+ 
<2m sup P| sup (W(t); 0) > —— 
өлө sup 0:0) Z) 


2 
-了 
< 2те zm», Ш 


引 理 4， 设 确定 性 向 量 函 数 ae ст, Т]; В”). 这 时 ， 


Т T 
] (аби), dW(u)) = (a(T), W(T)) — J (аби), W (иди. (16) 
ik. 显然 , 只 需要 研究 m=1 的 情况 . 由 于 第 八 章 引 理 4 有 
[ а(и)а (и) = Lim. g Da (W (tear) — W (th), (17) 
=0 
其 中 , A tk =kT/n,k=0, ,n(n є №). 
我 们 有 
Sa ак) (И (tk+1) — W(tk)) = WT) 一 3 W (tx) (@(te41) 一 Qt 


=a(T)W(T) — У W (+. )б(и)аи 
考虑 到 Wiener 过 程 的 独立 增 量 性 , 可 得 


T 2 

Е УВ а(и)ай/ (и) —a(T)W(T) + | vores) 
= lim E 局 7 (了 四- —W(tz))a a) 
= lim > (三 (W(u) 一 W (t))@(u)du 


tt у 
im, У Е | © 


tk 


| 


Hi 


—W(tx))*d uf и a(u)“du . 


tk 十 1 tk+1 
lim S aa a(u)*du 
mn 一 co 5 th th 


nl t 2 T 
. (tk+1 — th)? | à 4)? Г | sA, \2 
= lim 一 一 一 аи = lim — a(u) du = 0. O 


n= р, 
k=0 
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我 们 还 需要 吉尔 萨 话 夫 (Girsanov) 定理 的 特殊 情况 (第 八 章 定理 18). 
引 理 5. 设 确 定性 向 量 函 数 a Ee С([0, Т]; В”). 这 时 过 程 
B(t) = W(t) – [ а(и)аи, t € [0,Т\, j (18) 
Q 

是 在 概率 空间 (Q,. 多 ,P) 上 的 Wiener 过 程 , 其 中 

P(A) = ElaXr, AEF, 

T T 
Xr = exp | (а(и), dW (и)) — J ара! | (19) 


换 句 话说 , Р «Р 和 dP/dP = Хт. 
ik. 只 需要 建立 , WHER n2>10=t<---<t,=TAA,:---,A, ER” 有 


E exp{i(B(t1), №1) +... + iB(tn) – Bltn-1),An)} 


т. — 1 


= I] exp | а 一 器】 ; (20) 


k=0 


其 中 E 表示 对 测度 Р 取 的 中 值 
公式 (20) 式 左 半 部 分 , 考虑 到 (19) 式 可 以 与 成 形 如 


[ox | у ((W (tees) =W Aves) (абда) | XrdP 


£3 
= exp 1 [ la(u)|2du — »3 (f a(u)du, 9) 
x П Еехр if lalu) + ыы, ви (u) | | (21) 
利用 关系 式 (17) 得 到 
< = | alu) au) ~N (0 | Е асура) | (22) 
c= fala) наи) = Lam Gar (23) 
其 中 
Ск = States) + Арт, И (Ву) — И (6,3), 


.tk+1 — tr 
y } 
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{EE uve RA 





oe : 1 ae ot 2 . 2 
J elutiv)z e 257 фу = е‘ +2iuv—v ) ， (24) 
оо су 27 





КИНАМ ето Бейт, 其 中 у ~ Мо?и, 07). 现 注意 到 
Е ехр{сь} — Еехр{Сь„}| < (Eexp{2|Cel + 216 — „У (ЕС — Сыр). 
考虑 到 (22) 式 和 (23) A, ИМЕ Ср, 的 Gauss 性 , 不 难得 到 


Eexp{¢,} = lim Eexp{¢x,r} 


利用 (24) 5%, 可 以 找到 П Fexp{¢,} 和 发 现 (21) 式 的 表达 式 与 公式 (20) 右 半 部 分 
相 重 合 . 这 就 是 所 要 验证 的 口 
$56. HW ={W(t),t € 0,7} 是 在 某 个 概率 空间 (О, 2, Р), KE [0,7] EA m 
维 Weiner WE. 对 s > 0 在 空间 $ = С([0, Т}; R”) 中 Borel o- 代数 上 赋予 sup 一 
范 数 || .小 引入 测度 
Q.(B) = P(VEW()EeB)，Be (5). (25) 
定理 3 (Schilder). #1 2 {Qe} 0 满足 具有 形 如 (2) 式 的 偏差 函数 了 的 大 
Ш. 验证 定义 3 中 的 关系 式 1°. 取 任 意 的 闭 集 FCS. 设 on 是 对 p ES 如 前 


面 所 表示 的 逐 段 线性 函数 , BRA (КТ/п, p(kT/n)),k 二 0;:…,n 
对 每 个 neN 和 65>0 有 


F = {p E F: |p- | < JULY E Р: lle – Ф > д). 
F C А» (6) )С»(6) (26) 
其 中 
Anl) = {p ES: yn ЄР}, Cn(5) = {p ES: lle- pnl 2 8}. 
# Ls = min{I (F2), 1/6}. 这 时 


9.(А»(65)) < Qe(y 65: Дра) 2 Ls) = PUUVEW)n) > 28) 


FE E) 


7 [2 or T ea a т 


Tt 
—P{— 
Г 











k= 


= 
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这 里 , 考虑 到 (25) RA У, w (=) _w ( 具有 自由 度 为 nm 的 x? 
k=1 n n 
分 布 

对 z>0 和 HAeE 了 得 到 . 


> и. 一 全 = '99 ш—1 — Ë u 一 人 PAT) 
J(Z, и) = иѓе 2du = 22е? 4+ Qu иези < 2z"e тар). 
2 2 


因此 , ХЛ p eR Al 2 > Au 有 Ј(2, р) < 4z4e—2, 因此 , ХНУ пем, ӧ > 0, А 
ENE с > 0 成 立 不 等 式 
e log Qe(An(0)) < —Ls + enm log((2L5)/e) + £ log 4 — £ log (27T (=) . (28) 


由 此 , 有 
шп ѕир = 105 9.(А.(5)) < — L5. (29) 
=10 


由 于 引 理 3, 对 所 有 的 weN.5>0 和 =>0 得 到 
天 kT $, 
(+) -w (E) 22.) 
Ô 2 n 
отер) (5) anh 


取 n = n(ô, Т, т) 8 пд? /(16тТ) > Ls, 这 时 


Qe(Cn(0)) < P | max sup 


OSkSn-1 tefo, T/n] 





lim sup € log Qe (Cn (8)) < —2 L5. (30) 
=|0 


注意 , 对 任意 的 a,5>0 有 
log(a + b) < log(2 max{a, b}) = log 2 + max{log a, log b}, 
由 于 (26) ZX, (29) AA (30) 式 对 所 有 的 5 > 0 得 到 估计 
lim sup = log Qe(F) < — Ls. (31) 
є |0 
由 于 引 理 1, 由 (31) 式 得 出 性 质 1°. 


取 开 集 G cS, 验证 定义 3 中 性 质 2°. 如 果 ГС) = оо, № 2° Ra. 因此 , 下 面 
设 I(G) <œ. 对 任意 的 a > 0 可 以 找到 函数 va c G, 使 得 


Te) < I(G) +a. (32) 

因为 G 是 开 集 , MAREA ra НУ, (фа) СС, РН М, (р) = {рє 5: ||0-0| < т}. 对 

每 个 8 є (0,0) 不 难 选 出 函数 y є С?([0, Т; К"), yp(0) = 0, 118 Ipag) < B/V2. 
这 时 

ГМ? (ф) < P(e) +I? (ba — Ф) < ГП (Wa) + В. (33) 
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除 此 之 外 , 对 te [0,7] A 


Yalt) — pt) < | halu) — o(u)|du < УЗИ, — 9). 


因此 ， 
|| wa 一 || < BVT. 
这 样 , HT ó < г. /2 A Vilo) cG Ш BVT < то /2. 
因此 ， 
Qe(G) > ©: (5 (ф)) = P(VeW € У5(ф)) = P(|W — Ф/УЕ| < 6/УЕ). (34) 
ЕЕ, 


ett) = | (а) 
因此 , 根据 引 理 5, 利用 (16) RA (18) È, АХ (34) 右 半 部 分 可 以 重新 改写 成 


EL plc yæl- | Ф(и), аВ(и -4f w lo(u rae 


1 _ T 
= ек е) Е а 51 ех КЕ УЕ |, 
随后 , 由 于 (16) AA | 


(Ф(и), asw) (35) 


T 
< KWT), ФГ) + Д (Plu), W (widu < ШИП, (36) 








T 
| (olu), dW (а) 








其 中 ， 
h=(1+T) sup {|(t)| + |¢(@)|}. 
tE[O,T] 


由 (35) 式 和 (36) 式 得 到 估计 
Qe(G) > exp{—I(y) /e}EL wy <s/ ye} ехрі – МИ /ve} 
> exp{—(I(y) + hd)/e}P(||W| < 5/ ve). 


这 样 ， 
slog Qe(G) > —I(y) — hô + elog P(||W|| < 6/ve), 
这 时 
lim inf e log Q- (G) > —I (y). (37) 


考虑 到 (32) sh, (33) AM (37) A, 导致 所 要 的 性 质 2°. ЕЕ. O 
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87. 在 这 一 市 中 , 将 证 明 Strassen 形式 的 重 对 数 泛 函 的 定律 . 为 此 要 求 一 个 辅 
助 性 结果 . 

设 W = {W(t),t > 0} 是 在 茶 个 概率 空间 (Q, F,P) Е т 维 Wiener 过 程 . 引入 
一 族 随 机 函数 Wint) 

n 
fnrt) = Trol пЕМ, te (0,7), (38) 

其 中 , $(1) = $(2) = 1 Al b(n) = Viloglog n,n >3 是 向 量 函 数 的 每 个 坐标 乘 以 标 
Е. 

为 了 研究 这 个 族 的 极限 点 , 我 们 还 需要 下 面 的 引 理 . 


5186. 设 确定 性 向 量 函 数 g € С(|0, оо); В”) 和 


gn(t) = е 


设 和 集合 AcC (1,00) 和 点 1 属于 A 的 闭 包 . 假设 对 任意 的 和 eA 有 








ЕО, T], neN. (39) 


lim sup p(gn,.(A),V) = 9, - (40) 


这 里 , V 是 空间 COTR”) PORE R, п, (A) = "lr EN, (| 是 数 的 整数 部 分 ， 
Af, У) =inf{e(f,k):heV},p 是 在 5S 中 的 一 致 距离 . 这 时 ， 
lim plgn,V)=0 (41) 
和 函数 {gn}n>1 的 集合 在 S 中 是 准 紧 的 (рге - compact). 
Ш. WẸ V 在 s 中 是 紧 集 , 则 根据 Arzela- Ascoli 定理 存在 М > 0, 使 得 


sup || f|| < M (42) 
JEV 


且 可 以 找到 函数 : (0, T] 一 [0, со) 使 得 当 s | О 时 有 A(s) | 0 和 


sup |f(t) — f(s) < Alt- 5), 0<s,t<T, (43) 
FEV | 


这 里 , 如 以 前 一 样 , | :| 是 在 s 中 的 sup 一 WRX. 
取 和 AEA 和 ne N. 找到 ”= т(А, п) 使 得 n(A) < п < nale) = №, 其 中 ， 
N = М№(А, п) Я no(A) = 0. 这 时 


а [Ум 
lon- 9м! = SUP apl) 


< (EAN — ) gn + ene, lgn(nt/N) — gn(t)|. (44) 





gn (nt/N) = gn(nt/N) — gnit) 
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由 (40) REH, 对 每 个 和 e A 和 任意 的 < > 0 可 以 找到 函数 vn, 0 ) e V 使 得 当 
r 2 № (=, А) 时 有 

plgn, (А), Un, (А)) < Е. (45} 
由 此 和 (42) 式 可 得 对 所 有 足够 大 的 N 有 |9к|| < M +e. 除 此 之 外 , 对 所 有 的 n> 

Ni = №(А) 有 
VNO(N) 
/ng(n) 
意 , 由 于 (45) AM (43) COPA BAR n A 





~1<2(\—1). (46) 


sup [gu (nt iN ) — 9^(#)| < sup |9м(пё/М) — gn (t) + un (nt/N) + vn (t) 
t¢(0,T Є [0,1 


< 2= + sup juy(nt/N) — vnN(t)| < 2€ + А(2Т(А – 1)), 
іЄ [0,7] 


因为 
nt ArT+ — [AT] 


E <T(1- 9) <T [Ar +1] 


选取 cA 足够 接近 1, 得 到 (41) 式 成 立 . 

取 任 意 的 序列 {on}, 其 中 {nj} CN. 根据 已 证 的 , 可 以 找到 hn, Е У 使 得 当 
j 一 оо 时 有 p(gn;,hn;) 一 0. 可 以 选取 子 序列 {ni} C {nj} 使 得 当 j> оо 时 有 
hn э ҺЕ У. 这 时 , 当 了 一 co 时 有 gy oh. O 


> Т(А – 1), rao. 





定理 4 (Strassen). Wde (38) 式 的 随机 函数 族 以 概率 1 有 下 列 关 系 式 : 
1) lim (fn, К) =O ЖФ К 是 Strassen %, Pp 
Г 
K= {p ES: в) <1/2) = (ee F: | вы <j, 
0 


而 函数 了 是 由 (2) 式 中 所 定义 的 ; 
2) 对 任意 的 函数 CK 和 几乎 所 有 的 w EQ 可 以 找到 序列 {nj(w)} CN 使 得 


dim pln) Р) =0. 


换 句 话说 , 在 S Pas. 函数 族 {10 是 准 紧 的 , 且 这 个 族 的 极限 点 全 体 与 集合 К 
WES. 


ik. 对 5 > 0 研究 集合 Sa+ay2 = {Y E S: Iy) < (1+5)/2}. ШЖ фе S(145)/2 
和 рек, 则 存在 z є [0,7] 使 得 


[wean =1. 
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取 函 数 


_ | v(t), ЕЕ [0, 2], 
w= | 7 t € |z, T] 


这 时 , y EKM 
T 1/2 
p(y, Y) = sup |t) – Ф(2)1 < | ] Pa (T — z)? < VÒT. (47) 
| tE(z,T] 2 
这 样 , 对 УбТ- ER K 邻 域 有 
K C 54145) /2 © KVP, (48) 
对 闭 集 F = S\KY57, 根据 Schilder 定理 有 
lim sup € log Q; (F) < -ЦЕ), 
510 
即 对 任意 的 у > 0 和 所 有 足够 小 的 <> 0 有 
Qe(F) < exp | - (К) =) (49) 
这 里 , Q: Æ S 中 过 程 YeW 的 分 布 , 其 中 W = {W(t),t € [0,T]}. 
由 于 (48) 式 有 Fc S(146)/2 一 5 \ S(146) /2- 因此 
КЕ) > Ц5(1+5)/2) > (1+ 6)/2. (50) 


这 样 , 对 у = 6/4, 由 (49) RA (50) RE 


Q.(F) < exp {= (3 + `) | | 

注意 , 形 如 (38) 式 的 随机 函数 у, 的 分 布 是 Q。 , 其 中 en = 1/02(п). 

因此 , 对 任意 的 入 > 1 Жи, (Л) = [А], гем, 得 到 

У Р(Х. (л) E КУТ) < У (logn, (А)) 7-3 < оо, Ае >23. 

根据 Borel – Cantelli 引 理 , 对 几乎 所 有 的 wcgQ 当 r> Mo(w, A, ô) 时 有 fnr) € 
KVT, 换 名 话说, a.s. 有 lim sup p( fn (л) K) = 0. 由 于 引 理 6 的 结论 1), Strassen 定 
理 得 证 . 

现 证 2). 只 需要 研究 f cK, 对 它 满足 ГР < 1/2. 事实 上 , 如 果 I(f) = 1/2, W 
对 6 (0,1) RA ue [0, T] 使 得 


f \f(s)|*ds = 1 — 6. 
0 
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这 时 , 类 似 (47) 式 可 以 找到 sup | f(t) 一 h(t)| < VOT, 对 那样 函数 h, 对 te (0, u] 有 
ЕО, 
h(t) = f(t), 对 te [u, T] A k(t) = f(u). 
对 序列 {k} HP k > 2 有 
fier — flion < Fer llora + Ifilo + Fer — FITT] (51) 


这 里 |9|вы 对 ge С([0, Т]; К") 和 [a,b] с [0, T] 表示 在 区 间 а, 6 上 压缩 函数 g 的 
范 数 (在 空间 С([а, b];R™) Е). 

显然 , 对 任意 的 > 0 和 任意 的 函数 ГЕК, 4k > T/e? 时 有 |та < 
VI/k<e. | 

由 于 已 证 的 结论 1), 对 几乎 所 有 的 wen 和 每 个 上 > 2 在 K 中 可 以 找到 函数 
дк" (t) (依赖 于 w) 使 得 , 5 r > Mo(e,k,w) 时 有 


fer — gr” |llo,T] < £. (52) 


因此 , 4k>T/e? 和 7 > Mole, k, w) 时 有 


| fr Ilio, T/k] < | Ger ЦО T/k] + || fxr — gk” ||[0,7) < 2E. 





X$ k > 2 和 te [0,7] 假设 
f(t, k) — Y te [0, T/k], 
10 —f(T/k), ве (Т/К,Т|. 
引入 随机 函数 
|" t € 0, T/k], 
gr,k(t) = 1 гау. г 
arsan WVE t) —W(k'T/k)), te(T/k,T]. 
这 时 


fee — flr rT) < [Ме — Irkle + Work = РС klirr + WFC) — Реут. 


显然 , 对 所 有 足够 大 的 天 有 70,6) – Альт) < Ilora < =. 对 几乎 所 有 的 we 
有 
Wk T) (У 


Vk?-1o(kr-1) Vkob(k") 
HAH г 一 оо № (k/k — 1, 而 由 于 (52) 式 对 所 有 足够 大 的 г 以 概率 1 有 
| кг отр < 1 +e. 

对 每 个 上 > 2 事件 {lon -Ara < Ob EN, 总 起 来 独立 , 因为 它们 是 
由 Wiener 过 程 在 不 相交 的 时 间 区 间 上 的 增 量 所 确定 的 . 





< (1+ 2€)/Wk, — 





| fkr — 9г,к тук, — 


L 
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利用 m 维 Wiener 过 程 的 马 氏 性 (完全 类 似 于 第 三 章 定 理 2) 对 5 > 0 得 到 








+. — ИС) _ 
P(ligra = fC, К) тутр < 6) =P | Лок”) 260 < ) 


= P(E (-) — pl, Ко < 5) = 90) (С), 


这 里 v = T(1 — 1/0), p(t,k) = f(t +T/k) – f(T/k) 对 te |0,0), FRG = {фе 

С([0, 0]; В) : IVE — 2 < 6), 而 测度 QS? = Lawl yen W(t), t є [0,0]}), 其 

P en = 1/42 (п), п EN. | 
] (2, К)? <1—a, ae (0,1) 


根据 Schilder 定理 (在 空间 С (0,5; В”) 上 测度 Q®) 有 


lim inf € log QM (G) > -1™ (4G), 
这 里 , I) 是 偏差 函数 . 因此 , 对 任意 的 y > 0 和 所 有 足够 小 的 s > 0 有 


G) > exp [18 +9) > ep { -30h)) + 


1 
> ехр 1-20 一 a +2) 


因此 , 4 у= a/4 时 有 


所 以 
У. QW (С) = со. 
根据 Borel - Cantelli 引 理 , 对 几乎 所 有 的 w Е о 可 以 找到 序列 {r;(w) }, 使 得 
9..0), к = ЛС, тув) < 5. 
考虑 到 前 面 公式 (51) 右 半 部 分 各 项 的 估计 , 导致 结论 2) ae. O 


$8. 研究 重 对 数 定律 的 一 些 其 他 推广 . 

首先 , 类 似 于 不 变 原理 (第 五 章 定理 8), 在 空间 Clo,1] 中 引入 随机 折线 , Ce 
由 中 值 为 0, 方差 为 1 的 独立 同 分 布 随机 变量 序列 X1, Xo,… , 按照 下 面 方式 构造 
的 ， 设 (k/n, Sp/(/nd(n)) 是 逐 段 线性 (随机 ) 函数 halt) 的 节点 坐标 , 其 中 , 5, = 
Xi +---+.X,, 6(1) = 6(2) = 1, ф(п) = V2loglogn & n> 3,t € [0,1] 和 neN. RA 
话说 , 与 重 对 数 定律 中 出 现 的 规范 化 因子 同时 构造 随机 折线 А, (0), 这 里 代替 了 相应 
的 在 中 心 极限 定理 中 规范 化 因子 Vn. 

借助 于 第 三 章 定 理 13 建立 如 下 的 结果 . 





` 
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定理 5 (Strassen). 对 引入 的 随机 折线 族 {hn}n>1 所 有 定理 4 的 结论 成 立 , 它 
是 相对 于 根据 Wiener 过 程 所 构造 的 随机 函数 族 {при 


1. 利用 定理 5, 得 到 (S (Hartman) - 温 特 纳 (Wintner)) 定理 : 

Ж X1,X2,.… 是 中 值 为 0, 方差 为 1 的 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 ,这 时 , 集合 
{Sn/V2nloglogn}n>3 的 极限 点 以 概率 1 与 区 间 [-1,1] MES (其 中 , Sn = XI + 
nee Xn). | 

2. ЛЕ, 如 果 {Xx}, {Sp}. WE 1 中 的 那样 ， f(t) 是 Riemann (0, 1] 上 实 可 积 函 
数 , Nas. 有 


; 
lim sup(2n? log log n)~!/? Ул (=) Sk = (/ ғ) ， 
k=1 0 


= f 50 dt, u € |0,1. 


定义 5， 确 定性 正 函 数 V(t) Т оо, 4 t— œ 时 (ТЕ [0, оо)) ЖЕ Wiener WHE 
W ={W(t),t>0} 的 上 函数 , 如 果 对 几乎 所 有 的 we О 存在 N=Nw) >0 使 得 对 
MAN t> NAW, w) < Ut). 如 果 对 几乎 所 有 的 осо RY Ae ERY, М] 
称 为 下 函数 ， 


3. 是 否 在 对 Wiener 过 程 的 上 (Г) 函数 的 定义 中 满足 的 只 是 对 上 扣 ше А, 其 中 
0<PA)<1? 

引入 著名 的 Kolmogorov - Petrovskii 积分 准则 (参见 , 例如 , [31]))， 同 时 也 称 : 
Kolmogorov — Petrovskii - Erd6s — Feller 积分 准则 , 对 独立 随机 变量 部 分 和 序列 有 类 
DETS 

定理 6. Ж p(t),t > 0 ЖЖ, 使 得 当 上 圭一 co 时 有 Y(t) > оо. 这 时 如 果 
T(p) < оо, BK W(t) = vtot) 将 是 Wiener 过 程 的 上 函数 , 如 果 I(p) = оо М V(t) 
RFR, 其 中 


其 中 


Кр) = | 29 exp {oH /2} dt (53) 


这 个 定理 给 出 了 比 一 般 的 重 对 数 定律 更 加 精确 结果 : 计算 Г(р) 看 出 函数 v(t) = 
(l+e)/2tloglogt 是 上 或 下 函数 相对 于 , 当 e >0 和 < <ON (在 第 三 章 定理 8 不 包 
括 = = 0 的 情况 ). 

与 定理 4 AX, 自然 而 然 产生 一 个 问题 : 下 面 函 数 族 与 (38) AHE, 那个 极限 
点 的 集合 更 三， 

W (nt) 


В = ул 





te [0,1], neN, (54) 





` 354 . 随机 过 程 论 


其 中 , р 是 与 定理 6 中 的 同样 函数 吗 ? 借助 于 推广 (53) 式 的 泛 函 来 给 出 回答 . 这 时 ， 
显示 出 趋 于 Strassen 球 的 收敛 速度 非常 敏感 于 规范 化 因子 的 选取 , 甚至 于 在 所 用 的 
规范 化 因子 y 中 补充 个 常数 都 可 以 对 族 (54) TRIS F Strassen 球 的 收敛 速度 阶 ( 指 
数 ) 有 所 改变 (参见 , [9] 和 那里 的 参考 书 )， 

重 对 数 定律 在 许 许 多 多 方向 都 发 展 了 , 并 且 正 在 发 展 . 例如 在 区 别 于 一 致 拓扑 
的 说 种 拓扑 中 的 重 对 数 泛 函 定 律 , 参见 , [48]. 同样 可 举 出 对 于 经 验 过 程 、 比 Brown 


运动 更 广 的 Gauss 过 程 、 REPARERA (也 包含 上 过 程 )、 以 及 随机 
场 的 重 对 数 泛 函 定 律 的 研究 . 


本 书 没有 过 多 地 列举 参考 文献 , 对 书 中 所 涉及 的 问题 , 甚至 属于 随机 过 程 理论 
的 “核心 ”问题 , 也 不 可 能 列 出 所 有 的 名 著 . 为 了 方便 读者 , 从 一 般 常 被 引用 的 成 果 
文献 当中 , 列举 出 一 些 概率 论 的 教程 : [4, 18, 34, 63, 68, 78, 85, 101, 106, 123, 131, 143, 
189], 还 有 随机 过 程 论 的 : [12, 17, 25, 30, 32, 39, 42, 61, 72, 77, 83, 93, 100, 103, 110, 
125, 135, 142, 146, 149, 177, 185, 192]. 个 别 地 列举 了 百科 全 书 [57], FAT [37, 56), 其 
至 于 列举 了 举 反 例 的 书 [75 和 习题 集 [55]， 应 该 指出 的 是 上 面 所 列举 的 书 中 , 许多 
涉及 概率 论 同 时 也 涉及 随机 过 程 . 

在 学 完 必需 的 基础 以 后 , 将 会 比较 容易 地 熟识 现代 随机 过 程 论 的 各 个 分 支 及 其 
应 用 . 而 我 们 从 中 选择 一 些 分 文 , 这 并 不 是 为 妃 赶 时 各 和 其 他 别 的 目的 所 作 的 调整 , 

首先 应 该 指出 的 是 , 与 Kolmogorov 公理 化 方法 来 构造 概率 论 同 时 还 有 其 他 的 
方法 . 众所周知 , 是 建立 在 算法 复杂 性 概念 基础 上 的 (参见 , 例如 , А. Н. 施 利 亚 耶 夫 
(А. М. Shiryayev), “补充 ”[34]). 另 一 方面 , 现在 对 量子 概率 给 予 了 很 大 的 关注 (其 中 
还 有 量子 随机 过 程 ), 参见 , 例如 , [88, 165, 167, 171]. 

无 论 从 理论 角度 上 讲 , 还 是 从 应 用 的 角度 上 讲 , 随机 过 程 统计 (或 “时 间 序 列 ” 
分 析 ) 都 是 一 个 非常 重要 的 分 文 . 关于 这 个 领域 的 研究 可 以 参考 文献 [6, 80, 134, 137, 
160, 183, 191]. 同时 , 还 应 该 指出 的 是 一 些 随机 过 程 理 论 的 数值 计算 问题 , 参见 , 例 
如 , [102, 144). 

传统 又 广阔 的 研究 方 回 仍 是 构造 模型 , 也 就 是 依据 观测 给 予 不 同方 案 的 模型 . 在 
本 教程 中 研究 了 高 斯 过 程 , 马 氏 过 程 , РН. 阐述 事件 的 依赖 性 、c - 代数 、 
由 随机 变量 族 所 产生 一 些 其 他 的 术语 (混合 , 相关 性 , 半 不 变量 等 等 ). 在 这 些 或 其 他 
的 一 些 相关 形式 中 , 建立 起 一 系列 相互 关联 的 结果 , 他 们 即 在 极限 定理 的 经 典 理论 
里 , 也 在 非 传 统 的 理论 当中 ; 参见 , 例如 , [8, 28, 98, 105, 117, 118, 137, 162, 168, 198]. 

在 许多 问题 当中 小 概率 事件 起 着 极其 重要 的 作用 . 关于 随机 过 程 的 极 值 理 论 可 
以 参见 , 例如 , [38, 45, 52]. 要 了 解 大 偏差 理论 , 可 以 去 参见 , 例如 , [114, 115, 116, 127, 
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qi 
cu 
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194]. 
许多 有 趣 的 问题 都 是 处 在 不 同学 科 的 交叉 点 . 作为 核心 展现 的 例子 是 研究 
Dirichlet 问题 . 关于 分 析 和 概率 论 的 各 种 各 样 的 问题 , 参见 , 例如 , [95, 108, 121]. 

由 于 对 取 值 在 无 穷 维 空间 随机 元 的 研究 , 人 们 可 妃 踪 经 典 概率 论 结 果 的 最 大 推 
广 的 长 期 趋势 , 参见 , 例如 , [140, 157]. 

在 个 别 的 地 方 还 提 到 了 具有 巨大 影响 领域 的 随机 金融 数学 . 再 一 次 援引 书 [86， 
147), 在 那里 有 着 很 多 的 书评 . 除 此 之 外 , 还 提 到 了 保险 和 实际 中 数学 理论 的 概率 问 
题 . 

根据 以 往 , 物理 , 化 学 ; 生物 及 其 他 自然 和 人 文 的 科学 , 甚至 于 技术 当中 经 常会 
给 出 新 的 模型 , 它们 要 求 更 深刻 的 概率 分 析 . 关于 这 方面 应 指出 的 是 , 例如 , 在 [10, 
132, 176] 中 所 进行 的 研究 . 
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